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Ecuaciones Diferenciales

INTRODUCCION:

0.1.- Definiciones

Una ecuacion diferencial es una “ecuacion” (una igualdad) que
contienen “derivada” (o derivadas) de alguna de las variables
dependientes que intervienen.

Es una relacion entre variables y alguna derivada de alguna variable no
independiente.

Cuando estudiamos la derivacion teniamos y’ = f ‘(x), donde x es
independiente e y es dependiente de X. Y cuando introducimos el
concepto de “diferencial” definiamos la funcion diferencial en un punto
(x0, y0) asi

dy = f°(x0).dx
donde la variable independiente es dx, la variable dependiente es dy.
Generalizando para un punto (x, f(x)) escribimos
dy =f’(x).dx, o bien: dy=y’(x).dx (8]

Cada una de esta expresiones, aun siendo muy simples, entran dentro de
las llamadas Ecuacion diferencial.

Sabemos que de (1) obtenemos sin mas la llamada “primitiva” (Proceso
de Integracion)

y=[f'(x).dx =F(x)+C )

que es la solucién general de la ecuacion diferencial (1). Las soluciones
particulares se obtienen dando valor a la constante arbitraria C. Cada
valor C = k nos da la solucion y = F(x) + k

Clasificacion: Se clasifican en



A.- Ordinarias cuando sélo una de las variables es independiente. En
este caso es “Ecuacion diferencial ordinaria”.

Eje.: Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es aquella
fx,y,y)=0 (3)
donde y’ no lleva potencia mayor que uno.

Si mas de una de las variables es independiente decimos que es
“Ecuacion diferencial en derivadas parciales”.

B.- El “orden” de una ecuacion diferencial es el orden (orden de
derivacion) de la derivada de mayor orden que interviene en la ecuacion.

Eje.: Ecuacion diferencial ordinaria de orden n es aquella

fx,y,y", ...)=0 (3)

donde y" es el mayor orden de derivacion, interviniendo
posiblemente las de orden inferior a éste.

C.- El “grado” de una ecuacion diferencial, después de haberla
expresado como polinomio respecto a las “derivadas” que intervienen,
es el grado (dentro del polinomio) de la derivada de mayor orden.

Eje.: Ecuacion diferencial ordinaria de primer ordeny grado
dos es aquella

fxy,y)=0 3)

donde y’ figura con exponente dos.

Ejemplos:
1- yy=ax+b Ordinaria, de primer orden, de primer grado
axy +by=c ident



Ecuaciones Diferenciales
2.-y”’ +ay +by=c Ordinaria, de segundo orden, de primer grad.

3- (") + ()’ +cy=dx* Ordinaria, segundo orden, segundo

grado
0z dy . . .
4.- w4z + b.x.a Derivadas parciales, primer orden,
primer grado
622 aZZ 2 N .
5.- ezt 57 = &% + b.y Derivadas parciales, segundo orden,

primer grado
Resolver una ecuacidn diferencial significa conseguir una relacion
y = F(x, C1,..,Ck), donde intervienen k constantes arbitrarias,

o0 bien F(x, y, C1,..,Ck) = 0. Mediante derivacién se conseguira eliminar
las constantes quedando la expresion (3).

La expresiény = F(x, C1,..,Ck) es una solucién general, llamada
“primitiva”. Dando valor a las constantes obtenemos “soluciones
particulares”, resultando una familia de curvas que la verifican.

De momento distinguimos dos tipos cuyo tratamiento sera
esencialmente distinto:

A) Es posible despejar y’ = f(x, V), (Caso: explicita)
B) No es posible despejar y’ (Caso: implicita)
Ejemplos:

Los siguientes ejemplos son casos que no precisan ninguna explicacion

- D_, =1,2
1. Lo X TP YE5.xt 4 C
o _ =
2.- y - > In(y)=1(x)+C
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0.2.- Origen de las Ecuaciones Diferenciales
Una ecuacion diferencial puede originarse cuando tratamos

A.- Un problema geométrico: Por ejemplo, “familia de curvas cuya
pendiente en los puntos con abscisa x = a toma el valor ....”

B.- Un problema fisico:

C.- Resolucion de “primitivas”: Llamamos primitiva a toda expresion
gue relaciona las variables y en la que intervienen ademas varias
constantes arbitrarias. Ejemplo: y = A.x? + B.x + C. Decimos que son
constantes “esenciales” cuando el numero de ellas no puede ser reducido
a un numero menor.

(Estas constantes arbitrarias se designan siempre por letras mayusculas)

Insistimos sobre este Gltimo caso C. Tomando el caso del ejemplo (muy
simple) y = A.x* + B.x + C. Si derivamos dos veces respecto de x
(Unica v.i.) tenemos:

y=2.Ax+B

y’=2.A

Estado igualdades mas la expresion inicial (llamada primitiva)
proporcionan el sistema

y' = 2.A

{y' = 2Ax+ B
y = Ax2 + B.x

de donde obtendremos una relacion entre X, y, y’, y’’ libre de
constantes. Asi

L y =xy"+B
A==, "ol 2 , B = I_x. no__s
2 y = x?.y”+B.x y Y

8



Ecuaciones Diferenciales

_x* 1 " _—xz " '
y=y"+x.(y —xy"), y=—y"+x.y,

Podemos afirmar dos cosas: a) Que la constante C era redundante, Ay
B esenciales. b) Que dada una expresion “que llamamos primitiva”,
como la del ejemplo, podemos obtener la “ecuacion diferencial” que
representa implicitamente por el proceso de derivar tantas veces cono
namero de constantes esenciales, y del sistema formado por esas
derivadas y agregando la expresion primitiva dada, conseguimos
eliminar todas las constantes. Esta expresion (o relacién final) entre la (o
las) variable independiente y las derivadas (ya sin constantes arbitrarias)
es nuestra ecuacion diferencial.

Abundando mas en este apartado, cuando en el “Estudio de funciones
del tipo y = f(x)”, y hablamos de “derivadas” y “primitivas”, cuya
relacion es

y=fx)+C, y =gKx),

hablamos de resolver la integral de g(x).dx = dy, o bien Z—z =g(x).La

igualdad y’ = g(x) es la “ecuacion diferencial” asociada a la
“primitiva” y = f(x) + C. Resolver la “integral” de Z—z = g(x) significa
obtener la primitivay = f(x) + C, tal que “la derivada de f(x) es g(x)”.

NOTA: Por lo explicado en relacion con las del tipo C (caso de
primitivas) y para diferenciarlas claramente de las de los tipos Ay B, a
las del tipo C las llamaremos “Ecuaciones diferenciales elementales”,
ademas de aquella primer clasificacion. Si la ecuacion diferencial es de
orden n, el nimero de constantes arbitrarias esenciales es n (salvo casos
excepcionales).

Ejemplos:

NOTA: Al obtener la ecuacion diferencial es norma conseguir que el
resultado sea de orden el menor posible.

1.- Ecuacidn diferencial asociada a la primitiva



y=Ax*+B, (B=A?) (1)

1\2
Tengo y’=2.Ax, ->A= % —->y= (;’—x).x2 + (y—)

2x

" N
Otro modo: y”’ =2.A--> y= yT.xZ + (yT) , la cual queda siendo de
orden dos. (Seré preferible si queda siendo de orden uno)

2.- Obtener la ecuacién diferencial asociada a la primitiva
y=AX’+Bx+C

SOI‘ y’ = 2AX + B, y” = 2A’ y”a — O

Esta ultima es la e.d. pedida. Representa la familia de rectas (completa)
de todas las rectas del plano.

3.- Problema geométrico: La representacion de la familia de circulos
cuyo centro (P, 0) esta en el eje 0x, y su radio es r, es

Yo+ (x—Py=r? 1)
Su ecuacién diferencial asociada la obtenemos como sigue:

2yy +2.(x-P)=0, --> (x—P)=-y.y’, quellevandolo a
(1) nos da

y+ylyt=r (2
4.- Ecuacion diferencial asociada a la primitiva
y=A.e3* + B.e?* + C.e* (1)

Derivando:  y’=3.4.e3* +2.B.e** + C.e*
y’=9.A.e3* + 4.B.e** + C.e*
y’’=27.A.e3* +8.B.e** + C.e*

Tenemos asi el sistema

10



Ecuaciones Diferenciales

y' =3.A.e3* + 2.B.e?* + C.e*
y' =9.4.e3* + 4.B.e** + C.e* 2
y'" =27.A.e3* +8.B.e** + C.e*

del cual puedo despejar las constantes A, B, C como si de un sistema
lineal se tratase.

Otra forma: Tratarlo en forma de “eliminante”
1 y eBx er

e* |

y' 3.e3% 2.e?* e*
0=

e

e

— ,6Xx -
g 9.3 g x| 7€ 11

y'" 27.e3% 8.e%*

x
= e, (=2.y" +12.y" = 22.y' +12.y)

Después de simplificar y"" —6.y" +11.y' —6.y =0 (3)
5.- Obtener la ecuacion diferencial que representa este hecho:

a) “En cada punto (x, y) la pendiente de la tangente a la curva
es igual al cuadrado de la abscisa:

Sol.: y’ =x*

b) “En cada punto (X, y), la longitud de la subtangente es igual a
la suma de las dos coordenadas”

Tangente

Longitud subtangente

%=tan(g) =y > L=% , Por tanto 3%=x+y, de donde
._ Y
y (x+y)



0.3.- Solucion de las ecuaciones diferenciales

Resolver una ecuacion diferencial ordinaria (elemental) de orden n
consiste en obtener una primitiva y = F(x) en la que intervengan n
constantes arbitrarias C1, C2, ..., Cn. Esta primitiva F(x) sera obtenida
exigiendo las estas condiciones: Las derivadas de F(x) hasta orden n,
mas la primitiva, forman un sistema del cual debemos eliminar las n
constantes arbitrarias, y el resultado debe coincidir con la expresion
dada de la ecuacion diferencial.

Ejemplos:

3
1-y7=0 (6

dx3

Y=0) Sol.. y=Ax*+Bx+C

v = G2 dx

y=[y"dx= [+ ‘”) dx).dx = [A.dx=Ax+B

dx2
y=Jy.ax=[([J% Zxﬁ) dx).dx).dx =
=[(Ax+B).dx==.x*+Bx+C

Finalmente y = A.x? + Bx + C, donde A, B, C son constantes
arbitrarias. (Hemos sustituido A/2 por A)

Condiciones para la existencia de solucién: Teoremas de existencia
Si es del tipo y” = f(x, y):

a) f(x, y) ha de ser uniforme y continua en una region S del
plano.

b) YY) eyiste y es continua en todos los puntos de S
ay

En estas condiciones admite solucion F(x, y, C) =0, donde C es una
constante arbitraria. Por cada punto de S, para un valor concreto de C,
pasa una curva de la familia representada por F(x, y, C) = 0.

12
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Solucion particular: La obtenemos cuando damos valores concretos a
las k constantes arbitrarias, resultando una familia de curvas.

Ejemplos:

1.- a) Comprueba que (y — C)>= C.x es primitiva de la ecuacion
diferencial 4x.y’?+2x.y’ —y = 0.

b) Halla las curvas (integrales) que pasan por el punto (1, 2).

Sol.: a) Derivando 2.(y —C).y’=C, dedonde y’ =

2.(y-0)

c_\? c . _ _ y(Cx=(y=C)?) _
Entonces 4x. (2.(y—C)) + 2x. 200 Y= o_0F = 0
ya que el dato inicial me dice que (y—C)*-~C.x=0

b)Recordamos que “curva integral” es aquella que resulta a partir de la
“primitiva” cuando damos valor concreto a las constantes. En este caso:

Primitiva: (y — C)>=C.x , y por el punto (1, 2), es decirx =1,y = 2,
gue sustituyo en la primitiva
(2-C)’=C-->4-4C+C*=C

C?’-5.C+4=0--> C=1, C=4. Por tanto, volviendo a la

expresion de la primitiva tengo las curvas
y-1*=x, (y-2)°=2x

2.- a) Comprobar que y = A.e* + B.e?* + x es primitiva de la
ecuacion diferencial
y’ -3y +2y=2x-3

b)Obtener la curva integral que pase por (0, 0) y por (1, 0)

Sol.: Derivamos la primitiva: y’ = A.e* +2.B.e” +1
13



Derivo otra vez: y’’ = A.e* + 4.B.e*.

Sustituyo en la expresion sugerida para la diferencial:

(Ae*+4Be™)-3.(Ae+2Be*+1)+2.(Ae*+B.e** +x)=...
= .. =2Xx-3

b)Punto (0,0) --> x =0,y =0 que llevo a la primitiva: 0=A+B -- >
B=-A

Punto (1,0)->x=1,y=0-->0=Ae+B.e*+1

B=-A ~>0=Ae-Ae’+1->A=—— —->B=——
e.(e—1) e.(e—1)
_ x__ 1 2x ;
Lacurvaes y= e ¢ et txo bien
_ eX_g2x
y= e.(e-1) tx

3.- Obtener la ecuacion diferencial asociada a la primitiva
x.y = C.(x - 1).(y — 1), donde la variable independiente es x

Sol.: Derivamos: y +x.y’ =C.[l.(y—1) + (x—1).y’], y operando

ytxy =C(xy -y +y-1) 1)
. L _ x.y
Pero, de la expresion de la primitiva obtengo C = G0’ que llevo
a (1) y tengo
+txy =—2— (x.y' =y +y—-1) (2
YR Tanomy Y Ty Y

Operando (y +x.y).xy—-X-y+)=xy.xy -y +y-1)->

14
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............. - > X.(X-1)y +y(y-1)=0 3
Este caso merece un anélisis méas fino, como sigue.

En los puntos (X, 0), donde y = 0, y que satisfacen (3), para
obtener la curva integral que pasa por él: 0= C.(x —1). (-1), de donde C
=0. Lacurvaintegral es x.y=0

En los puntos (X, 1), donde y = 1, y que satisface (3), para
obtener la curva integral que pasa por él: x = C.(x —1).0 = C.0; vemos
que el valor de C no es posible.

“La forma dada de la primitiva x.y = C.(x — 1).(y — 1) no incluye todas
las soluciones particulares del ecuacion diferencial”

Abundando en este ejemplo: La primitiva C.x.y = (X —1).(y — 1) nos
lleva a la misma ecuacion diferencial (3). Pero ahora ocurre

En puntos (x,1), C=0,yen puntos (X, 0), el valor de C no es posible.

4.- Sea la primitiva y = A.sen(x) + B.x . Comprobar que su diferencial
asociada es

(1—x.cot(x)).y”’ —x.y +y=0 *)
Sol.:
Derivando tengo y’ = A.cos(x) + B, y”’ =-A.sen(x)

—yII yll
sen(x)

Entonces A = ,
sen(x)

B =y’ + cos(x). = cot(x).y"

Sustituyendo en (*):
-(1 —x.cot(x)).A.sen(x) — x.( A.cos(x) + B) + A.sen(x) + B.x =
= - A.sen(x) + x.cot(x).A.sen(x) — X.A.cos(x) — x.B + A.sen(x) + B.x =

= A.x.cos(x) — A.x.cos(xX) =0



Ejemplos: Cuestiones relacionadas con algun interés

1.-
a) La expresion In(x?) + In(y?/x?) = A + x, puedo expresarla asi:
INy?/x%) = A+ x - > In(y?) = A + x , y de forma equivalente
y’=e**=efe"=B.&"

b)La expresion In(1 +y) + In(1 + x) = A, puede expresarse asi:

IN((1+y).(1+x)) = A --> (1+y).(1+x) =e* =B

2.- En las siguientes hacemos notar si es solucién general (es la
primitiva asociada) o es una solucion particular:

Solucion ... E.Diferen.

y=ax’ (particular) Xy =ay
X*+y*=A  (primitiva) yy +x=0
(1-x).y*=x*  (particular) 2%y =y.(y* + 3%%)
y = A.e" + B.e” (primitiva) y’-y=0

Temal Ecuaciones explicitas y’ =f(x,y)

1.1.- Ecuaciones explicitas
y’ =1(x,y). Campo de direcciones
Implicitamente y = g(x, C), y entonces y’ = f(x, g(x))
y = g(x, C) representa una familia de curvas: Una para cada valor de C.

Para un valor x0 la pendiente en el punto P(x0, y0) tiene el mismo valor
16



Ecuaciones Diferenciales
moO = f(x0, y0) (4)
Ejemplos:
1- y=2.x2 => y=x =>m0=x0
2.- Caso de Ecuaciones explicitas

Estamos en el caso y’ =f(x,y) ®)

d .
Hacemos notar que d—i’ y y’ representan lo mismo

ﬂ_ l__ — )
=Y > dy =y’.dx

Puede ocurrir que el miembro derecha de (5) sea posible escribirlo asi

f(X, y) = g(x).h(y). En este caso decimos que las variables x, y son
separables

¥ = g00h(y) > 75 = d(x). dx

y resolviendo fﬁ dy = [g(x).dx ->F(y)=G(X)+C (6)

Evidentemente No siempre son separables. En casos como

x3+xy?
x2y-y3

y’ =sen(Xy), y’ = , es imposible obtener g(x).h(y)

Ejemplo:
. , y dy 1
1.- Supongamos la igualdad y’ == . Tengo S = ;.dx de donde

x+C

Kin(y)=x+C -> In(y) = _x+c 0 bien y=ek

. Tengo y.dy = k.dx , de donde
V=2kx+C->y=+vV2.k .\/x

2.- Supongamos y’ =

I

17



3.- Supongamos y’ = y.cota(k) . Tengo U;—y = cota(k).dx
f%.dy = cota(k). [ dx ->In(y) = cota(k).x + C

1.2.- Ecuaciones convertibles en variables separables

Es el caso de las llamadas Ecuaciones homogéneas

Son aquellas de la forma y’ = f(x, y) donde los términos de f(x, y)
son todos del mismo grado en x,y.
. ,  x3+xy?
Por ejemplo, es el caso dado antes como no separables y’ = Y ya
que, al ser expresion homogénea, haciendo el cambio de variable
2 = yix, el miembro derecha se convierte en . tZ% _ 142 _ o5y
=Y x2zx-z3x3  z-z3 9
Porotrolado z=y/x-->y=zX -->y, = zy.x+2.1 -->
dz dz dx
" = > 2 = —7 > = = ->
Z.x+z=9(2) o 9(z)—z o x
F(z)=In(x) +C
Ejemplo:
, _ xZ+y?
1- y = oy
,  x2?+x?.z? 1+22 ' 1+z2 dz
= - = = -> = > — =
z=y/X->y o Y Zy. X+ 2.1 5 X
1+2z2 1-2z2
—7zZ= ,
2.z 2.z
2z.dz dx .
y por tanto =—= = —, e integrando

-In(1-2%) =In(x) + C

y deshaciendo el cambio:
2
-In(1- Jy?) = In(C.x) -- > -In(x* y?) + In(x®) = In(C.x) -- >

18
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AIn(X® -y?) = In(%) —->In(*-y?) = In(x/C) - > X*—y* = g
OTRA FORMA: Cambiando a polares: x = v.cos(u), y = v.sen(u)

x2+y? v? . 1
2xy  2p2.cos(u)sen(w)  sen(2u) '

dy = sen(u).dv + v.cos(u).du

dx = cos(u).dv —v.sen(u).du, vy por tanto

dy _ sen(u).dv+v.cos(u).du _ ... .
dx cos(u).dv - v.sen(u).du - (dlvldlendo por cos(u)) -

tan(u).dv+v.du

dv-v.tan(u).du Y tengo
tan(u).dv+v.du 1
dv—v.tan(u).du - 2.sen(u).cos(u)

20 YxHyy) - (X +y)xy y)’=0

x= v.co(u) dy _ tan(u).dv+v.du
En polares. {y = . sen(u)’ E - dv-v.tan(u).du’ que
represento g(u,v)
Entonces v2. sen?(w). [v.cos(u) + v.sen(w). ( g(w,v))]* —

—(w?).[v.cos(u).( g(w,v)) — v.sen(w)]* =0
(Pi Calleja: pag.156)

1.3.- Ecuaciones reducibles a homogénea:

d 1.x+bl.y+cl
Son aquellas expresables de la forma =2 = f (u)
dx a2.x+b2.y+c2

Subcasos: Si las rectas coinciden el cociente es una constante, y
dy

entonces
dx

19



Si se cortan en un punto (x0, y0) (Esto ocurre cuando al.b2 —a2.bl # 0)

L (X=x—x0
En este caso hacemos la traslacion: Y=y—y0" lo cual nos lleva a
al.(X+x0) +b1.(Y+y0) +c1 _ al.X+bl.Y+(alx+bly+cl) _ al.X+blyY or
a2.(X+x0) +b2.(Y+y0) +c2  a2X+b2.Y+(azx+b2y0 +c2) a2.X +b2yY'’ yp

tanto queda

dy _ ,,alX+blyY

— =[G,y » due es homogenea.

Si son paralelas, lo cual ocurre cuando Z—; =k = % , entonces
al.x+bl.y+cl =ka2.x+kb2.y +cl =k.(a2.x +

b2.y) +cl

@ _ p(klazxebayytel
dx f( a2.x+b2.y+c2 ) = g(a2.x+Db2.y)
Hacemos el cambio de variable z =a2.x + b2.y . Derivando respecto de
X
Zr—az2
b2

Zy=a2 +by >y = , con lo cual

Zy—a2 _ az _
= g(2) -> o b2.9(2) + a2

Tema 2
2.1.- Ecuaciones lineales:
Son las que toman la forma

y’ +P(x).y = Q(x) ()
Se pueden presentar el caso donde Q(x) es cero, con lo cual

y’ +P(x).y =0 (Lineal incompleta)  (8)

20
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Supongamos que y = g(x) es una solucion de (8), esto es: y’ = g’(x).
Entonces tengo

ag(

£(x)+ P(x).gx) =0 -->HE = —p(x). g(x) - >

dg(x) _

e —P(x).dx ,y por tanto

In(g(x)) = - [ P(x).dx , g(x)=e [P@)dx

Método de Sustitucion de Lagrange:

En la ecuacion completa y’ + P(x).y = Q(x) realizo el cambio y =u.v,
donde u(x) = g(x).

y=uw.v+tuv --> uv +vu +P(X).y=Q(X)-->

u.v’ +v.[u” + P(x).u] = Q(x) , donde el corchete es cero (porque u(x) es
solucion de la incompleta), quedando

u.% = Q(x) . De ésta obtengo dv = u.Q(x).dx =
= Q(x). e~ JP™dx gx de donde
V= [Q(x).e” JP@dx gy + C

Reemplazando u y v en y = u.v obtengo la solucién general
y=e JP@ax [[Q(x).e”/POI4* dx +C]
Ejemplos:
1.-Sea y’ +ay=¢e*
La incompletaes y’ +a.y=0-> Z—i = —-a.y --> (;—y = —a.dx -->
In(y) =-a.x + C, obien y=e~®*C

v=[ed, e~Jadx qx +C, vy finalmente la solucién general
y= e WHC [[e®* e=fadx gy 4 (]
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2.- Sea y’ +y.g'(x) = g(x).g'(x)
La ecuacion incompleta nos llevaa y’ +y.g’(x)=0-->

d_J’_ _ dg(x) > d_y: _gl(x) dx -->

dx - ' dx y
In(y) = - g(x) -- >y = e~9%) . Entonces obtenemos
v=[g(x).g'(x).e7 9% dx, y finalmente

y=e 9% [[ g(x).g'(x).e™ 9™ dx + C]
(Pi Calleja: pag. 158)

2.2.- Ecuaciones reducibles a lineales:
Tenemos dos casos muy conocidos ....
A) Ecuacion de Bernoulli
Sonlasdelaforma  y’ +P(x).y =Q(x).y" (1)
Conversion a lineal:
Divido por y" yy" +PX).y™ =Q(X) 2)

-n+1

Hago el cambio z=y™", 7, = (1-n).y"y’

y sustituyéndolo en (2) queda
24Pz = QG ~> 2 +(1PNZ=(AN.QM ()

Observa que lo anterior no es valido cuando n = 1, pero en este caso (1)
se reduce a

y’ +P(x).y =Q(x).y -- >y’ + R(x).y = 0, que es lineal incompleta.
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Ecuaciones Diferenciales
Ejemplo:

1.- “Familia de curvas tales que la ordenada de la interseccion de la
tangente con el eje oy sea proporcional al cuadrado de la ordenada del
punto de tangencia”

Tangente r:y—yo =y’(x0).(X - X0)

Interseccion con la recta x = 0 (eje oy):

LE.v)

{Y - yo = Y'(Xog- (x —xo0) _ y — Yo = -y’(x0).x0 , de
X =

donde la ordenada referida y =yo —y’(x0).x0

Entonces la condicién impuesta es: yo — y’(xo).xo = k.yo’. Enun
punto cualquiera (X, y) se convierte en

Y-y (X)x=ky
(Pi Calleja pag.159)
B) Ecuacion de Riccati:

Son aquellas de la froma

Y =P(x).y* + Q(X).y + R(X) (4)
Par s resolucidn es necesario conseguir previamente una solucion
particular yl = M1(x)

Hacemos ahora el cambio de variable z =y -y1, ytengo
y=ztyly =z +yl’
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Llevandolo a (4) obtengo
(27 +y17) = P(x).(zty])" + Q(X)-(z+y1) + R(x)
z +[P(x).y1% + Q(X).yl + R(X)] =
= P(X).(Z°+y1%+2.2.y1) + Q(X).(z+y1) + R(X)
2 =P(x).(Z* + 2.2M1(x) ) + Q(X).z
7’ =P(x).2% + [2.M1(x) + Q(X)].z, que es del tipo Bernoulli con n = 2.

Ejemplo:

1.- Se la ecuacion y’ =x2—xty—y?
(Tipo Riccati)

Una solucién particular es y = -x™* (compruébalo)
Cambio: z=y+x", y=z—x", y =2z +x?, con lo cual
7z +x? =x? xt@z-xY) ~(z-xY)? - >

2 =Xtz +x? (7 +x?-2.2xY)

72’ =-7*+2.2zx", que es del tipo Bernoulli
2.-Sealaecuacion  y’=x"y’+2xty +6x* (tipo Riccati)

Su estudio completo no procede todavia.

. . —ur —ux?u +u' . (u x2+u2x

Mediante el cambio y=— --> y’ = > (4 ) =
ux u2.x
_ —ux?u +x?u' 2w
= — : Operando
u2.x
—ux?u +x2u'? +2xuw u'? _q —w -
= x2, +2x7 L. +6x7*-->
u?.x* u?.x* u.x?
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Ecuaciones Diferenciales

2.,

—ux?u' +x?u?+2xuwr u'?

2.ul -
+6x4-->

u2.x* u2.x2  ux3

—wxlu" +xtut 4+ 2xuu = x2u? - 2x.uu +6.u% -->
2 noo__ 12 2 2 9 s
—x“.u.u"’ = —4x.u.u' + 6uc ->x.u”’=4x.u’ -6u

que es de orden dos y dejamos sin resolver.

Tema 3
3.1.- Ecuaciones Diferenciales Exactas:

Def.: De una ecuacion de la forma

P(x,y).dx + Q(x,y).dy =0 @
decimos que es exacta si existe una expresion U(x,y) tal que
du(x, y) = P(x, y).dx + Q(x, y).dy )

Se demuestra que, bajo las condiciones de uniformidad, continuidad y
diferenciabilidad, la condicion necesaria y suficiente es que

Py(X, y) = QuX, Y) ®3)
Cuando asi ocurra la ecuacion (1) se convierte en
du(x,y) =0, y unasoluciones: U(x,y)=C (4)

Es decir, sobre un entorno V(a, b) en R

Ux y) = [; P(x,y)-dx + [ Q(x,¥).dy ©)
(figura)
Ejemplo: Sea la ecuacion
, _ x%-2xy

y = x%+y2+1
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Tengo: (x* +y? +1).dy — (x*-2xy).dx =0 -- > P(x,y) = —(x*-2xy),
Q(x, y) = (* +y* +1)
Py =2X, Qx=2X
En un entorno de (0;0) tengo: U(X, y) =
x y B
—fo (x2 — 2xy).dx + fo x2 +y2 +1).dy = -(? —x2y)¥ +
2 y? y x3 2 2 y®
xy+5+ylo = G-y )+ (xCy+T+y) =

:% (P =x¥+2x%y +y +C
Factor Integral:

Observa que toda ecuacién diferencial de primer orden

y’ = f(x, y) puede ser expresada de la forma(1), basta hacer

P(x, y) = f(x, y), Q(x, y) = -1, pues entonces

2= fxy) - dy=fxy).dx > f(xy).dx—dy=0

Ademas, observa que en la expresion (1) podemos multiplicar los dos
miembros por una constante o por g(X, y) que no sean idénticamente

nulas.

En general, la expresion (1) no es diferencial exacta pero se puede
demostrar que existe un factor g(x, y) que la convierte en exacta, si bien
la obtencion de g(x, y) puede resultar simple en algunos casos 0 muy

dificil en otros. Lo llamamos Multiplicador de Euler.
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Ecuaciones Diferenciales

Antes de tratar el caso general, mostramos dos ejemplos en los que

g(x,y) resulta facilmente.

Ejemplos:
1.- Sea A.y.dx + B.x.dy = 0.

m-1,,n-1

Si A # B esta no es exacta. Pero si multiplico por g(x, y) =x" .y
obtengo

mly”dx+mey“dy=0——>P(x,y)=Axml ", QX Y)
=B.x"y™!

Derivando: Py = Anx™y™, Q.=mBx" y"

Si elegimos n, m de forma que A.n=m.B, porejemplon=B, m=A,
entonces

mln m,n-1

y.dx+Bx"y".dy=0 esexactay obtenemos

U(x, y)=A.§ Lyt +B.xm.§ +C = M.x™ y"™ + C, donde hemos
hecho

AIm+Bh=1+1=2
2.- Sea P(x, y).dx + Q(x, y).dy = 0 donde P(x,y) =
= A(x)-B(y), Q(x, y) = C(x).D(y)

Multiplico por el inversO de g(x, y) = B(y).C(x) con lo cual tengo

[AX).B(Y)]. dx +[CX).DY)]=——= .dy =0 -->

B(y )C(X) B(y) Cx)

A®) D)
ORI T .dy = 0; teniendo en cuenta que
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AG),, w)

C(x)]y =0,y [B(y)]x = 0 concluimos que es exacta.

Caélculo de U(x,y): Integramos como hemos hecho en otro lugar, pero

hemos de tener presente que la igualdad

[AC)-B(Y)]-

.dx + [ C(x).D(y)]. .dy =0 viene de

B(y ) € B(Y) )

5106 (AGBW)].dx +[CX).DY).dy =0,
1

or tanto en la familia de soluciones entra también =
yp By) LM

3.-Seael caso y.dx —x.dy =0.

No es diferencial exacta.

Tomo g(x, y) = xiz . Multiplicando tengo:

y 1
x—z.dx—;.dy=0

Q«= 5,y por tanto esta es exacta.

x2'

También son factores integrantes para la presente ecuacién diferencial

00, Y) = 25, 9%, ¥) = 7 006 V) = 5

y2

Caso general: Sea g(x, y) un factor de forma que la expresion
g(x, y).[P(x, y).dx + Q(x, y).dy] = 0

sea diferencial exacta. (Abreviaremos g(Xx, y) por g)

Debe cumplirse

[9-P(x, )y = [9-Q(x, y)]x (6)
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Ecuaciones Diferenciales

Casuistica:

a) Supongamos que el factor integrante g(x, y) depende sélo de X,
es decir g=g(x)

De (6) obtenemos
g(x).Py = gx.Q(X, y) + 9.Q« , de donde

[8-Px -8-Qx] > gx)' _ Py -0y (7)

S T gx)  Qxy)

En (7), el resultado de 22 y" debe ser funcién de x solamente.

b) Lo mismo puede ocurrir siendo g = g(y), funcion de y. En este
caso llegaremos a

90)" _ Py -0
g Q(xy)

, que ha de ser sélo funcion de y.

Resumen: Para que el factor integrante g(x, y) sea solamente funcion de
X6 dey, es necesario que el cociente

Qy( Q) sea solo funcién de x 6 de y
Ejemplo:

1.- Sea
sen(x) — x.cos(x) -3x2.(y-x)? + 3x%.(y-x)2.y’ =

De otra forma
[sen(x)—x.cos(x)-3x%.(y-x)?].dx +[3x%.(y-x)’].dy = 0

Tengo: P(X, y) = sen(x) — x.cos(X) -3x2.(y-X)?
Q(x, y) = 3x°.(y-x)*

P, = -3x%.2.(y-X) = -6x°.(y-X) ,
Qy = 6X.(y-X)? - 3x2.2.(y-X) = (y-X).[-6X* -6x*+6xYy] =
29



= (y-X).[-12x%*+6xy]

Py — Qx = (y-X).[6x* -6xy]

Py—Qx _ (y—x)[6x2-6xy] _ 6x.(x-y) _ -2
Qxy)  3x2(y-x?  3xZ(y-x)  «x
Esto nos dice que 2 = —2 .

gx) x

In(g(x)) = -2.In(x) + C
In(g(x) = -2In(kx) > g(x) ==
Observacion:

Tomamos de nuevo el caso general y’ = f(x, y), 0 bien % = f(x,y),de
donde f(x,y).dx-dy=0

P(X! y) = f(X, y)v Q(X, y) =-1

Py—Qx _ f(xy)y—0 _ _
Entonces o = = Gy

Por tanto, para que y’ = f(x, y) admita factor integrante de la forma g =
0(x) es necesario que f(x, y) sea lineal (de grado 1) en la variable y. (No

podemos decir lo mismo si pretendemos que el factor integrante sea dl

la forma g = g(y)).
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Ecuaciones Diferenciales

Tema 4
Ecuaciones diferenciales de primer orden No resolubles en y’
4.1.- Caso general f(x,y,y)=0

En los temas anteriores hemos estudiamos cémo proceder cuando y’
puede ser despejada, es decir, caso de las explicitas.

Estamos en el caso de que esto no sea posible.

El estudio sera siempre local lo que significa que es valido en un
entorno de un punto (x0, y0).

El primer paso consistiré en resolver la igualdad
f(x,y,y’) =0 respecto de y’ @

Obtendremos expresiones

y =1lxy), y=£2xy),.. 2
Cada una de las ecuaciones (2) puede ser resuelta, sean las soluciones

F1(x,y, C1) =0, F2(x,y, C2)=0, ... ®3)
Cada una de estas es solucidn genera (un haz de curvas) donde
asignando un valor a la constante C; determinamos una solucion
particular.
Estas soluciones son validas en un entorno de (x0, y0).
La solucion general de (1) es el resultado

F(x,y, C) = F1(x,y, C1). F2(x, y, C2). ... (@)

el cual, l6gicamente, s6lo es Util si en (2) tenemos un nimero finito.
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Ejemplos:

1.- Sea la ecuacion diferencial
’2 2 b
yOHXY = (xty).y.y’ =0

Ecuaciéneny’ :
’2 b 3 —
Yy - (xty)yy txy =0

a=1, b=-(x+y)y, c=xy’

D = b?— 4ac = (x+y)2y? - 4x.y* =

= VA [(x+y)* - 4xyl - >VD =y.\[(x+y)2 —4xy =
x2+y? —2xy = y.J(x=¥)? =y.(x—y)

b+ VD = (x+y)y +y. (x —y) =2xy

—-b++/D R
2-.F1D =Xy Yy TXY
b-VD = (x+y)y-y. (x —y) =2y° > _bz_.lﬁ =y

Continuando:

dy c1

xZ
Z=x ->Iny)=5.x2+Cl->y=ez"
1 1
C2—x

1 -1
— — —_>S = =3+ —>Vy=
>.dy =dx =x+C2 y

La solucion general de la dada es
1

21 _
(y-ez"").(y-5=)=0

2.- Sea la ecuacion
ya2 7y2 _1 — O

Resolviendo: y?=y*+1-->y =+,/y2+1
32
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Ecuaciones Diferenciales
Tengo: dy={y2+1 dx——>\/_ .dy = dx

/ ﬁ .dy = (y = tan(t), dy = sec’(t).dt) -- >

[ sec(t).dt = In(sec(t) + tan(t)) —>In(/1 +y2 +y)

Por tanto la solucion general (parcial) es

IN(Y1+y2+y)=x+C->1+y2+y=e*C

De forma analoga

dy =-yy?+1 dx-—>\/_ .dy = dx

—J Jylﬁ .dy = (y = tan(t), dy = sec’(t).dt) -- >

— [sec(t).dt = —In(sec(t) + tan(t)) -->-In(/1+y2 +y)
Por tanto la solucion general (parcial) es

IWT+y2+y) =x+C>T+y2 +y=—e**
La solucion general de la dada es

[\/T},Z+y_ex+c].[m+y+ex+c]:0

4.2.- Resolubles por separacion de variables

Dada f(X, y, y’) = 0 donde y’ no es despejable, los casos mas favorables
pueden presentarse como sigue.
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a) Sienf(x,y, y’) =0 estd ausente la variable y 6 la x, es decir,
que es de la forma

f(x,y)=0, 6 fy,y)=0 1)
y que sea resoluble respecto de x, 6 respecto de y.

Llamando u=y’, y habiendo despejado x en funcién de y’, tendriamos,
en paramétricas

{x =g(u) 2
y= fudx= [ug'(w).du
En el segundo supuesto de (1) seria (teniendo en cuenta que
u=y’:Z—§: -->dy = u.dx, dx:d_uy
y=nh) .

Tanto en (2) como en (3) eliminando u obtenemos la relacién entre X, y ,
donde intervendra una constante C, que es la ecuacion general de la
dada.

Ejemplos:

1-Sea x-y3-1=0

Despejo x (haciendou=1y’)

x=u3+1
{ w=x-1->u'= R x—-1)*

y= f3u3.du=%.u4+6‘;

por lo que y:%.(3\/x—1)4+C
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Ecuaciones Diferenciales

2-Sea y'—X./1+y'%2 =0

Tengo y’ =x4/1+y2 —>y2=x(1+y?) -->

X

i

X2 = (1-X%)y? >y =—= —->dy=

1-x2

Integrando: ~ Hago t = 1- X, dt = -2x.dx - >

1 1
x.dx = -dt/2, —%.ft_i.dt =-tz = —+1—x2%,ypor tanto

y=—+vV1—-x2+C

Otro modo: Despejando x tenemos

x = u
{ T Vitu?

y= [u.dx

1
du = \/1+u2.1—u.2‘m.2u iy = (1+u2)—u2 du = 1 du
1+u? ) (1+u?)V1i+u? ’ (1+u2)V1+u? ’

Entonces y = [ .du, haciendo t = 1+u?,

u
(1+u?)V1+u?

1
dt=2u.du, %fti% dt ==.(=2).t Z=-—

2
ﬁ ;deaqui vV14+u? = —i ->
1+ u? =1y -->u2=1/y2-1=1;y2

o~

por tanto: y = -

2
Por otro lado: x*.(1+u%) = u? -- > x* = (1- x%).u? , y por tanto

2 _ 2y 1-y? 202 a2 2,22
x-(l—x).7-->x.y—l-y XXy - >

0=1y*x*—->y=+V1—x2+C
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b) Casoenel que f(X,y, y’) =0 es homogénea en x, y (X € y son
del mismo grado).

En este caso se puede expresar de la forma
g(% ,¥) =0, g(v,y’)=0conv=ylx
b1) Si fuese de primer grado en y’ podriamos despejarla
y’ = h(v), donde v =y/x
b2) Si g(v, y’) = 0 es resoluble en y’ procedemos como en ... punto ...)
b_3) Sig(y/x, y’) = 0 es resoluble respecto de v = y/x, procedemos como
sigue.
y/x =h(u) --> y=x.h(u), donde u=y’
Derivando (respecto de x)
u=h(u) + x.h’(u).v’, o bien:
U= h(u) +xh'W.as > u-h(u) == h'(u).du >

W@ [
T s du > 1In() = [ du

Teniendo en cuenta que u = y/x obtendremos una relacion entre X, y,
que es la solucion.

Ejemplos: Sea la ecuacion x../1+y'2 —y' =0
Podemos despejar: X2.(1 +y’%) =y? - >x*=y%(1—X?) -- >

X

Y i

, de donde por integracion y= —vV1—x2+C
(Pi Calleja: pag. 167)
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Ecuaciones Diferenciales

2-Seax=y?+1
Introducimos el pardmetro p =y’, con lo cual x = p*+1
Ahora y = [p.dx ,ysiendo dx=3.p°.dp, tengoy = [p.3.p%.dp =
_ 3 - 3 4
=3. [p3.dp= ;P C.
Ahora eliminamos p: 4.y —4.C=3.p" -> p*= %. y—-0C)-->
4
Porotro lado p*=x—-1--> p* = (x — 1)z, y entonces

(-1 = L= 0) > (- 1)t = [P

4.(y—0)
1

La primitiva buscada es (x — 1)* = 3

(Pi Calleja: pag. 167)

4.3.- Ecuaciones en las que y es despejable

Es el caso cuando podemos expresarla de la forma
y=1f(x,y") D)

Llamo u=y’, con lo cual y = f(x, u) 1y

Su diferencial dy = f,(x, u).dx + f,(x, u).du =

= (X, u).dx + fy(X, u).ux.dx = [fu(x, u)+fy(X, u).u].dx, o bien

u = (X, u) + fu(x, u).uy Podemos despejar uy
_ufe(xaw) s _u—fa(xw
Uy = TR 0 bien du 7 e .dx 2
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Resuelta ésta (con variable independiente x) tengo u = g(x, C).
Sustituyendo esta expresion de u en (1)’ he obtenido la solucién general

y =F(x,C)

la dificultad reside en la resolucidn de la integracion de (2). En los
siguientes casos mostramos cémo proceder en algunos casos.

A) Ecuacion de Lagrange: Caso cuando (1) es lineal en x
y=x.A(y’) +B(y’) ®)

Hagou=y’ -->y=x.A(u) + B(u)
Derivando respecto de x

vy =[A()+x.A’(u).0’] + B’y(u).w’

U= AU) +[x.A’(u) + B’y(u)].w’
gue es lineal en x.
Tengo: u-A(u) = [x.A’,(u) + B’ ,(u)].u’

Divido por u-A(u)

_ A B du
- [u—A(u) ’ u—A(u) ] dx
ax _ Ay By (w)
du  u-A(w) X u—AQ) (4)

Ejemplo:
1.- Sea la ecuacion y=xy“ +y
Es del tipo Lagrange, y haciendo u =y, tengo y = x.u? + u®

A(u) = u?--> A’,(u) = 2u, B(u) = u®-->B’,(u)=3u’
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Sustituyendo en (4)

dx 2 3u dx
L2 — -->(1-u).= = -2
T X + — (1-u) - 2x + 3u

(ul). =+ 22+ 3u =0 *)
(que en este momento no sabemos resolverla. Ver resultado en pag. 170)
B) Ecuacién de Clairaut
Su origen: La ecuacién de una recta cualquiera del plano es de la forma
y=ax+h (5)

donde queda excluida la recta eje oy. Esta es una familia doblemente-
infinita.

Si los coeficientes a y b estuviesen ligados por una relacion b = b(a)
aquellas quedan reducidas a una familia simplemente-infinita, quedando

y=ax+b(a) (6)

La ecuacion diferencial de (6) se obtiene como sigue: y’=a
con lo cual y=x.y’ +b(y’) @)
Ilamada Ecuacion de Clairaut.
Es del tipo de Lagrange donde A(y’) =y’.
Aplicando el método de derivacion (respecto de x), después de hacer
u=y’, tenemos

u=[ut+xu’]+b .

u=u+t[x+b’ (v -->0=[x+b(w]w
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Dos posibilidades:

du_ . - . —
E—O >du=0 >y C
x+b'(w)=0->CH = —y > db(u) =- x.dx >

b(u) = - %

2
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