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ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO
0.1.- Espacio vectorial Euclideo
Sea el espacio vectorial (V,, +, ., R) donde V,=RxR=

={(a, b); a, b € R}. Cada par (a, b) es un vector, y al mismo tiempo
representa un punto en el llamado (geométrico) simbolizado por RxR.

E
Ja.bj

Puntode Rx R

El concepto “perpendicularidad” de segmentos y rectas lo tomamos de
la Geometria de Euclides:

-~ .9= 90 gr
.

i

k=

La familia de puntos {(a, 0); a€ R} nos da una recta de puntos, que
Ilamaremos eje de abscisas. Diremos eje ox

La familia de puntos {(0, b); b€ R} nos da una recta de puntos, que
llamaremos eje de ordenadas, y la representamos perpendicularmente al
eje de abscisas. Diremos eje oy .

Sobre el eje ox elegimos el vector (0, 1), que simbolizamos por el, y
como unidad de medida tomamos la longitud de el, es decir del cero al
uno: /el/ =1 (mddulo de el)



Sobre el eje oy elegimos el vector (1, 0), que simbolizamos por e2, y
como unidad de medida sobre este eje tomamos la longitud de €2, es
decir del cero al uno: /e2/ =1 (mbdulo de e2)

Oy
ez2lin, 17

—f1.03
|:|:|§||:|:| =1 ox

Después de fijar unidades de medida en cada eje podemos definir la
“longitud” (médulo) de un vector cualquiera: v=a.el + b.e2

be1-—-——— 2 9]
br-—-zm0 b1 —P/

|

|

| |

- l
0 al al

En el primer caso v =0Q = (a, b), y en el segundo
v =PQ = (a2-al, b2-b1)

La longitud de estos vectores la obtenemos aplicando el Teorema de
Pitagoras: v/ =vaZ +b?, I/ =,/(a2 —al)? + (b2 — b1)?

y que llamaremos “moédulo” de v.
Vectores fijos, vectores libres:

En la primer figura el origen del vector coincide con el origen del
“sistema de referencia”, mientras que en el segundo no. Decimos que
son vectores “fijos” (en el plano).

En el caso de la segunda figura podemos trazar otro vector paralelo a
PQ, y con igual mddulo, y con origen en el punto O.
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Decimos que son equivalentes, y de este modo queda definida una
“relacion de equivalencia” . Los vectores fijos sobre el plano quedan asi
redistribuidos en lo que llamamos “clases de equivalencia”. Cada clase
tiene un “representante” (un unico elemento de la clase) que tiene su
origen en O (origen del s.r.), y que llamamos “representante canonico”.

Def.: Llamamos “vector libre” a cada una de estas clases de
equivalencia, y en particular a su representante candnico.

Salvo que se diga otra cosa o que el contexto lo indique, en adelante
cuando hablamos de vectores nos referimos a “vector libre”.

0.2.- Producto escalar de dos vectores:

Dados dos vectores v, w, en su representacion grafica, con origen en el
origen de coordenadas O, formaran un angulo g, que serd 0° si son
colineales.

Def.: Llamamos “producto escalar” de los vectores v, w al valor
obtenido asi  (lo representamos por * ):

v *w = /v/./w/.cos(g) 1)

El angulo g ser& medido siguiendo el arco més corto que nos lleva desde
un vector al otro, en sentido horario o el contrario. Véanse figuras



Observa: Si0°<g<90° valor de cos(g) es positivo. Si 90° < g < 180°
el valor de cos(g) es negativo y por tanto v * w es un valor negativo.

Significado grafico de v * w:

Significa las “proyeccion” (ortogonal) de v sobre la recta que soporta a
w, después de hacer /w/ =1, O la proyeccidn de w sobre la recta que
soporta a v, después de hacer /v/ =v. Véanse figuras.

n
/Any (wrv)

v*xw

Es decir: Proy(w/v) = % , Proy(viw) = ]

Estamos en condiciones de calcular “distancias” entre elementos del
plano R x R.

Al anterior producto entre vectores de V, lo llamaremos “Producto
escalar ordinario”, y diremos que sobre el Espacio Vectorial V,
tenemos una “métrica”.

Lo Ilamaremos “Espacio Euclideo”, 0 Espacio vectorial Euclideo.
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Introduccion a ESPACIO VECTORIAL NORMADO
0.3.- Introduccidn al concepto de Espacio Vectorial Normado
Sea un Espacio Vectorial V, de dimension n.

Para concretar y con el fin de hacerlo visible consideraremos los
espacios vectoriales V, y V3, sobre el cuerpo de los reales, es decir:

V2, +, 5 R) Vs, +,.;R)
Después se hace extensible a dimension finita n.
Previamente definimos un producto escalar en el espacio vectorial.
Producto escalar:

Fijada una base B = {el, €2}, definimos “un producto escalar” como
sigue (tabla de doble entrada):

* el e2 * el e2
_________________________ —>

el el*el el*e2 el k11l k12
e2 e2*el e2*e2 e2 k21 k22

Imponiendo la condicién de que cumpla la propiedad conmutativa

Si v=allel + al2.e2, w=a2l.el +a22.e2, suproducto
escalar lo definimos imponiendo que se cumplan las conocidas
propiedades de la suma y del producto por escalar, es decir, la

distributiva y la homotética:

v*w=(allel+ al2.e2)* (a2l.el +a22.e2) =



= = all.a21.kll +all.a22.k12 +al2.a21.k21 +al2.a22.k22 =

= Matricialmente =

anan( 9)(2) o

Del mismo modo lo hariamos en V3, y en cualquier espacio vectorial

real V,.

Propiedades: El lector alumno/puede comprobar que se cumplen las

siguientes propiedades:

a) Conmutativa: V¥w=w*v

b) Homotética: (k.v) * (h. w) = (k.h).(v * w)

c) Distributiva: v*¥(wl+w2)=v*wl+v*w2
Norma:

Sien V, hemos definido un producto escalar *, a partir de aqui
definimos el concepto de norma.

La Norma es una aplicacion V, --->R que a cada vector v asocia el
valor |v|= Vv*v

Decimos que el espacio vectorial V, est& dotado de una norma, y que

es un Espacio Normado.

Propiedades:
a) |v| =0
b) lk.vl= [k|.|v]

c) lv+wl| <|v|+|wl

10
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Ortogonalidad:
Def.: Dos vectores v, w son ortogonales si se cumple: v*w =0

Una base B = {vl, v2, ..., v,} es ortogonal si vi * vj =0, siempre que

i+ j

Vector unitario:

Def.: Un vector v es unitario, o que esta normalizado, si |v| =1

Una base B = {v1, v2, ..., v} s ortonormal si es ortogonal y ademas

|vi| =1,para i=1,2,...,n

0.4.- Introduccién al Concepto de Espacio Métrico
En general lo definimos como sigue
Def.: Espacio métrico es una estructura M = (M, +; K) sobre un cuerpo
K en la que ademas se pueden “medir distancia”.
Esto significa que ha sido posible definir una aplicacion
d:MXM---->K
(@, b) --->d(a, b)

que cumple las siguientes condiciones:

a) d(a,b)>0, d(a, b) =0 precisamente sib=a
b) d(a, b) =d(b, a), simetria
c) d(a c)<d(ab)+d(b,c), propiedad triangular

La aplicacion d es la “funcion distancia”.

11



Ejemplos:

) Sien M definimos d(a, b)={; %7 7

condiciones para ser una métrica (métrica discreta).

, ésta cumple las

b) En M =R, cuerpo de los reales d(a, b) = val.abs(b - a), lo que
designamos por /b — a/, es una métrica.

Caso de que M sea un Espacio vectorial normado:

Si la estructura (M, + ; K) es una estructura (V,, +, . ; K) de espacio
vectorial sobre un cuerpo K ( por ejemplo el cuerpo R de los reales), y
sobre él tenemos definida una norma |v|, entonces la “funcion

distancia” podemos definirla asi:

(v, w) ——-->d(v,w)=|w—v
Evidentemente cumple
a) d(v,w)>0, d(v,w)=0 precisamentesiw=vV
b) d(w, v) =d(v, w) simetria

c) d(v,w) < d(v, u) +d(u, w), propiedad triangular

Ejemplos:

En cualquier espacio vectorial donde tengamos un “producto escalar”
tenemos también un “norma” : |w| = vw = w, y como hemos dicho
antes, teniendo una norma tenemos también la “funcion distancia” :

d(v, w) = |w — v|

12
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Ejemplo que puede resultar sorprendente:

Sea el Espacio vectorial (Q[x], +, . ; Q) de los polinomios de grado < n,
n fijo y concreto. Continto suponiendo que n = 3. La base més sencilla

(la canénica) es B = {1, x, X% x* }.

Como espacio vectorial que es podemos definir sobre él un producto
escalar, como se dijo en 0.2, y después una norma. Llegamos asi a
tener una estructura de Espacio métrico sobre (Q[X], +, . ; Q).

PROMOCION
NO VENTA

13
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1.1.- Distancia entre dos puntos

T
Ptxl,yl:l a= x£-xl
: b= w&-vl
Gl QixE, vE)

[u] X

1ipgy =% 2% + B

T.Pitagoras

Disztancia entre dos puntos:

diP, Q) = 1(PQ) =%'2* + p*

Longitud de un segmento:

Si P(x1, y1), Q(x2, y2), aplicando Pitagoras, la longitud del segmento
viene dada por:

I(PQ) = /(x2 — x1)? + (y2 — y1)?

y la distanciaentre Py Q:

d(P, Q) =1(PQ) = y/(x2 — x1)? + (y2 — y1)?

Es practico hacer:
a=x2-x1, b =y2-yl, con lo cual

d(P, Q) =va? +b?, (PQ = (a, b))

14
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1.2.- Distancia desde un punto a una recta

Pie de la perpendicular y Distancia desde un punto a una recta:

r = =h;v=

0Q=04+k.w
0Q=07+FPQ
PQ=0A4+}k _w-0F

0A=0P+PL
PA=04-0PF
G PQ=k.w - PiL

v*PQ=0--= 0=k_(v*v)-w*Pi
wrDA,

wET
8 r:A . x + B.y + C =0 tenemos
SR x14E_yw1+C/S

Sean r una recta determinada por un punto A(x0, y0) y un vector
director v = (a, b), y un punto P(x1, y1) que no pertenece ar.

diP,r)=

Toda recta s que pasa por P, y no es paralela a r, corta a ésta en un punto
Q.
Consideramos la distancia desde P a Q: d(P, Q)
Por simple observacion es facil comprobar que la menor de estas
distancias la obtenemos cuando la recta s sea perpendicular ar.
Definicion:

Distancia entre P y la recta r es la menor de las distancias d(P, Q)
cuando Q recorre larectar.

El vector w = (-b, a) es ortogonal al vector v = (a, b) director de r, y por
tanto es un vector director de cualquier recta s perpendicular r, y en
particular la que pasa por P.

Si Q(x1, y1) es un punto cualquiera de r, el vector OQ se expresa asi:

15



0Q = OA + AQ = (X0, y0) + t.(a, b),

Por otro lado

0Q = OP + PQ, de donde
PQ=0Q-0P

PQ = (x0,y0) + t.(a,b) —(x1,y1)
PQ = (x0-x1+ t.a, yO-y1+ t.b) 1)

Si imponemos que PQ es ortogonal con v = (a, b), tenemos:
0 = a.(x0-x1+t.a)+ b.(y0-yl+t.b),

de donde
a.(x0-x1) + b.(y0-y1)+ t.(a* + b®) = 0,

de donde
a.(x1-x0) + b.(y1-y0) = t.(a* + b?),

de donde podemos despejar el valor de t:

t = [a.(x1-x0) + b.(y1-y0)]
- a? + b2

. (@b)*AP
V*v
(* es el producto escalar de vectores)

, esto es

(2)

Este valor de t determina el punto Q
0Q = (x0, y0) + t.(a, b),

que es el pie de la perpendicular a r pasando por P. Finalmente

d(P,n) =dP, Q) ©)

16
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Calculo de t:

AP = ( x1-x0, y1-y0)

(a,b)*AP =a.x1 + b.yl —(a.x0+b.y0)
Entonces

_ (ax1+b.yl) - (ax0+ b.y0)
t= a? + b2 (4)

Distancia d(P, r) tomando la Ecuacién general de la rectar
Sea rr Ax+B.y+C=0,y el punto P(x1, y1)

Se puede demostrar que

|Ax1+Byl+C |

diP,1r) = e

Distancia d(P, r) partiendo de la Ecuacion general Ax+B.y+C =0
El vector w = (A,B) es ortogonal ar, y v = (-B, A) es director de r.
En efecto: y=0--> x=-C/A--> P1(-C/A, 0)
x=0-->y=-C/B-->P2(0, -C/B)
v = (C/A, -C/B), multiplico por (A.B)/C y obtengo
v = (B, -A), también vale v = (-B, A)
¥

r
Pxl,yl)

xﬁ\\x& d=d(P,r)

Normalizo el vector ortogonal w y, pasando a tomar

17



> _ A _ B
N~ =(nl,n2), dondenl=———q N2 =0

Traslado la recta r aplicandole el vector k.n” haciendo que pase por P.

Puesto que n~ es unitario, el valor k coincide con la distaciad de P a la

recta.

{x’ —x=knl {x =x'"—knl
Tengo

y'—y=kn2’' [y=y —kn2
La nueva recta pasa por P(x1, y1), por lo tato

x =x1—k.nl
y =yl —k.n2

y sustituyendo en la ecuacion de r tengo
A.(x1-k.nl) + B.(y1-k.n2) + C=0
(Ax1+Byl+C)-k(nlL.A+n2B)=0
(Ax1+B.yl+C)—k(A?+B*NAZ+B2=0

tomando (x1, y1) en lugar de tengo {

(Ax1+B.y14+C).VA%2+B? _ (Ax1+By1+C)

de donde k = yoTD Ny
y por lo tanto
_ (Ax1+B.y1+C)
dP.0 ="
y hemos terminado
2.- Distancias en el ESPACIO

2.1.- Distancia entre dos puntos

Sean dos puntos P(x1, y1, z1), Q(x2, y2, z2). La distancia que los
separa coincide con el mddulo del vector v =PQ.

Aplicando Pitagoras tenemos

18
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d(P,Q) =/ (x2 —x1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — z1)2

Pixl,vl,=1)
QixZ,v2,22)
a= uz-xl
b= wZ-vl1
c= mf-z=l

v = {a,b, )

AiF, Qi=swr= a8 + BF + &F

r= =h;vE
v= (a,b, c)

PQl.w = 0

(xE-xl, vZ-vl,=z-21)
X diP,xr}) = d4d{P, 0}

2.2.- Distancia desde un punto a una recta

Aunque su célculo puede resultar méas facil después de el estudio
‘distancia desde punto a plano’, por motivos conceptuales lo expongo
como sigue.

Definicion:
“Distancia desde P hasta r es el menor de los valores d(P, Q), cuando Q
recorre la recta r”’

it

L O = OR + AQ
- OQ = OR + t

i3

El menor de estos valores se da cuando Q es el punto de corte de la recta
s perpendicular a r y que pasa por P.

19



Caso A: Tenemos la ecuacién vectorial de r
Sean larecta r = <A; v>, donde A(x0, y0, z0),

v =(a, b, c), y el punto P(x1, y1, z1) que suponemos no esta en la recta.

Un punto Q(X, Y, z) cualquiera de r viene dado por
OQ =0A +1t.(a, b, c), paraalgun valor real t

En componentes (de vector)
(X, ¥, 2) = (x0, y0, z0) + t.(a, b, ¢)

Tenemos

OQ=0A+t.(a b, c)
OQ =OP + PQ, de donde: PQ=0Q-OP

0 bien PQ = (OA+t.(a, b,c))-0OP
de donde: PQ = (OA-OP) +1t.(a, b, )
y por tanto

PQ = (x0-x1, y0-y1, z0-z1) + t.(a, b, ¢) =
= (x0-x1+a.t, yO-y1+b.t, z0-z1+ c.t) (21)

Por otro lado, imponemos que PQ y v son ortogonales, y por tanto:

PQ *v =0, ( * es el producto escalar)

Esta condicion nos da
0 = a.(x0-x1+a.t) + b.(yo-yl+b.t) + c.(zo-z1+c.t) (22)

0 = a.(x0-x1) + b.(y0-y1) + ¢.(z0-z1) + (8> + b® + ¢).t (22°)

20
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Operando, agrupando y simplificando obtenemos una ecuacion de la
forma

At=B (23)
de donde despejamos el valor de t.

Esto nos permite obtener el punto Q en larectar, que es el corte dery
su perpendicular que pasa por P. Decimos que Q es ‘el pie de la
perpendicular a r por P’.

Después d(p, r) = d(pP, Q) (24)

NOTA:
Si el vector v estuviese normalizado, es decir, de médulo 1:
v =(nl, n2, n3), la igualdad (22’) quedaria asi:
0 = n1.(x0-x1) + n2.(y0-y1) + n3.(z0-z1) + (n1®+ n2*+ n3?).t

y teniendo en cuenta que n1?+n2?+n3? =1, para obtener el valor de t
queda
t = nl.(x0-x1) + n2.(y0-y1) + n3.(z0-z1)

Caso B: Tenemos las ecuaciones cartesianas de r
allx+al2y+al3z—al4=0

(25)
a2lx+a22y+a23z+a24=0

Debemos pasar al formato r = <A; v> paramétrico-vectorial. Para
obtener este formato procedemos como sigue para obtenemos dos
puntos Ay B der:

Damos valor a la incognita libre, supongamos que puede serlo z. Si
hacemos z = z1 obtenemos el sistema

allx+al2y=ald4—al3zl
a2lx+a22y=a24—-a23z1

21



Resolviendo este sistema tenemos el punto A(x1,y1,z1).

Si hacemos z = z2 obtenemos el sistema
allx+al2y=al4d—al3z2
a2lx+a22y=a24—a23z2

Resolviendo este sistema tenemos otro punto B(x2, y2, z2).
Tengo asi un vector director de la recta es
v = AB = (x2-x1, y2-y1, z2-z1)

Tenemos ya la rectar en laformar = <A; v>,
y continuamos como en el caso A).

2.3.- Distancia desde un punto a un plano

Por motivos conceptuales hago una exposicion completa de este punto,
pero advierto que la “férmula préctica” para obtener la distancia desde
un punto a un plano la veremos en el siguiente apartado 2.4.

Caso A: Plano dado por su ecuacién vectorial

Def.:

“Distancia desde un punto P hasta un plano m es la menor de las
distancias d(P, Q) cuando Q recorre el plano m”.

Sean P(x1, y1, z1) un punto y m = <A; wl, w2> un plano determinado
por el punto A y dos vectores directores wl, w2. Las rectas que pasan
por Py no son paralelas al plano lo cortan en algin punto Q.

Consideremos las distancias d(P, Q) cuando Q recorre el plano. Es facil
convencerse de que la menor de estas distancias la obtenemos cuando Q
es el corte con m de la recta r perpendicular a m y pasando por P.

22
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Distancia desde un punto a un plano

m=<a;wl, wE

PQ.wl ]
P .wE ]

wl={all,alZ al3)
wEi={all,azz az3)

di{P, m)=diP_ Q)

Distancia entre dos planos paralelos
wl
ml
A e
wl
Z
- E g\

Tenemos
Punto  P(x1,yl, z1)

Plano m=<A; wl, w2>, donde A(x0, y0, z0)
wl = (all, al2, al3), w2 = (a21, a22, a23)

Un punto Q cualquiera del plano viene dado por

0Q =0A +twl + u.w2 (26)

Tenemos ademas: OQ = OP + PQ, de donde
PQ =0Q-0OP, PQ=0A +twl+uw2-0P

PQ = (OA-OP) + twl + u.w2

Esta Ultima expresada en coordenadas queda:

23



PQ = (x0-x1, y0-y1, z0-z1)+ t.(all, al2, al3) +
+ u.(a2l, a22, a23)
PQ = (x0-x1 +allt+a2l.u, y0-yl + al2.t + a22.u,
z0-z1 + al3.t + a23.u)
(27)
Si Q es el corte de la recta que pasa por Py es perpendicular al plano,
este vector PQ es ortogonal con wly w2:
PQ*wl =0, PQ* w2 =0.
Por tanto tenemos
0=all.(x0-x1+all.t+a2l.u)+al2.(y0-yl +al2.t+a22.u) +
+al3.(z0-z1 + al13.t + a23.u)

0=a21.(x0-x1 +all.t+a2l.u) +a22.(y0-yl +al2.t+a22.u) +
+a23.(z0-z1 + al3.t + a23.u)
(28)

Después de operar, agrupar y simplificar queda un sistema de la forma

{All.t + A12.u = B1

A21.t + A22.u = B2 (29)

De aqui conseguimos despejar el valor de los pardmetros t y u, y obtener
el punto Q, pie de la perpendicular. Después:

d(P, m) =d(P, Q)

Caso B: El plano dado por su ecuacion general

Seael planom: all.x +al2.y +al3.z-al4=0
24
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Podemos optar por pasar al formato m = <A; wl, w2> paramétrico-
vectorial. Para conseguirlo hemos de obtener tres puntos A, B, C del
plano. Damos valor a las dos incdgnitas libres y obtengo el valor de la
otra. Tengo asi el punto A. Del mismo modo obtenemos los puntos B y
C. Después tomamos los vectores

wl = AB, w2 = AC, y tenemos la ecuacion
vectorial del plano: m = <A; wl, w2> (30)

Operamos después como en el caso A.

Mas cdmodo resultara aplicar la conclusidn final del siguiente punto.

2.4.- Distancia desde el origen O(0, 0, 0) a un plano
m:ax+by+cz+d=0

oy a obtener un vector w que lleve desde O hasta m en la direccion de
la perpendicular.

Obtengo dos vectores wl, w2, directores de m.
Dando valores:y=0,z=0-->x0 = -d/a
A(x0, 0, 0)
y=1,2=0-->x1=-(b+d)/a -- >punto P1(x1, 1, 0)
y=0,z2=1-->x2=-(ct+d)/a -- >punto P2(x2, 0, 1)
y tengo los vectores:
wl = (x1-x0, 1, 0), w2 = (x2-x0, 0, 1)
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/ m: ax + by + c2 + 4 =0
o v = {a,b,c)

Obtengo un vector v ortogonal con w1y wi:

_ _(x(x1=x0)+y =0
v=(xy.2) >{x.(9c2—9c0)+2=0

y | y=x0—x1=—§+?=§
oyvalorx=1--> ,

z=x0-x2= 242 ¢

a a a

v = (1, b/a, c/a). Puedo tomar uno proporcional como es
v=(a, b,c).

Corolario: (Muy practico)

Dado el plano m: Ax + By + Cz + D =0, la direccidn definida por el
vector w = (A, B, C) es perpendicular a m.

Otra forma: El vector w es ortogonal con el sub-espacio <w1, w2>
director del plano.

Para obtener la distancia d(O, m) basta construir un nuevo vector w que
nos lleve desde O hasta el plano, punto Q, en esa direccion ortogonal a
m.

Si ‘normalizo’ el vector v = (a, b, ¢), obteniendo

_ 1 _
U= === (a,b,c) =(nl,n2,n3)

el valor de t tal que OQ =t.u es justo la distancia deseada.

w =1t.(n1, n2, n3) = (nl.t, n2.t, n3.t); las componentes deben cumplir
la ecuacién del plano:

a.(nl.t) + b.(n2.t) +c.(n3.t) +d =0,
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—-d
anl+bn2+cn3

(a.nl +b.n2 +c.n3).t=-d, t=

W m: ax + by + cz +d4d =20
)

Teniendo en cuenta lo que representan nl, n2, n3, resulta

—-d
t= a b c =

a. +b. tC.
Vaz+b2+c2  Ja2+b2+c2  Ja2+b2+c?

—dvVaZ+bZ+c2 —d.(a?+b?%+c?) _ —d
a?+b%+c? (a?+b2+c2)VaZ+b2+c? VaZ+bZ+c?
A —-d
Conclusion 1: d(O, M) = ———
vaZ+bZ+c?

: axtbytecz+d = 0

4

El valor d(O, m) de la férmula puede resultar positivo o negativo.
Evidentemente, si lo que interesa es la distancia tomaremos el valor
absoluto.

Corolario 2:  Distancia entre dos planos paralelos

m:ax+by+cz+d=0,

m:a’x+by+cz+d =0
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' a'x tb'y 4"z +4" = 0

m: axtbytcz+d = 0

a b
Por ser paralelos: —=

m:k(ax+by+cz)+d =0

-d’ d
D= ) — m) =
d(0, m’) —d(O, m) k~/a2+b2+c? * VaZ+b2+c?
Corolario 3: Consecuencia del Corolario 2

Distancia desde el punto P(x0, y0, z0) al plano m

m:ax+by+cz+d=0

o A Pix0,v0,=0)
x s

¥
m: axtbytecz+d = 0

Hago pasar por P un plano m’ paralelo a m. Sera de la forma

m’: ax + by + cz + d’ = 0, donde d’ lo fijamos con la condicién
de pasar por P:

d’ =-(ax0 + by0 + cz0), y por tanto
m’: ax + by + ¢z - (ax0 + by0 + cz0) =0,
Entonces

d(P, m) =D = d(O, m’) -d(O, m) =

_ ax0 +by0 +cz0

—d ax0+by0+cz0+d
_ y
VaZ+b2+c? Vaz+b2+c? Vaz+bZ+c?
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Conclusion:

d(P,nﬂ _ ax0+by0+cz0+d (*)

vaZ+b2+c2

Esta férmula es jexcepcionalmente practica!

2.5.- Distancia entre dos planos

Sean dos planos m, m’

> a'xtb'yte'z+d = 0

: axtbytez+d = 0

Def.:

Es la menor de las distancias d(P, Q) cuando P recorre el planomy Q
recorre el plano m’.

Evidentemente, si los planos se cortan dicha distancia es cero.
Por tanto los planos m y m’ han de ser paralelos.

Fijamos un punto P de m y calculamos la distancia desde P hasta m’
como hicimos en el punto anterior para desde un punto a un plano.

La distancia entre los dos planos es:
d(m, m”’) =d(P, m’)
NOTA:

No obstante recomiendo aplicar el resultado obtenido en el Corolario 2
del punto anterior.
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2.6.- Distancia desde una recta a un plano

Def.:
“Es la menor de las distancias d(P, Q) cuando P recorre larectay Q
recorre el plano”.

Evidentemente, si la recta no es paralela al plano le cortara en un punto
A, y la distancia es cero.

Suponemos r paralela al plano m. La distancia no depende de cual punto
P tomamos de r. Fijamos un punto P en la recta r, y procedemos como
para “distancia desde un punto al plano m”: d(r, m) = d(P, m)

Distancia desde una recta a un plano:

= Plano
m=<h;wl, wZx
f/,//;ff- . BRecta
m = r=<EB;v>
Becta ¥ planc han de ser paralelos.
Tomo un punto P de r vy determino @ en

el plano de modo gue el vector B sea
ortogonal con wl ¥ wZ._

dir,m} = 4d(F, Q)

2.7.- Distancia entre dos rectas

Def.-

“Distancia entre r y s es la menor de las distancias d(P, Q) cuando P
recorre s y Q recorre r”’.
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Distancia entre dos rectas

Becta

=
o Q;ffff r=<h;v>
ﬁx‘xﬁ w i Recta
s,;f#

H'“"\-uh_ 1 s=<B;w>

D Las rectas No se cortaran,
pues seria dir,s)=0

Determino P en r ¥ @ en 3

o tales gue el vector PR sea

orgonal a v ¥ w

di{r, =s)=d({P, Q)

Caso A: Tenemos ecuaciones paramétrico-vectoriales
Sean las rectas

r<A;v> s:<B;w>,
donde
A(x1,vy1, z1), v=(all, al2, al3)
B(x2, y2, z2), w = (a21, a22, a23)

Sean P un punto de r y Q un punto de s. La solucién la tenemos cuando
la recta determinada por PQ es perpendicular ary a s simultdneamente.

Entonces, el vector PQ ha de ser ortogonal avy w
Tenemos

OP=0B +t.w, 0Q=0A+uv
Por otro lado

0OQ = OP + PQ, de donde
PQ=0Q - OP = (0OA-0OB) +u.v-tw
PQ = (x1-x2, y1-y2, z1-z2) + u.(all, al2, al3) - t.(a21, a22, a23)
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Es decir, las componentes de PQ son

x=x1—-—x2 +all.u-a2l.t
y=yl—y2 +al2.u-a22.t (31)
z=121—-—22 +al3.u-a23.t

De las condiciones de ortogonalidad
PQv=0, PQw=0 32)

obtenemos las siguientes dos igualdades
0=all.(x1-x2 +all.u—a2l.t) +al2.(yl- y2 + al2.u -a22.t) +
+al3.(z1-z2 + al3.u —a23.t)

0 =a21.(x1-x2 +all.u —a21.t) + a22.(yl-y2 +al2.u —a22.t) +
+a23.(z1-z2 +al3.u —a23.t)

(33)
Continuando obtenemos

0=all.(x1-x2) + al2.(y1-y2) + al3.(z1-z2) +
+(al1® + al2* + a13%).u —
-(all.a21+al2.a22+al3.a23).t
0 =a21.(x1-x2) + a22.(y1-y2) + a23.(z1-z2) +
+ (a2l.all+a22.a12+a23.a13).u —
-(a21% + a22° + a23%).t

Tenemos asi un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (los
dos pardmetros u, t)

{All. t+A12.u =B1

A21.t + A22.u = B2 (34)

32



Espacio vectorial Euclideo. Espacio normado. Espacio métrico

Resuelto el sistema obtengo los puntos P y Q, y con ello la distancia:
d(r,s) =d(P, Q)
Corolario:

El proceso anterior es también valido para obtener la recta r’
perpendicular a dos rectas dadas, r, s, apoyandose en ellas.

Hemos supuesto que las rectas r, s no se cortan.
Tres caso:
Pueden darse tres casos:
-Son coplanarias y se cortan: Distancia entre si cero

-Si son coplanarias (caso de ser paralelas), el sistema es
indeterminado (infinitas soluciones: podemos tomar cualquier punto de
una de las rectas, y calcular distancia desde punto a recta.

-Si No son coplanarias, el sistema anterior tendra solucién Unica
y nos da los dos puntos P, Q.
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Algo de TRIGONOMETRIA

3.1.- Recordatorio de conceptos Trigonométricos
Primeras definiciones:

.
rl

r . o

C a A oo . A'

Los trianculos AEC v A'EB'C'
son semejantes, ¥ bSa=h'/sa'

Este walor bsa dependes
solo de w, v definimos:

En la practica hacemos:

Los dos triangulos son semejantes por tener los tres angulos iguales, y
por tanto b/r=b’/r’, a/r=a’/tr’ . Por otro lado, si el triangulo es
rectangulo es suficiente dar el angulo v, puesto que el angulo en B vale
90°-v. Esto nos dice que los valores b/r y a/r dependen solo del &ngulo v.
Por tanto permite definir las ‘razones’ a/r, b/r en funcién de v, dandoles
nombre como sigue:

b
seno de v ==

a
coseno de v = ~

A partir de éstas definimos también

b
tangentedev =-= ——
a coseno
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cotangente de v

secante de v

T

a _ coseno

b

seno

1

a coseno

cosecante de v = %

1

seno

La notacion convenida en matematicas es la siguiente:

sen(v) = g, cos(v) = %
__ sen(v) _ cos(v)
tan(v) = wos(v) cota(v)= on(s)
- 1 _ 1
sec(v) = P 1/cos(v),  cose(v)= pp—
Observa la figura:
b
v r=radio senful= —
T _ &
/'.<"",— ?T\\ cos{u)= -
T W h
HERANAN,
’ a o|a ™ senfu)=0
\ L% cos{u)=0
v |

Otras posiciones de v son:

.
bx ‘\
o

sen{w)=0
cos(w]<0

e
=]

sen(w]<0
cos{w]<0

sen{w)<0
cos(w]=0

Sobre un sistema de ejes coordenados procedemos como sigue:
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Tomo una circunferencia con centro en O y radio r. En la circunferencia
marco un punto P, y trazo desde O una semirrecta que cortard a la
circunferencia en el punto P. Por P trazo una paralela a ox, que cortara a
oy determinando el segmento b. Por P trazo una paralela a oy, que
cortard a ox determinando el segmento a.

El segmento OP tiene longitud igual al radio r de la circunferencia.

Definicion:
Si llamamos g al angulo que forman la semirrecta +ox y la semirrecta
determinada por OP, definimos:

Cos(g) == Sen(g) =2

r ' T

Las restantes del mismo modo que vimos antes.

Propiedades:

Teniendo en cuenta el Teorema de Pitadgoras el alumno sera capaz de
comprobar (demostrar) las siguientes igualdades:

sen’(v) + cos’(v) =1

1 + tan®(v) = sec?(v)

1 + cota’(v) = cose?(v)
IMPORTANTE:

La medida del angulo g se obtiene trazando un arco desde cualquier
punto del semieje +ox, girando en sentido contrario a las agujas del
reloj, hasta encontrarse con la semi-recta que pasa por P. Por convenio,
haciéndolo asi el valor de g es positivo. Cuando giramos en el mismo
sentido de las agujas del reloj el valor de g se considera negativo.

Para el signo de los segmentos a, b, tenemos en cuenta lo que ya
debemos sabe:
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e Por el eje ox: Partiendo de O hacia derecha es positivo, hacia la
izquierda es negativo.

e Por el eje oy: Partiendo de O hacia arriba es positivo, hacia abajo
es negativo.

Algunos valores més frecuentes son:

cos(0°) =1,

€0s(30°) = ? :

IS

Cos(45°) = S

Cos(609 ==
Cos(90°) = 0,
Cos(180° = -1,
Cos(270°) = 0,
Cos(360°) = 1,

sen(0% =0
sen(30° = :

2
sen(45°) = g

V3

sen(60°) = 5

sen(90°) =1

sen(180°) =0
sen(270°) =-1
sen(360°) =0
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PRODUCTOS con Vectores

4.1.- Producto Escalar de dos vectores en V5 . Generalizacion
Definiciéon de un producto escalar

Fijada una base B = {el, e2, €3} en V3, podemos definir, y definimos
los siguientes valores:

el*el= k11, el*e2 = k12, el*e3 = k13,
e2*el= k21, e2*e2 = k22, e2*e3 = k23,

e3*el= k31, e3*e2 = k32, e3*e3 = k33,
1)

Ademas, al hacer extensible, a todo V3, la definicion del operador *,
imponemos que se cumplan las propiedades béasicas del célculo, i en
particular la propiedad distributiva respecto de la suma de vectores.

Para dos vectores
v=all.el+al2.e2 +al3.e3
w = a2l.el+ a22e2 + a23e3
cualesquiera obtenemos:
v*w=(all.el+al2.e2 +al3.e3) * (a2l.el + a22.e2 + a23.e3) =
= all.a21.kll + (all.a22 +al2.a21).k12 +
+(all.a23 + al3.a11).k13 +al2.a22.k22 +
+ (al2.a23 + al3.a22).k23 + a13.a23.k33
)

Queda asi definida una operacion en Vs que llamaremos “Producto
Escalar” de dos vectores.
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v*w=(all.el+al2.e2 +al3.e3) * (a2l.el + a22.e2 + a23.e3) =
=all.(a2l.el +a22.e2 +a23.e3) *el +
+al2. (a2l.el + a22.e2 + a23.e3) *e2 +
+al3. (a2l.el +a22.e2 + a23.e3) *e3 =

=all.(a21.k1ll +a22.k21 +a23. k31) +
+al2.(a21.k12 + a22.k22 + a23.k32) +
+al3.(a21.k13 + a22.k23 + a23.k33)

Utilizando el producto de matrices (Véase en Vol. 10), la expresion (2)
para el producto escalar v * w podemos expresarla como sigue:

k11 k21 k31 a2l
v*w=(all al2 al3).| k12 k22 k32 |.|(a22

k13 k23 k33 a23

Se cumplen las siguientes propiedades aunque su demostracion resulta
laboriosa:

a) Conmutativa: v*w=w*v

b) Distributiva: v * (Wl +w2) =v*wl + v * w2

c) v*(aw)=(a.v) *w=a.(v*>w), donde aesun valor real (esun
escalar)

Observa que los valores asignados en (34) son arbitrarios, lo que
significa que podemos definir un ‘producto escalar’ de muy diferentes
formas. Veremos enseguida que existe un caso muy especial.
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4.2.- Producto escalar ordinario. Sistema de referencia ortogonal.
Sistema de referencia ortonormal

En el Sistema de referencia cartesiano tomamos la base de vectores B =
{el, e2, e3}, y sobre cada eje la unidad de medida es la longitud de el,
e2, e3, respectivamente. Ademas el angulo que forman entre si dos a
dos es de 90°.

=3
af

Para cualquier vector v = a.el + b.e2 + c.e3 su longitud viene dada
aplicando el Teorema de Pitagoras, resultando

Modulo de v:
z —
e
C -
v |
b
I -
a - - | - - ¥
S
lv] = Va? + b% + c2 (Longitud = médulo de v)

Def.: Definimos un producto escalar mediante la igualdad
v *w = /v/./w/.cos(v, w)
Evidentemente se cumple

ei*e] =1,sij=i
=0,sij#i
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Para un vector cualquiera de V3, v = (a, b, ¢), expresado en la referida
base, significa que

v=a.el+bh.e2+c.e3
y lo mismo w = (a’, b’, ¢’), significa

w=a’.el +b’.e2+c’.e3
Su producto escalar, siguiendo los mismos pasos que en el caso general,
nos da como resultado

v*w=aa +bb +c.c’
En particular

v*v=a’+bh®+c?

y por tanto tengo para el médulo de v

NI =+v*v =vVa? + b2 + c2

En lo que sigue, por ‘producto escalar’ nos referiremos a este producto
escalar ordinario, salvo que se diga otra cosa.

Sistema de Referencia Ortogonal:
Sea una base B = {v1, v2, v3} de V;

“Diremos que los vectores vi, vj son ortogonales entre si si su producto
escalar es cero:

vi*vj=0

“Diremos que B es una base ‘Ortogonal’ si se cumple

vi * vj =0, siempre que j # I.

es decir, son ortogonales dos a dos distintos.

En este caso diremos que R= {O; v1, v2, v3} es un Sistema de ref.
ortogonal.
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wl, w2, w3 son
w3 ortogonales entre
=1:
wl*wgZ=0
wl*yd=0

[=] e T wZ*yd=0
y/‘

Sistema de Referencia Ortonormal:

“Diremos que la base B es ‘ortonormal’ si se cumple

3
e

Vi *vj = 1,sij=i
0,sij=i
Diremos que R = {O; v1, v2, v3} es un Sistema de referencia
ortonormal.

Respecto de un Sistema de Referencia Ortonormal, el producto escalar
de dos vectores v = (a, b, ¢), w=(a’, b’, ¢”) tiene como resultado

v*w=a.a +bb +c.c’

yel médulodev: N/ =+v*v =Va? + b2 + c?

Salvo que se diga otra cosa, en todo lo que sigue suponemos que
trabajamos en un sistema de referencia ortonormal.

4.3.- Producto vectorial de dos vectores. Propiedades

Sean dos vectores V = (a, b, ¢), W =(a’, b’, ¢’). Sus modulos son:

V=V@ZFB2F T, (W =VaZ BT F 2
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Definicion
Para dos vectores cualesquiera V y W, definimos su ‘producto vectorial’®
como el tnico vector U que cumple estas dos condiciones:

a) EsortogonalaVyaWw
b) Su maédulo es /U/ = |V|.|W|.sen(VAW), donde

o = 20°
g = =0
w
fwi=fwli . fwES o seniy)
= Plano
v wE m=-<h;w]l wE=
f{fxff w=wl x wZ.
m{: & B El wector w es
| wl perpendicular
] a m
K

OR= 0& + AR = 0A + (kl.wl + kZ.w2)

VAW es el angulo que forman entre si (recorrido desde V a W en el
sentido que a continuacion explicamos).
Lo designamos mediante V x W.
Orientacion del vector U =V x W: Regla del sacacorchos:
Por definicion:

El vector U =V X W ‘apunta’ en el mismo sentido que el avance del
sacacorchos cuando lo giramos desde V hasta W en el sentido de las
agujas del reloj y por el camino mas corto.

Es muy importante el hecho de que, por definicion, el vector V x W
tiene como direccion la perpendicular al plano determinado por V'y W.
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Observa el grafico y comparalo con el avance’ o ‘retroceso’ del
sacacorchos cuando descorchamos una botella.

El alumno puede comprobar lo que ocurre para los vectores de la base
B= {el, e2, e3} ortonormal del sistema de ref.:

Mostramos el resultado:

=3
o

el xe2=e3
e2xe3=el
e3xel=e2

Producto vectorial en coordenadas:

Supongamos una base ortonormal B = {el, e2, e3}. Para sus vectores
obtenemos:

ei x ei =0, i=1,2,3 (vector cero)

y para los restantes pares

=3
-1
=]
el xe2 =e3, e2xe3=el, e3xel=e2
e2 X el = -e3, el x e3 =-e2, e3xe2=-el

(*)

Para dos vectores V = (x1, x2, x3), W = (y1, y2, y3) cualesquiera, y
aceptando que se cumple (porque asi es) la propiedad distributiva,
obtenemos:

VXW =(x1el+ x2e2 + x3e3) x (ylel+ y2e2 +y3e3) =
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= (x1.y2).elxe2 + (x1.y3).elxe3 + (x2.yl).e2xel + (x2.y3).e2xe3 +
(x3.y1).e3xel + (x3.y2).e3xe2 =

(Teniendo en cuenta los resultados vistos en (*) )
= (x1.y2 - x2.y1).e3 + (x3.yl - x1.y3).e2 + (x2.y3 - x3.y2).el
Queda
V X W = (x2.y3 - x3.y2).el - (xL.y3 - x3.yl).e2 + (x1.y2 - x2.y1).e3

NOTA: Para alumnos avanzados (Consultar Determinantes en VVol.10)

Puede comprobar que el resultado anterior se puede obtener mediante el
siguiente determinante:

el e2 e3
VW=|[x1 x2 x3
yl y2 y3

Propiedad del producto vectorial:

Cumple las siguientes propiedades, que el alumno comprobara si lo
prefiere, 0 aceptara sin demostracion:

A WxV=-VxW, (noesconmutativo)
) VX(WL+W2)=V xW1+VxW2 (siesdistributivo)
c) Vx(aW)=(aV)xW=a.(VxW) (si cumple la homotética)

4.4.- Interpretacion geométrica del producto vectorial.

Calculo de areas
El vector resultante W es siempre perpendicular (ortogonal) al plano
definido por los vectores v1, v2, y en particular es ortogonal con vl y
con v2, simultdneamente.

El médulo de W coincide con el area del paralelogramo definido por los
vectores v1, v2.
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Observa como hemos utilizado la trigonometria para obtener la altura
del citado paralelogramo.

Prod. wectorial
w = vl % wZ

¥
wE

wE

w1l L

h= fwif_ =seniwvl wvz)
Area= [vwlS . h

Sl fwEf senvltvE)
Area= [WIxVWE/S

4.5.- Producto Mixto de tres vectores

Def.:
Sean tres vectores V, W, U

Producto Mixto de tres vectores

Loz wectores:
wl, wE w3

w=wl x wZ

wl

ProMixtoiwl,wE;w3) = v3*({wl x wZ)

E=z un walor real cque coincide con la
proyveccidn de w32 sobre la recta cue
soporta al wector wlxwE
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“Producto mixto de tres vectores V, W, U es el valor que resulta de
hacer el producto escalar de V por el producto vectorial de Wy U, en
este orden”.

Lo representamos mediante V * (W x U), y su valor es:
V * (W x U) = /V//W x Ul.cos(VNW x U))

4.6.- Interpretacion geométrica del producto mixto.
Calculo de Volumenes

A) Volumen del paralelepipedo
Observa las figuras

En la figura se justifica que el volumen del prisma determinado por los

tres vectores coincide con el valor del producto mixto de estos tres
vectores.

Existe volumen no nulo si, y solo si, los tres vectores son linealmente
independientes.

En efecto, si w fuese combinacién lineal de v1, v2 estaria sobre la base
y el angulo a seria de 90°, con lo cual cos(a) = 0, y el producto mixto
seria también cero.

AreaBase= W1xzWE/[S
Tal= /VlxWz/s h

h= Proyiwv3;w) = Jfv3/.cosia)

Vol= fWlzWe/s_ fW3S . cosla)l = 3. (V1zWE)
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B) Volumen de las Pirdmides

Llamamos ‘Pirdmide’ a aquellos cuerpos del espacio formados por:

“Una base que es un poligono de n lados, y, cerrando el espacio, n caras
que son triangulos confluyendo todos en un punto comun (vértice)”.

De Geometria basica sabemos que

1
Volumen = 3 .AreaBase x Altura

Super. lateral = Suma &rea caras
Super. total = Suma area caras + area base

Ejemplos en la figura

Yolia)= AreasBasze= a. b
S li6e. fudFiwlavE) S Tolik)= Z.Walla)=
= 1l/2 fa.b).h

A) Piramide de base triangular:

Si seccionamos convenientemente el paralelepipedo obteniendo
piramides de base triangular, podemos observar que resultan 6
de estas piramides, todas con el mismo volumen. Por tanto para
cada una tenemos

Vol. = 2. V3 * (v x v2)/

Observa la figura
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h = Altura

p base

En todos los casos:
Vol. =1/3.(a.hb)

(al

a AreaBase=1/Z.a.b

vol{a)=vol(b) = 1/3.(1/2.a.b).h = 1/6.(a.b).h
Vol (A)= 2.vol(a) = 1/3.(a.b).h

B) Piramide de base rectangular: Observa las figuras

]

= AreaBase= a. b

El mismo razonamiento anterior, y ahora coincide con la suma de dos
piramides de base triangular. Por tanto su volumen es

Vol. = % .Iv3* (vl x v2)/
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Observa con detenimiento el siguiente proceso de particiones para llegar
a obtener cuerpos piramidales:

Volumen de Pirdmide rects, base triangular

Tomo el Cubo de arista a

Seccionoendos: A B a
s ' a
i i
' a el
I ECRE R L
- -~ «’ X 3
e AT e E— 1Y)
3 Vol{A) =Vol(B)=1/2.a.a.a

De A separo (a), (b), (c):

De la parte (A) separamos tres pirdmides (a), (b), (c)
De la parte (B) separamos tres piramides (a), (b), (c)
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De B separa (d), (e). (f):

(f)

(e)

Del mismo modo procederiamos si tomamos un prisma recto con
aristas a, b, c.

De cada una de estas dos partes obtenemos tres piramides
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Para cada pirdmide su volumen es

Vol(Pirdmide) = % AreaBase.Altura

C) Piramide cuya base es un poligono cualquiera regular o no

La base de
es un hexagono
irregqular

Aristas

Base

h = altura = perpendicular desde =1
vértice sobre la base

% = area base

Vo= 1/3.5.h
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En la figura mostramos el caso de base hexagono no regular.

PROMOCION
NO VENTA
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