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l.- Algebra de vectores

Producto escalar de dos vectores

Sean dos vectores AB, AC, y g = ang(AB, AC) recorrido de AB a AC.

Simbolizamos por * el operador producto escalar.

Def.: Llamamos “producto escalar” de dos vectores al siguiente valor
AB*AC = /AB/./AC/.cos(g) (1)

De otro modo:
Si V3 es el espacio vectorial tridimensional real, podemos definir una
aplicacién

V3 XxV;3;--->R

(V, W) --->V*W , cuyo valor viene dado por (1)

Interpretacion geométrica:

7 .
provi(W, W) (2)

Tengo la proyeccién de W sobre V: proy(W,V) = /W/.cos(g) , o bien

VW

proy(W,V) = /W/.cos(g) = ]

Propiedades:

a) V*W=W=*V , evidentemente puesto que el valor de cos(g) no
cambia al cambiar la orientacion del angulo g.
b) No es asociativo: (V*W)*T =k.T, mientras que V*(W*T) =
V.h, que son vectores diferentes.
14



Geometria Vectorial: Métodos Vectoriales

c) Siesdistributiva: V*(W +T) = V*W + V*T
Dem.: Utilizamos la base de vectores actual.
Sean W = a.el+b.e2+c.e3, T =a’.el+b’.e2+c’.e3
V*(W + T) = V¥((a+a’).el+(b+b”).e2+(c+c’).e3) =
=(ata’).V*¥el + (btb’).V*e2 + (c+c’).V*e3

V*W +V*T = (a.V*el + b.V*e2 + c.V*e3) +
+(@.V*el +b’.V*e2 + ¢’ V*e3) =
=(ata’).V*¥el + (b+b’).V*e2 + (ctc’).V*e3

Producto Vectorial de dos vectores:

Sean dos vectores V, W, y el angulo g que forman recorrido de V a W
por el camino mas corto. Designaremos por X el operador “producto
vectorial”

Def.: Llamamos “producto vectorial” al vector T que resulta de aplicar
las siguientes condiciones:

a) Su modulo toma el valor: /V/./W/.sen(g)

b) Su recta soporte es perpendicular (forma 90°) con cada una
de las rectas soportes de V'y de W.

c) Su orientacion es la que resulte de aplicar la llamada “Regla
del sacacorchos”: Avance del sacacorchos cuando lo
giramos en el mismo sentido que indica el angulo g.
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Interpretacién geométrica:

Las figuras muestran claramente que el area del paralelogramo es

S =/VI.h=/V/./W/.sen(g) = /VxW/, ésto es: “El modulo del producto
vectorial VXW nos da el area del paralelogramo determinado por V'y
W,

Consecuencia: El area del triangulo formado por Vy W toma el
siguiente valor: area(V, W) =% VW |

Propiedades:

a) WxV =-VxW, puesto que la orientacion del angulo g ha
cambiado a su opuesta (El convenio es: “Siempre recorre
desde el primer factor al segundo).

b) No es asociativo:

(VXW)XT es ortogonal al plano determinado por VXWy T
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V=l
(V=T
3 v
T Y (WxT)
T v WaT

VX(WXT) es ortogonal al plano determinado por V y WXT

Razonamiento: Elvector T ‘= (VXW)XT es ortogonal con VxW y
con T. Que sea ortogonal con VXW significa que esta contenido en el
plano m determinado por el vector VxXW, es decir (VxW)*PX =0,
donde P es un punto de m.

El vector T ‘= Vx(WxT) es ortogonal con WxT y con V. Que sea
ortogonal con WXT significa que esta contenido en el plano m
determinado por el vector WXT, es decir (WXT)*PX =0, donde P es un
punto de m.

c) Sisecumple ladistributiva Vx(W + T) = VXW + VXT
Demostrarlo mediante el célculo.

Relacién de Bibbs:

Puede ser demostrado que se cumple lo siguiente:

(VXW)XT = (V*T).W — (W*T).V, que podemos expresar de la
forma

VT V

(VxW)xT:|W*T b

(Relacion de Gibbs)
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Dem.: Eligiendo una base ortonormal el, e2, e3 para la cual
suponemos que: elxe2 = e3, e2xe3 =el, e3xel =e2.

Tomando las expresiones de V, W, T, después de arduos calculos
podemos concluir aquella afirmacion.

NOTA: Con el fin de aliviar los calculos podemos tomar: V =el, W =
ael+be2, T=c.el+de2+e.el

En efecto: VXW = elx(a.el + b.e2) =a.0 + b.e3=h.e3
(VXW)XT = (b.e3)x(c.el+d.e2+e.e3) =
Producto mixto (Vectorial-Escalar):

Se trata de realizar VXW vy después (VXW)*T = /VxWI/./T/. cos(qg),
donde g = ang(VxW, T).

Interpretacion geométrica: Volumen del prisma definido por
(V,W,T)

Vel

(figura aleatoria)  (3)

H = proy(T, VXW) = Altura del paralelepipedo (o prisma no recto)

Entonces Vol = |(VxW|.H = |(VxW]|. |(T*(VXW))| =

[Vaw|

18
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= (VAW |.|T = (%ﬂ = |(VAW|.|T].cos(g") = (VxW) = T.

Resumen: Vol = |(VxW) = T| 4
Volumen de Tetraedro (V,W,T):

Podemos comprobar que Vol = 6.Vol(V,W,T)

h?xw

NOTA: El plano determinado por V, W divide el espacio en dos
subespacios. Llamamos subespacio positivo a aquel hacia donde apunta
VXW conforme al convenio descrito mas arriba. Segun esto, observa
que (VXW)*T = T*(VxW) toma valor positivo si el vector T esta
orientado en la misma direccién que VW, y negativo en otro caso.

Identidad de Lagrange:
Afirmamos que se cumple la igualdad:
(VXW)*(V’xW?) = (V¥V’).(W*W’) — (V¥W’).(W*V?)

VvV VW (5)

obien: (VXW)*(V'xW)= | v/ waew

(Identidad de Lagrange)

Dem.: Llamo T =VxXW. Tengo T*V’'xW’) = (Tx V' )*W’ =

19



VsV vV

/ VsV VW
w
wxv w i

=(VXW) x V)*W’ = = , ,
W==V" WxW

o bien: (VXW)*(V’ x W*) = (VEV?).(W*W’) — (V¥W’).(W*V")

A modo de Resumen para su aplicabilidad:

a) Moadulo (longitud) de un vector: V*V = /V/./V/.cos(0°) = /V/?
b) Area de un paralelogramo: /VxW /= /V/./W/.sen(g) =
IVI.h
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I1.- Geometria Vectorial: Métodos vectoriales
Perpendicularidad de recta y plano:

Proposicio: “Si la recta determinada por AB es perpendicular a dos
rectas AC, AD de un plano, entonces es perpendicular a cualquier recta
que pase por A”.

Dem.: Si X esté en el citado plano: AX = c.AC + d.AD.
Por hipétesis AB*AC =0, AB*AD = 0. Entonces
AB*AX = c.AB*AC + d.AB*AD = 0

Perpendicularidad de las dos bisectrices de los dos angulos
adyacentes:

Tomo los vectores OA, OB, OC, con OB = AO, como muestra la
figura. Suponemos que los tres tienen igual longitud.

OB*0OB = OA*OA = OC*OC , valor que represento por d.
OP=a.0A+a.0C, 0Q=h.OB+hb.0C

OP*0OQ = a.b.(OA+ OC)*(OB + OC) = a.b.(OA*OB + OC*OC +

+ OC*(OA + OB) = a.b.(- d? + d> + OC*OA — OC*OA) = a.b.(0) = 0

Angulo inscrito en una semicircunferencia:
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&
B 2 A

OB =-0OA, Yy los tres vectores OA, OB, OP tienen igual longitud, esto
es: OA*OA = OP*OP.

OP=0A+AP-->AP=0P - 0A,
OP=0B+BP-->BP=0P-0B

AP * BP = (OP — OA)*(OP — OB) = OP*OP + OA*OB —
OP*(OA + OB) = OP*OP — OA*OA — OP*( 0) = 0

Teniendo en cuenta que P es un punto cualquiera queda probado que en
P el angulo es siempre de 90°.

Angulo inscrito en una circunferencia:

En una circunferencia con centro O y radio R fijamos los puntos A, B 'y
el punto Z que puede recorrer la circunferencia.

N

B

|ZA*ZB| _ |(ZO+0A)*(Z0+0B)|

0OZ=a.0A+b.0OB. /cota(g)/ = ZAxZB| — 1(Z0+0Ax(Z010B)] *)

(ZO + 0A)  (ZO + OB) = R? + ZO = (OB + 0A) + OA = OB =

=R2 — 0Z % (OB + 0A) + OA = OB
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Por otro lado
(ZO + 0A)x(ZO + OB) = Z0x(Z0O + OB) + 0Ax(Z0 + OB) =
= Z0Ox0B + OAxXZ0O + OAXOB = - 0Zx0OB — OAxXxOZ + OAXxOB =

=-0Zx0B+0Zx0OA+0AxXx0B=0Ax0B-0Zx (0B —-0A)

Entonces
(*) = |R2-0Z+(0B+0A)+0A+0B| _  |R? — (a.0A+b.0OB)*(0B+0A)+0A+0B| _ (%)
" |0OAxOB-0Zx(OB-0A)| = |0AxOB-(a.0A+b.0OB)x (OB-0A)|

R% — (a.0A + b.OB) * (OB 4+ 0A) + OA * OB =

= R?-[a.0A*OB + a.R? + b.R? + b.OB*OA] + OA*OB =
=(1-a-b).R*-(a+b-1).0A*OB = (1-a-b).(R* + OA*OB)
Por otro lado

OAx OB - (a.0A+b.0B) x (OB - 0A) =

= OA x OB — [a.0AXOB - b.OBxOA] = (1-a-b).(OA x OB)

Entonces

(%) = | (1- a—b).(R2 + 0AxOB)| _ |R?+0A4+0B| _ |0A*(0A+0B|
|(1-a-Db).(0AxOB)| |0A x 0B| oA x 0B|

@)

Este resultado depende solamente del centro O y de los puntos fijados
A, B.

Conclusion (Teorema): El dngulo g = (AZB) no depende del punto Z.
(Toma el mismo valor cualquiera que sea su posicion).
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Perpendicularidad de las diagonales del rombo:

i

B
En el rombo: /AB/ = /DC/ = /BC/ = /AD/. Tenemos
AC*BD = (AB + BC)*(BA + AD) =
= AB*BA + AB*AD + BC*BA + BC*AD =
=-/AB/?+ AB*AD + BC*BA + /BC/ * = AB*AD + BC*BA =

= AB*AD - AB*BC = AB*AD + AB*CB = AB*(AD + CB) =
=AB*0=0

Diagonales de un paralelogramo: Su punto comun

Sea el paralelogramo ABCD. Deseamos probar que las dos diagonales
AC, BD se cortan en su punto medio (de cada diagonal).

D — C
- K,_,.,-"FF#
_,-'—H-F T
A B

AX =aAC, BX= h.BD, ytambién AX=AB +BX=AB +b.BD
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Entonces: a.AC=AB +b.BD . Expresamos la igualdad de modo que
intervengan solo los vectores AB, AC. Tengo

BD=BA+AC+CD=BA+AC +BA=2BA+AC
por tanto: a.AC =AB +b.(2.BA+ AC) -->(a—Db).AC=(1-2.b).AB
Puesto que AB y AC no son colineales, tienen que cumplirse
a-b=0, 1-2b=0, dedonde: b= 1/2, a= 1/2

Portanto AX = 1/2 . AC, BX= 1/2.BD c.q.d.

Medianas de un Triangulo: Teorema del Baricentro

Sea el triangulo ABC. Marco el punto medio A’ del lado BC opuesto
al vértice A, y el punto medio B’ del lado AC opuesto al vértice B. Por
definicion llamamos medianas a las rectas AA’, BB’ (y también CC”).

Estudiamos el punto comun a las dos medianas AA’, BB’.

Tengo: AX=a.AA’, BX=b.BB’, AX=AB+BX, yentonces

a.AA’=AB +b.BB’

La definicion de mediana nos dice que AA’ = AB + % .BC =

= AB +§.(AC — AB) = %.(AB + AC),
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y del mismo modo BB’ =BA +3.AC = BA+ .(AB + BC) =

=BA+§.(—BA+BC)= %.(BA+BC) =2 (BA+BA+AC) =
BA+ .AC= —AB +3 .AC=> .(=2.AB + AC)

N |-

Entonces 3.(AB + AC) = AB +2 .(=2.AB + AC) , de donde

(g+b—1).AB+(§—§).AC = 0, y puesto que ABy AC

son L.i. ha de cumplirse:

(%+b_1)=0, (3—§)=0, de donde

2

b=a-> Bb=2)->b=2%, a=2
3 3
Significa que el punto X comdn a las dos medianas se encuentra a 2/3

del vértice correspondiente.

Es claro que si tomamos ahora las medianas AA’ y CC’, supunto Y
comun se encuentra a 2/3 del vértice A, y por tanto coincide con el
punto X obtenido antes. Conclusién: “Las tres medianas tienen un
punto comtn situado a 2/3 del vértice correspondiente”.

Ademés: (AX +BX+CX)=2/3.(AA’ +BB’ +CC’) -->

(AX + BX + CX) = 2/3.(AB + 1/2.BC + BA+1/2.AC + CB+1/2.BA) =
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=2/3.(1/2.BC + 1/2.AC +CB + 1/2.BA) =1/3.(-BC+ AC + BA) =
=1/3.(CB+ AC+BA)=1/3.0=0 (vector)
Conclusion: “El baricentro X es el punto determinado por

AX+BX+CX=0

Alturas en un tridngulo: Teorema de las alturas
Sea el triangulo ABC. Tomo la base de vectores formada por AB y AC.

Suponemos que las alturas trazadas por Ay por B se cortan en un punto
X.

Tengo: AX =a.AB + b.AC,

BX=BA+AX=-AB + (a.AB+h.AC)=(a—-1).AB +b.AC
Aplicamos la condicion de perpendicularidad, y tengo

0= AX*BC = (a.AB + b.AC)*BC = (a.AB + b.AC)*(AC — AB) =

=a.AB*AC —a.AB*AB + h.AC*AC — h.AC*AB

=aAB*AC —a.AB*AB + h.AC*AC + h.AB*AC

= (a+b).AB*AC -a.AB*AB + b.AC*AC, o0 bien
0=AX*BC = a.(AB*AC — AB*AB) + h.(AC*AC - AC*AB)

Por otro lado
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0= BX*AC = ((a— 1).AB + b.AC)*AC = (a -1).AB*AC + b.AC*AC =
= a.AB*AC + b.AC*AC — AB*AC
AX *BC =0

BX*AC =0
calculos hemos transformado en el sistema

Deseamos resolver el sistema { que después de los

{a.(AB*AC— AB *AB) + b.(AC*AC — ACxAB) =0
a.AB*AC + b.ACxAC- AB*AC =0
El determinante de los coeficientes es

AB*AC-AB+AB AC*AC—AC+ AB| = (Restando la segunda de

AB % AC AC * AC
. _|~AB*AB —AC+AB|_ |ABxAB ACxAB|_
laprimera) =| b uc ac«ac |~ laB«ac AC AC

__|ABxAB —AB*AC| _
—AC xAB AC = AC

- [(AB*AB).(AC*AC) — (AC*AB).(AB*AC)] =

= - |AB *AB  ABxAC) _ (Por la relacién de Lagrange) =

AC+AB AC *AC

- (AB x AC) * (AB x AC) # 0, porque ABy AC son no colineales,
es decir, son linealmente independientes, y por tanto AB x AC # 0.

El sistema, cuyas incognitas son a, b, tiene solucién Unica.
Resolviendo
Para la incognita “a”:

0 AC+AC—ACx* AB

D= |aB « AC AC * AC

= (* es conmutativo)
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= - (AB*AC).( AC * AC — AB * AC)

D, = AB x AC-AB + AB 0
AB * AC AB * AC

(AB*AC).(AB*AC — AB*AB) = - (AB*AC).(AB*AB — AB*AC)
Por tanto

_ (AB*AC).( AC*AC—AB*AC)
(ABxAC) » (ABxAC) '

_ (AB*AC).(AB*AB - AB*AC)

b (AB x AC) * (AB x AC)

Entonces el punto comin es

(AB+AC) (AC+AC-ABAC) o 4 (AB*AC).(AB*AB - AB+AC)

AX = (ABXAC) * (ABXAC) (ABXAC) * (ABX AC)

JAC

NOTA: Sitomamos las alturas desde A y desde C afirmamos que el
resultado sera el anterior cambiando B por C, y C por B, como sigue

(AC+AB) (AB*AB-AC*AB) . . (AC*AB).(AC*AC- AC*AB)

AY = (ACx AB) * (ACx AB) (ACx AB) * (ACx AB)

.AB

Teniendo en cuenta que el producto * es conmutativo, y que el
denominador conserva el signo (después de dos cambios del mismo), el
punto Y coincide con el punto X.

Division de un lado del triangulo por la bisectriz del &ngulo opuesto:

Sea el tridngulo ABC vy la bisectriz del &ngulo en C, obteniendo el punto
C’. Nos fijamos en los angulos iguales ACC’, BCC’.
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CBxCC

= |CC'|.cos(g) =

CB*CC’ = /CB//CC .cos(g) > “or

CA*CC 1
|CA|

=|CC'|.cos(g) = . Por otro lado para CC’ tenemos

CC’=CA+AC’=CA+tAB=CA+t.(AC+CB)=
=(1-1).CA+tCB.

Hacemos intervenir esta expresién en lo anterior, abreviando

d= /CC’/.cos(g)

d./CB/=CB* ((1-t).CA+t.CB)=(1-t).CB*CA +t.CB*CB

d./CA/=CA* ((1-1).CA +t.CB) = (1- t).CA*CA + t.CA*CB

Despejamos el valor d

d‘|c_A| .((1—1).CA*CA + t.CA * CB)

Igualando

ICBI (1 - t).CB*CA + t.CB*CB) =

|CA| .((1=1).CA*CA + t.CA*CB)

Continuando

|C—B| (1—-1).CB = CA_H .((1—=1).CA*CA=
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=- L tcBx CB+ .t.CA+CB
|cB| I
Continuando

1-1. [ﬁ .CB x CA—— (.CA CA]

Continuando
(1—1).[ICA|.CB x CA— |CB|.CA*CA] =
=t.[-|CA|.CB*CB +|CB|.CA*CB]

(1-1) |CA| CAx+CA —t |CB| CB +*CB
"||ICB] CB=xCA "||CA| CA=xCB
|cB| CB*CB| |cB| |CB|2|
1-t _ llcAl cA=cB| _ l|cA| _cAxcBI _ |CB|.(CA*CB—|CA||CB|) _ |CB|
t  |lcA]| CA*CA| T |ICAl ICAI?| " |cA|.(CB*CA—|CB|.ICA]) ~ |CA|
|CB| CBxCA |CB| CB+CA

(Hemos utilizado el hecho de que * es conmutativo)

Por otro lado, teniendo en cuenta lo expresado mas arriba: AC’ = t.AB

ACr _ tAB _  tAB _ t.AB t _  |cAl _ a

BC' ~ BA+AC'  BA+t. AB  (t-1).AB 1-¢t |CB| b

Incentro de un tridangulos: Teorema del Incentro
Deseamos probar que las tres bisectrices se cortan en un punto coman.

Vamos a utilizar el resultado del punto anterior, e incluso la misma

notacion.
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Designamos por a, b, ¢ la longitud de los lados (como es habitual).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el punto anterior
tenemos:

a1t i1t sumando término a término ~ = ——
bt »- a 'Y b~ a+b
de donde t= ——. Entonces: CC’ = CA + L A=
a+b a+b
_ b —(1__b_ b =
-CA+m.(AC+CB)—(1 a+b).CA+a+b.CB
= ﬁ .(a&.CA +hb.CB). Estonos dice que CC’y a.CA +b.CB son

colineales. Por tanto para un punto X de la bisectriz CC’ sera
CX=t.(@CA+hb.CB)
De la misma forma obtendremos que BY =u. (a.BA +¢.BC)

Para que Y =X, es decir, que sean el punto comun, ha de cumplirse la
igualdad BX =CX. lIgualando

u.(aBA+c.BC)=BX=BC+CX=BC+t.(a.CA+b.CB)=
=(1-tb).BC+ta.CA=(1-tbh).BC+ta.(CB+BA)=
=(1-tb-ta).BC+ta.BA, estoes:

u.(a.BA+c.BC)= (1-tb-ta).BC +ta.BA

y teniendo en cuenta que BA y BC no son colineales, ha de cumplirse
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{ ua=t.a

wc=1—tbhtq d€donde u=t 1=t.(a+b+c)

_ 1 1
a+b+c’ T a+b+c’
El punto comun viene dado por CX = L (a.CA+b.CB)
a+b+c
1
BX = TS (a.BA +c¢.BC)

Tratando ahora las dos medianas CC’, AA’, por isomorfia
obtendremos

AX =

.(b.AB + c.AC)

a+b+c

Si las sumamos tengo: AX +BX +CX =

= .(b.AB-a.AB—-a.AC+cAC+c.BC-Db.BC)=

a+b+c

.[(b—a).AB + (¢ —a).AC + (¢ — b).BC]

" a+b+c

Otro detalle: a.AX + b.BX +c.CX = —
a+b+

.(b.a.BA+ b.c.BC) + .(c.ca.CA+c.b.CB) =

a+b+c a+b+c

T .(a.b.AB+a.c.AC—b.a.AB + b.c.BC —c.a.AC —
c.b.BC)=0.

Teorema del Incentro
Las tres bisectrices tienen un punto comun, y este punto X satisface la
igualdad: a.AX+bBX+c.CX=0

I1l.- Resultados interesantes Geométrico - Vectoriales
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Cortar un segmento por una recta trazada desde un punto

Cortar un segmento AB mediante una recta que pasa por el punto P
(origen O)

Si W =2a.0A + b.OB, entonces se cumple: a.CA +b.CB =0,
vectorialmente.

Dem.:
OC=0A + AC. Seattal que AC =t.AB. Entonces
OC=0A +tAB=0A +t.(OB - 0A) = (1-1).0A+tOB (1)
Por otro lado:
OC = 0B + BC. Sea u tal que BC = u.BA. Entonces
OC = OB+ U.BA=0B +u.(OA—0OB) = u.0A + (1-u).OB  (2)
Multiplico (1) por uy (2) por t, y las sumo
u.0C +1.0C = [u.(1- t).0A + u.t.OB] + [t.u.OA +t.(1- u).OB] =
= [u.(2-t) + t.u].OA + [u.t + t.(1- u)].OB = u.0A + 1.0B
Teniendo en cuenta que OC = k.W, tenemos

UOA+1t0OB = ukW+tkW=k.(u+t)W=
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= (k.(u +1).(a.0A + b.OB), y teniendo en cuenta la
independencia lineal tiene que cumplirse

u=ak.(u+t)
{t =b.k.(u+t)’ de donde

u t

et T karo

Entonces: a.CA +b.CB =-a.AC—-hb.BC = (*)

Recuerda que t es tal que AC =t.AB, y ues tal que BC = u.BA, porlo
que

_ _ tu ut _
(*)=-atAB+b.uAB= T @R .AB + P .AB = 0O (vector)
c.g.d.
OTRA FORMA:
= a.04 + b.OB

k.w =(k.a) Ok+(k.b). OB

Aplicamos la semejanza de los triangulos ACD y CBE

kb ke S Kab=(1-kb).(1-ka) = 1-ka—kb+klab - >
1-k.b k.a

k.b=1-k.a
k.a=1-k.b 1)

0=1-ka-kb->{

Tenemos: CA=0A-0C=0A-(ka.OA+k.b.OB) =
= (1-k.a).0A-kb.OB

CB=0B-0C = 0B - (ka.0OA + k.b.OB) =
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= (1- k.b).OB - k.a.0A
Entonces
a.CA+hb.CB=a[(1-ka).OA-kb.OB]+b.[(1- kb).OB - k.a.0A
Teniendo en cuenta el resultado (1)
a.CA +b.CB = [a.(k.b).OA — a.(k.b).OB] + [b.(k.a).OB — b.(k.a).0A] =
= [(k.a.b) — (k.a.0)].0A + [- (k.a.b) + (k.a.0)].OB =0
Teorema de Ceva:

En base a las siguientes figuras, pero para todo triangulo ABC, este
teorema afirma lo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que las rectas AA’, BB’, CC’,
concurran en un punto, o sean paralelas entre si, es que se cumpla la
siguiente igualdad (entre la longitud de segmentos):

Dem.: Condicion necesaria.
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a) Supongamos gue las tres rectas citadas son paralelas entre si. Si
fuesen AA’=k.BB’, CC’=h.BB’, y siendo BB’ =a.BA +b.BC,
tengo

AA’ =k.(a.BA +b.BC) =k.a.BA + kb.(BA+ AC) = -(ka
+k.b).AB+k.b.AC

CC’ =h.(a.BA +b.BC) = h.(a.(BC+CA) +h.b.BC) = (a.h+b.h).BC
+h.a.CA =

=-h.(a+h).CB +h.a.CA
Segun la anterior tengo

-(k.a k.b).A’B +k.b.A’C = O -- > A’B/A’C = b/(a+b)
-(ah+b.h).C’B +h.a.C’A =0 -- > C’A/C’B = (at+b)/a

y de BB’ =a.BA +b.BC tenemos, en virtud de ..., a.B’A +b.B’C =
0-->

aB’A+bB’C=0-->B’C/B’A=-alb
Multiplicandolas: b/(a+b). -a/b. (atb)/a =-1

b) Si concurren en un punto, sea el punto O (ver figura):
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Sea OA=h.0B +a.0C , yportanto OB =1/b.(0OA-a.0C), OC =
1/a.(OA-b.OB). Aplicando la Prol tenemos

b.A’B+a.A’C=0-->A’B/A’C=-alb

1/b.B’A —a/b.B’C =0 -->B’C/B’A =b/(b.a)

1/a.C’A -b/a.C’B=0 --> C’A/C’B = (b.a)/a
Multiplicando: A’B/A’C.B’C/B’A.C’A/C’B=-a/b.1l/a.b=-1
¢) Caso en el que s6lo dos de las rectas son paralelas.

Condicion suficiente: Sea C’’ el punto comun de AA’ y BB’. Por lo
probado antes se cumple A’B/A’C.B’C/B’A.C”A/C’B=-1

Pero ahora por hipotesis también C’ es un punto que cumple la igualdad
A’B/A’C.B’C/B’A.C’A/C’'B=-1

Entonces llegamos a que C’A/C”’B=C’A/C’B, y por tanto C”’
coincide con C’.

COROLARIOS: Casos como las medianas ‘Baricentro’, las
bisectrices ‘Incentro’ y las alturas ‘Ortocentro’, nos sitian en este
problema.

Efectivamente, como sigue.

-Caso de las medianas: Los puntos A’, B’, C’ son el punto medio del
lado respectivo, y por tanto: A’B/A’C.B’C/B’A.C’A/C’B=-1.-1.-
1=-1

-Caso de las bisectrices (de los &ngulos):  Sea el triangulo ABC
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/\ .

Construimos el triangulo ADE de modo que (vectorialmente)

A

AD =/AC/. AB, AE=/AB/.AC

es decir, es triangulo isosceles, y por tanto, si A”’ es el punto medio de
ED larecta AA’’ es bisectriz del &ngulo A. Sea A’ el punto de corte
con BC. Consideramos el vector V = AD + AE = /AC/.AB + /AB/.AC
, que cortaen A’ al lado BC . En virtud de la proposicion 1 se cumple

0=/AC/.A’B+/AB/.A’C , dedonde /AC/.A’B=-/AB/A’C .y
por tanto, /A’B /:/A’C/ =-/AB/ : IAC/ .

Del mismo modo se puede obtener: /B’C/:/B’Al = -/BC/ : IBA/, IC’ Al
/C’Bl =-ICA/ : ICB/

Haciendo el producto

IA’BI:/A’CIl . | B’Cl:/B’Al . IC’Al:/C’Bl = -/AB/ : IAC/ . -IBC/ :
IBA/ . -/CA/ : /CB/ = (simplificando) =....=-1
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Por consiguiente las tres bisectrices se cortan en un mismo punto.
-Caso de las alturas:

C’A =CA.cos(A), C’B = CB.cos(B)

A’C = AC.cos(180-C), A’B = AB.cos(B)

B’C =BC.cos(180-C), B’A =BA.cos(A)

Hacemos el producto de cociente:
C’A/C’B. A’B/A’C . B’C/B’A = (CA.cos(A) / CB.cos(B)) .
. (AB.cos(B) / AC.cos(180-C)) . (BC.cos(180-C) / BA.cos(A) =

= (simplificando) = CA/CB .AB/AC .BC/BA = AC/BC.AB/AC .
BC/AB = -1

Por consiguiente las alturas se cortan en un mismo punto.
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Teorema de Menelao

Tenemos el tridngulo ABC , e incluimos las rectas que soportan cada
lado. Sobre cada lado, o la recta que lo soporta, marcamos los puntos
A’, B’, C’, cada uno opuesto al vértice correspondiente. El teorema
afirma lo siguiente:

Es condicion necesaria y suficiente para que los puntos A’, B’, C’ estén
alineados (colineales) que se cumpla la igualdad

A'B B'c c'A
[ g T 1
B'A'C'B

a

Dem.: Condicion necesaria

Supongamos que los puntos estan alineados sobre una recta con
direccion dada por el vector v.

Si v=b.C’B +a.C’C, entonces, por la Pro.1 se cumple: O =b.A’B +
a.A’C, de donde A’B/A’C=-a/b.
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Sea C’B=c.C’A, yentonces v=>b.(c.C’A) +a.C’G=(b.c).C’A+
a.C’C, yenvirtud de la Prol,

O= aB’C+(b.c).B’A, de donde B’C/B’A =-(b.c)/a
Por otro lado ,de C’B=c.C’A obtengo C’A/C’B=1/c
Multiplicando: A’B/A’C .B’C/B’A.C’A/C’B=-a/b.-(b.c)/a.llc=1

Condicion suficiente: Sea el punto C”’ el punto donde la recta B’A’
corta al lado AB. Segun lo probado antes se cumple

A’B/A’C.B’C/B’A.C”’A/C”’B=1

Pero por hipétesis el punto C’ también lo cumple: A’B/A’C.
B’C/B’A.C’A/C’'B=1, yentonceshadeser C’A/C”’B=CA/C’B,
y por tanto C’’ coincide con C’.

Teorema del Cuadrilatero. Cuaterna Armonica

Tomamos los cuatro puntos A, B, C, D, vértices de un cuadrivértices..
Lados del cuadrilatero son las rectas que unen dos puntos consecutivos.
Prolongandolas obtenemos nuevos puntos, contando un total de seis
vértices (posibles cortes de las cuatro rectas: C,, = (4.3):2 = 6).
Uniendo Vértices no consecutivos (es decir, no estan sobre el mismo
lado) obtenemos tres diagonales (figura adjunta).

Por el Teorema de Ceva aplicado al tridngulo EFD, teniendo en cuenta
que EC, FA, DD’ tienen en comun el punto B,
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y aplicando el de Menelao al mismo triangulo EFD, teniendo en cuenta
que A, C, A’ estan alineados,

A’FIA’E . AE/AD . CD/CF =1
Por division miembro a miembro obtengo
(D’F/D’E . AE/AD . CDICF) : (A’F/A’E . AE/IAD . CD/CF) = -1

y simplificando: D’F/D’E : A’F/A’E=-1

Diremos que: “ Sobre una diagonal como EF, los vértices E, F quedan
separados arménicamente por los puntos D’y A’ que son el resultado
del corte con las otras dos diagonales ”.

D’F/D’E: A’F/A’E=-1 <-->(A’E.D’F):(D’E.A’F)=-1 -->

(EA’FD’): (ED’ .FA’) =-1--> EA’/ED’ : FA’/FD’ = -1 -- >
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ED’/EA’ : FD’/FA’ = -

En general y cambiando la notacion, si sobre una recta r tenemos los
cuatro puntos A, B, C, D, vy se cumple que

AC/AD : BC/BD = -1, decimos que los puntos A, B quedan
separados armonicamente por los puntos C, D.

B D

[ar

A
Observa que AC/AD : BC/BD = AC/BC : AD/BD

Llamaremos ‘razén doble’ al cociente AC/BC : AD/BD de las dos
razones AC/BC y AD/BD (también Ilamada bicociente), y la
simbolizamos mediante (ABCD), siendo ‘Cuaterna arménica’ cuando
cumple

AC/BC: AD/BD =-1
(ABCD) representara también el valor AC/BC : AD/BD

Propiedad: °‘El valor de la cuaterna (ABCD) es invariante frente a una
proyeccion de sus puntos, desde un foco, sobre una recta’.

Observa la figura. Lo que decimos significa que

(A’B’C’D’)= (ABCD)
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O

=
R

Dem.: Expresamos OC =al.0A + b1.0B, OD =a2.0A +b2.0B

Aplicando a ambas el punto ... tenemos: O =al.CA+Dbl.CB -->
CA/CB =-bl/al, O =a2.DA +Db2.DB -->DA/DB = -bh2/a2

Por otro lado sean OA’=a3.0A, OB’=0b3.0B , y ahora
OC = (al/a3).0A’ + (b1/b3).0B’
OD = (a2/a3).0A’ + (b2/b3).0B’
y aplicando a éstas la propiedad ... tenemos
C’A’/C’B’ = -(b1/b3)/(al/a3) = -(b1.a3)/(al.b3)
D’A’/D’B’ = -(b2/b3)/(a2/a3) = -(b2.a3)/(a2.h3)
Dividiendo:  (ABCD) = -bl1/al : -b2/a2 = (b1.a2)/(al.b2)
(A’B’C’D’) =-(b1.a3)/(al.b3) : -(b2.a3)/(a2.b3) =
= (bl.a3.a2.b3)/(al.b3.h2.a3) = (b1.a2)/(al.b2)

y vemos que su valor coincide: (A’B’C’D’)= (ABCD)
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Otras propiedades de las cuaternas (0 bicocientes, o ‘razon doble’)
a) Su valor no varia si realizamos dos permutaciones:
(ABCD)=(BADC)=(BDCA)=(DCBA)=(CDAB) ....

b) El producto de dos cuaternas, con los mismos puntos pero
ordenados de modo que los dos primeros coinciden, toma el
valor uno, esto es

(ABCD).(ABDC) =1
En efecto: (AC/BC : AD/BD) . (AD/BD : AC/BC) =
= (AC/BC . AD/BD) : (AD/BD . AC/BC) =1

¢) Lasuma de dos cuaternas, con los mismos puntos pero
ordenados de modo que los extremos de una y la otra coinciden,
toma el valor uno, esto es

(ABCD) + (ACBD) =1
En efecto: AC/BC : AD/BD + AB/CB : AD/CD =
= (AC.BD)/(BC.AD) + (AB.CD)/(AD.CB) =

= (AC.BD)/(BC.AD) -(AB.CD)/(AD.BC) = (AC.BD - AB.CD)/
(AD.BC) =

= [(AB+BC).BD — (CB+BD).AB]/(AD.BC) = (BC.BD —
CB.AB)/(AD.BC) =

= [BC.(BD +AB)]/(AD.BC) = (BD+AB)/AD = (AB+BD)/(AB+BD) = 1

Consecuencias:
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a) Cuando permutamos los cuatro puntos obtenemos no mas de los
siguientes seis valores:

Si (ABCD) =k, entonces:

(ABCD) =k, (ABDC) = 1/k, (ACBD) = 1Kk,
(ACDB) = 1/(1-k), (ADCB) = k/(k-1), (ADBC)= (k-1)/k
b) Cuando k = -1, los valores posibles son

(ABCD)=-1, (ABDC)=1/-1=-1, (ACBD)=2

(ACDB) = 1/2, (ADCB) = -1/(-2) = 1/2, (ADBC)= (-2)/(-1)= 2
Abscisas Proyectivas sobre la recta real ampliada

Es sabido que en la estructura de cuerpo de los nimeros reales no es
posible la division por cero. Pretendemos salvar esta prohibicién de

. . k .
alguna manera. Ha sido aceptado representar el cociente 5 mediante el

simbolo oo, y agregandolo al conjunto R de los reales obtenemos
R = R U {00}, que llamaremos ‘recta ampliada’.

Hecho lo anterior debemos tener en cuenta la siguiente tabla donde se
muestran los resultados de operaciones basicas en R

Si admisibles No admisibles
kK+oo= o 00 + o
k.oo = o 0.0

k:0 = oo 0:0

k:ico =0 0 : o0
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(k= 0)

En cada recta afiadiremos un punto simbolizado por P, y que
imaginamos situado a distancia actualmente infinita (distancia
inalcanzable).

Si sobre la recta hemos fijado una escala mediante: ‘Punto origen’ en
O, ‘unidad de medida’ la distancia OA donde A es otro punto fijado. Si
X es otro punto cualquiera (punto genérico), vectorialmente tenemos
OX =x.0A,vyal punto P, le corresponde el valor X = oo .

A esta recta hemos de dotarle de ‘Orientacion’, porque situados en el
punto origen O podemos caminar hacia ‘derecha’ al que asignamos
valor ‘positivo’ (a la distancia recorrida), 6 caminar hacia la ‘izquierda’
al que asignamos valor ‘negativo’. Esto nos lleva también a distinguir
entre Py Y P -

P A o] A P,o
Observa: OA’ =-0OA

En cuanto a larazon OX/AX entre distancias recordamos que la
representamos mediante laterna (OAX), y méas general (ABX).

(004 OA+AX 0A ..
Tenemos — = = ——+41, que nos lleva a la siguiente tabla de
AX AX AX

valores (donde A # 0). Observa que % =0 cuando X sea P, .

(OAX) Valor

(OAO) = 0O0/A0 0
(OAA) = OA/AA +00
(OAP, ) = 0P, /AP, = OA/A Py t1 1
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Si consideramos las cuaternas (OABX), cuyo valor viene dado por

(OABX) = OB/AB : OX/AX = (OAB) : (OAX)

Obtenemos la siguiente tabla de valores (donde O, A, B son distintos

entre si)
(OABX) Valor
(OABO) = (OAB):(OAO) = -(OAB):0 0
(OABA) = (OAB):(OAA) = (OAB): 0
(OABB) = (OAB):(OAB) 1
(OABP,,) = (OAB):(OAP,) = (OAB): 1 (OAB)

La siguiente propiedad (Teorema) permite definir la ‘abscisa
proyectiva’ del punto X mediante el valor (OABX).

Propiedad:

La ecuacion x = (OABX) establece una correspondencia biunivoca
entre la ‘recta proyectiva completa’ recorrida en el sentido O, A, B, y la
‘recta real completada’ de los nimeros reales recorrida en el sentido oo,
0, 1.

Dem.: (OABX)=(0001X)=°:—11= %: :011.-0(:§= :iz .%:
10 0x 1x+x00 1x
o= e x=(1+ D)=+ 0x=x

c.q.d.

Observa que hemos fijado la terna (OAB) y después hemos hecho
intervenir el punto X cuya abscisa proyectiva es X. Si k= (OAB),
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teniendo en cuenta que hemos definido x = (OABX) y que (OABX) =
(OAB)/(OAX) =k (OAX),y por tanto x = k/ (OAX).

Tenemos x = L k.ﬂ = k.A0+0X = k. (ﬂ + 1) , entonces
0AX 0X (0D, 4 (0).¢
x=k 2t >k —x> kL =k —x-->0x=54
(00,4 0X (0).¢ k—x
Vector MX, sabiendo que la abscisa de X es x:
Tenemos OX=OM+MX , MX=0X-OM = %—OM =
_ k0A—(k—x).0M _ k.(OM+MA)—(k-x).OM _ k.MA+x.0M
= P = P = — .-, Quedapues
MX =.0M - =AM , donde k= (OAB) , o bien
MX = k.0A—(k—x).0M _ k.0A—(k-x).(0A+AM) _ x.0A-(k—x).AM
- k—x - k—x - k—x

Correspondencia Proyectiva entre dos rectas completadas

Realizamos un numero finito de proyecciones y secciones sucesivas
partiendo de la cuaterna (ABCX) y obteniendo la cuaterna (A’B’C’X”)
como resultado final. Para mostrar este hecho la figura muestra el caso
de dos proyecciones, y secciones correspondientes, con resultado la
cuaterna (A’B’C’X’). (Observa la figura)

Demostramos en otro lugar que
(A’B’C’X’) = (A1 B1 C1 X1)= (ABCX)

y por tanto (A’B’C’X’) = (ABCX), cualquiera que sea el numero
finito de proyecciones intermedias realizadas.
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Llamamos ‘correspondencia proyectiva’ a la correspondencia biunivoca
entre dos rectas completadas r y r’, incluyendo la que resulta de una
sucesion finita de proyecciones y secciones.

M
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De lo tratado en puntos anteriores podemos afirmar: ‘Una
correspondencia biunivoca entre dos rectas completadas es ‘proyectiva’
si, y solo si, dos cuaternas homologas toman el mismo valor.

Fijandonos en la figura anterior: ‘ Dadas tres parejas de puntos (A,A’),
(B, B’), (C, C’), que son el resultado de casar tres puntos de r con tres
puntos de r’, existe una proyectividad tnica en la que las anteriores son
parejas homologas.

Dicho lo anterior, la igualdad que garantiza que (X,X’) sea una pareja
homoéloga es

(A°’B’CX)=(ABCX)
la cual se convierte en la ‘ecuacion puntual’ de la proyectividad.
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Proyectividad Involutiva:

Sea p el operador ‘proyectividad’ de la recta r sobre si misma (es decir
r’=r)ytal que: X’ =pX), X’ =pX’).

La proyectividad es ‘involutiva’ si p(X’) =X, es decir
X-->X"-->X

Importa el siguiente resultado: ‘Una proyectividad p es involutiva
precisamente si existe un par (A, A’) tal que A’=p(A)y A=p(A’).

En efecto: Evidentemente, si p es involutiva se cumple para todo punto
A

p(A)=A", p(A)=A

Reciproco: Sea el par (A, A’) tal que p(A)=A’, p(A’)=A, ydado X
sea su imagen X’ = p(X). Tenemos en la recta real ampliada la
cuaterna (A A’ X X’).

Operando (AA’ X X)) = AX/A’X : AX/A’X =
(AX.AX)(AX.AX ©)

Por otro lado tenemos la cuaterna (AAX X)=

= A’X/AX : A’XIAX = (AX*.AX)/(AX *.A’X), por lo tanto
(AA”XX) = (A" AX X) = (p(A)p(A)p(X)p(X*) ) =

=(A’AX p(X ), esdecir
AAXPpX)=A"AX X) ,dedonde p(X’)=X

Conclusion: Si A-->A’ y A‘-->A, lo mismo ocurre para cualquier
otro punto X.
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Una proyectividad involutiva distribuye los puntos de la recta
(completada con el punto P,, ) en pares (A, A’) tales que

A-->A’, A’-->A, ysinpuntos comunes entre pares
distintos.

Hemos visto que una proyectividad queda determinada por tres pares de
puntos, y si ademas existe un par (A, A’) tal que A’ =p(A), A=p(A’),
entonces es involutiva.

Tenemos lo siguiente:

Dos pares (A, A’), (B, B”) de puntos de una recta r determinan una
proyectividad involutiva.

Dem.: Definimos la proyectividad p mediante estas condiciones
A’=p(A),  p(A)=A, B’ =pB)

Por lo probado antes, puesto que A’ =p(A), p(A’)=A, pes
involutiva. La ecuacion de esta proyectividad es
(AA’BX)=(A’AB’X’)

y por lo demostrado antes es involutiva.

En efecto: Sea la cuaterna (AA’BB’) de la que sabemos que, en la
proyectividad p, A’ =p(A), A=p(A’), B’ =p(B).

Demostraremos que p(B’) =B

Hago (AA’BB’) =(A’AB’X), lo cual significa que

AB  AB’ A'B"  A'x ABA'B' _ A'B'AX
a5 ae Y A ax A'B.AB' A'X.AB’
AB _ AX

A'B ~ A'X



Teorema del Cuadrivértice de Desargues:

Sea el cuadrivértice completo determinado por los cuatro vértices A,
B, C, D. Lo convertimos en completo prolongando sus lados. Después
trazamos sus dos diagonales propias y obtenemos el punto M comdn.

Sea ahora una recta r que al cortar la prolongacion de los lados nos da
los puntos: A’, B’, E’, D’, y las diagonales nos da C’, F’.

Lados opuestos son aquellos que no tienen vértice coman.

Observa que el cuadrivértice contiene seis lados ya que incluimos las
que en el cuadrilatero son diagonales. Estas dos diagonales también nos
lados opuestos.

Teorema: (de Desargues, 1593-1662)

Los lados opuestos de un cuadrivértice cortan sobre una recta r pares de
puntos de una proyectividad involutiva.

Dem.: La afirmacion significa que los pares de puntos (A’, B), (E’,D’),
(C°, F’) son pares de una involucion.

Consideramos la proyeccioén de los puntos obtenidos en r, dese D sobre
larecta AC. Se cumple
(AMCF) = (A’CDF)
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Consideramos ahora la proyeccion de los puntos de m, desde B sobre r.
Se cumple
(AMCE)=(EC B F)

Portanto (A’ C’D’F’)=(E’ C’ B’ F’), y teniendo en cuenta que
(EECBF))=(BFEC),queda (A°C’D’F)= (B F E C)

Observamos que p(C’)=F y p(F’)=C’, ylos pares (A’, B’), (C’,
F’), (D’, E’), son pares de una involucion.

Corolario: Dos involuciones determinan otra involucion.
En efecto, sean dos involuciones:

a) (A,B),(C,D),(M,N), b) (A,B),(C,D’),(M,N)
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La primer terna de pares proporcionan el cuadrivértice 1,2,3,4,
mientras la segunda terna de pares nos da el cuadrivértice 1,2,5,3.
Tomamos ahora el cuadrivértice 1,5,2,4, y se cumple

a.cos(B)
5 o2 M o2 &

Tenemos: mc®=a’ + (c/2)* — 2.a.c/2.cos(B) -- >
mc’® = a® + ¢%/4 — a.c.cos(B)
Por otro lado: mc? = b? + ¢?/4 — b.c.cos(A), entonces

2.mc” = a” + b? + ¢?/2 — c.(a.cos(B) + b.cos(A)) =a’+b*+c¥2—c?, y
por tanto

2mc’=a’+b?—c¥2, mc?=(a+ b2 - (c/2)?
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. ) _ f(a2+b2)_ (2%
y finalmente: mc = > (2)

De forma analoga se obtiene la longitud de las otras dos medianas.

mb? = ¢ + (b/2)? - 2.c.b/2.cos(A)

mb? = a? + (b/2)? - 2.a.b/2.cos(C)

2.mb”=a’ + ¢® + b%/2 - b.(a.cos(C) + c.cos(A)) =
=a’+ ¢’ + b2 -b.(-a.cos(180-C) — AD) =
=a’+c’+b%2- b. (CD+AD)=a’+c*+b%2—b?=

=a’+c”- b2

Coordenadas Cartesianas en el Plano y en el Espacio
Lo que sigue es tratado dentro de un contexto vectorial.

Sea el sistema de referencia (s.r.) formado por: El punto fijo O mas los
vectores el, e2, e3, aplicados en el punto O y que se suponen
linealmente independientes,. Lo designaremos asi:

R ={0; el,e2,e3}.

57



La condicion para que los vectores e; sean linealmente independientes
(1.i.) es cualquiera de las siguientes, equivglentes entre si:

a) xl.el+x2.e2+x3.e3 =0 sblo admite la solucién (0,0,0)
b) Considerando el volumen del tetraedro : Vol(O,el,e2,e3) # 0
¢) Considerando el producto mixto de vectores:

e3.(elxe2) + el.(e2xe3) + e.(e3xel) # 0

(Observa que giramos en sentido contrario a agujas del reloj)
d) Por el Determinante de Gram:

el.el el.e2 el.e3
e2.el e2.e2 e2.e3| #0
e3.el e3.e2 e3.e3

Base vectorial “directa”, base vectorial “inversa”:

El producto vectorial lo realizamos siempre (por convenio matematico)
haciendo el pase en sentido contrario a las agujas del reloj. Teniendo en
cuenta este detalle consideramos dos opciones al asignar resultados:

a) elxe2 =¢e3, e2xe3 =el, e3xel =e2
b) elxe2 =-e3, e2xe3 =-el, e3xel=-e2

En el caso a) decimos que “directa”, en el caso b) es “inversa”
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Cuando los vectores de la base B = {el,e2,e3} son “perpendiculares”
(ang(ei,e;) = 90°) dos ados, diremos que es base “ortogonal”. Si
ademas son unitarios (/e/ = 1), diremos que la base es “ortonormal”.

En este Gltimo caso al sistema de referencia R = {O;el,e2,e3} lo
llamamos “Sistema de Referencia Cartesiano”.

Ejes y planos de coordenadas:

Ejes: Son las rectas que pasan por O y sobre las cuales “yacen” los
vectores de la base (soportan los vectores de la base). Diremos: Eje Ox,
Oy, Oz

Planos: Determinados por las rectas que soportan los ejes coordenados:
Plano OXY, plano OYZ, plano OZX

Coordenadas de un punto en el espacio:

Dado un punto X cualquiera existen valores (x,y,z) tales que el vector
OX se puede expresar asi:
OX=xel+y.e2+ze3

y decimos que la terna (X,y,z) son las coordenadas de X respecto del
actual s.r.

Significado geométrico: Interesa destacar las dos interpretaciones
siguientes.
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a) Dado OX =x.el+y.e2+ze3, elvalor xes laproyeccion del
punto X sobre el eje OX siguiendo el camino de la paralela al
plano OYZ; y es la proyeccion sobre el eje OY siguiendo la
paralela al plano OZX; z es la proyeccion sobre el eje OZ
siguiendo la paralela al plano OXY.

Otra forma: Construyendo el prisma.

]
r
Hl
—_—

-

b) Parax: Consideroel volumen del tetraedro (OX,e2,e3)
OX * (e2xe3) = (x.el +y.e2 + z.e3)*(e2xe3) =
= x.el*(e2xe3) + y.e2*(e2xe3) + z.e3*(e2xe3) =
X.(el*el) +y.(e2*el) + z.(e3*el) =
(Si la base es ortogonal)
x.e1*(e2xe3) = x.(Volumen del tetraedro base (el,e2,e3))

Vol(0X,e2,e3)

de donde, considerando los volimenes: x =
Vol(el,e2,e3)

Vol(0X,e3,e1) _ Vol(0X,el1,e2)

Del mismo modo: y= Vol(el,e2,e3)’ - Vol(el,e2,e3)

En el plano:

El mismo razonamiento podemos hacer en el plano después de fijar un
s.r. R={0;ele2}.

Un punto OX =x.el +y.e2, cuyas coordenadas (X, y) pueden ser
interpretadas de alguna de estas formas:
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a) Proyeccidn sobre el eje en direccion paralela al otro eje

b) OX=x.el+y.e2. Area(el, OX)=/el x OX/

Aunque el, e2 son coplanarios estamos operando en tres
dimensiones, por lo cual podemos hacer el producto vevtorial.

el x OX =elx (x.el +y.e2) =x.(el xel) +y.(el xe2) =y.(el x e2)

Area(e1,0X)

~ , con la Unica condicién de que el
Area(el,e2)

Por tanto y =

producto vectorial venga definido asi: elx el =0, elxe2 = e3,
e2xe2 =0

Area(e2,0X)
Area(e1,e2)

Del mismo modo X =
Otra forma que convienen tener en cuenta:

Tengo OX =x.el +y.e2?

Tomo w ortogonal ae2, sea w=a.el +b.e2. Entonces

0=e2*w=e2*(ael+h.e2)=a.(e2*el)+h.(e2*e2), dedonde

a.(e2*el) = - b.(e2%e2) - > —— = —2_ =k

e2+e2  e2xel

Entonces
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OX *w=0X*(a.el + b.e2) = OX * [k.(e2*e2).e1 — k.(e2*el).e2] =
K.[(e2*€2).(OX * el) — (e2*el).(OX * e2)] =

(Teniendo en cuenta la relacion de Lagrange)

OX xel e2xel

= *
OX x 02 o2 %oy | =K (OXx€2)*(elxe2)

=k |
Por otro lado w* OX =w * (x.el +y.e2) = x.(w*el) +y.(w*e2) =
=X.(w*el). Pero el *w=el*(ael+he2)=

= k.(el * [(e2*e2).el — (e2*el).e2]) =

= k.[(e2*e2).(el*el) — (e2*el).(el*e2)] = k|§§ - ﬁ i - i =
=K. [(e2 xel) * (e2 x el)] .

Por tanto w* OX = x.(w * el) = x.k. [(e2 x el) * (e2 x e1)], de donde

_w+0X _ k(OXxe2)x(elxe2) _ |0Xxe2||elxe2|.cos(g) _
wxel  k[(e2xel)(e2xel)]  |e2xell|e2xel|.cos(gr)

_ loXxe2].cos(g) _ |0Xxe2| _ Area(0X,e2)
le2 x e1]..cos(gr) le2 x e1] Area(ez,e1)

NOTA: OX xe2=(x.el +y.e2) xe2=x.(el xe2), por lo tanto los
angulos g, g’ son iguales, y realmente su valor es 0°, y cos(0°) = 1.

_ Area(0x,e1)

De forma analoga Y = Freatezel)
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Distancia entre dos putos del espacio:
Sea un s.r. cualquiera: R ={0O;el,e2,e3}. Sean los puntos A(al,a2,a3),

B(b1,b2,b3). d(A,B)=vVAB *AB, o bienque /AB/=[d(A,B)]*,
siendo siempre por definicion /A/ =VAB x AB

Tenemos: AB = OB — OA = (bl-al).el + (b2-a2).e2 + (b3-a3).e3
de modo que AB*AB =[(bl-al).el + (b2-a2).e2 + (b3-a3).e3] *

*[(bl-al).el + (b2-a2).e2 + (b3-a3).e3] = (cuadro siguiente = tabla
de multiplicar) =

bl—al b2—a2 b3 —a3
bl —al elxel elxe2 el=xe3
b2—a2 e2xel e2xe2 e2x*e3
b3 —a3 e3xel e3xe2 e3x*xe3

Si la base fuese ortogonal queda

bl—al b2—a2 b3—a3

_ bl —al a 0 0
b2 — a2 0 0 0
b3 — a3 0 0 0

y si fuese ortonormal

bl—al b2—a2 b3 —a3

bl —al 1 0 0
b2 — a2 0 1 0 , con lo cual
b3 — a3 0 0 1

d(A,B) =/ (b1 — al)? + (b2 — a2)? + (b3 — a3)?

Area de un Triangulo en funcion de sus coordenadas:
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Sea el triangulo ABC. Por calculo vectorial sabemos que Area(ABC) =
% .|ABxAC| , tomando como unidad el cuadrado unidad. Designo S =
Area(ABC)

1
Tenemos: S?= e |ABxAC|?, Recuerda: |[v|=vv*v - |[v|?=v=*v

- _ 1 |AB*AB AB=xAC
§°=7 - (ABxAC) * (ABxAC) = - . AC*AB  AC x AC @)

Si tenemos sus coordenadas: A(al,a2,a3), B(b1,b2,b3), C(c1,c2,c3),
respecto de un s.r. R ={0; el,e2,e3} cualquiera, podemos operar como
sigue.

AB x AC = [(b1-al).el+(h2-a2).e2+(h3-a3).e3] x [(cl-al).el+...] =
(Recuerda que exe, = 0, exen = - epxey )
= [(b1-al).(c2-a2) — (b2-a2).(c1-al1)].(elxe2) +
+ [ (b1-a1).(c3-a3) — (b3-a3).(c1-a1)].(e1xe3) +
+ [(b2-a2).(c3-a3) - (b3-a3).(c2-a2)].(e2xe3) =
e2xe3 bl—al cl—al

= |e3xel b2—a2 c¢2—a2 |, quedesarrollando por primer
elxe2 b3 —a3 c¢3—a3

columna, y que elxe3 = - e3xel, obtenemos aquella expresion.

Para lo que deseamos después nos interesa desarrollarlo.
AB xAC =

bl—al «cl1-
b3—a3 ¢3-—

_|b2—a2 c2-—

a?2
“1p3-a3 3-a3 | - (€2xe3) —

al
a3| .(e3xel) +
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+ bl —al

b2 — a2 c2 _ | (elxe2) =

bl—al cl—-al b2 — a2 —a2

b2 — a2 2 — a2| .(elxe2) + b3 — a3 c3 | (e2xe3) +
Zi B Zi ﬁ a3| (e3xel) = (Simbolicamente)

=D1.(elxe2) + D2.(e2xe3) + D3.(e3xel)

Hacemos el producto escalar (ABxAC)*(ABxAC), como sigue
(Advertimos que la base {el, e2, e3} no es necesariamente ortogonal
ni ortonormal), en una tabla de doble entrada

(AB x AC)*(AB X AC) =

. D1 D2 D3
D1 (elxe2).(elxe2) (elxe2).(e2xe3) (elxe2).(e3xel)
D2 (e2xe3).(elxe2) (e2xe3).(e2xe3)  (e2xe3).(e3xel)
D3 (e3xel).(elxe2) (e3xel).(e2xe3) (e3xel).(e3xel)

Cuando la base {el, e2, e3} sea ortogonal y el producto vectorial esté
definido por: elxe2 =e3, e2xe3 =el, e3xel =e2, y ademas el
producto escalar est definido por el*el =a, e2*e2=D, e3*e3=c

(AB x AC)*(AB x AC) =

* D1 D2 D3
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D1 c 0 0
D2 0 a 0
D3 0 0 b

Cuando la base {el, e2, e3} sea ortonormal y el producto vectorial esté
definido por: elxe2 =e3, e2xe3 =el, e3xel =¢e2
el resultado es

(AB x AC)*(AB x AC) =

" D1 D2 D3
D1 1 0 0
D2 0 1 0
D3 0 0 1

Para el area del triangulo ABC, en base ortogonal en la que a=el*el, b
= e2*e2, ¢ =e3*e3, nos queda:

2_1 bl—al cl—all? b2—a2 c2—a2|’
S Gl -2l T30z 3-a3l T
b|b3—a3 03—a3|2)
‘b1—al c1—al

Si la base es ortonormal

2_1 Jbl—al cl—al)®  |b2—a2 c2—a2
8_4'(|b2—a2 2—a2l Tlp3—a3 3-a3l T

b3—a3 c¢3—a3

2
+ |b1—a1 cl—a1| )
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Geometria Vectorial: Métodos Vectoriales

NOTA: Podemos demostrar como en el caso del volumen (ver mas
adelante) que

al b1 c1
a2 b2 ¢2|=-= b1-—al Cl_a1|,del mismo modo los
11 1 b2—a2 c2-—a2
otros dos determinantes, de modo que
. |al b1 c1|> a2 b2 c2|* |a3 b3 c3)?
§%= - -(la2 b2 c2| +|a3 b3 3| +|al b1 c1|)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Volumen del Tetraedro en funcién de sus coordenadas:

Sea el tetraedro ABCD. Consideramos las aristas AB, AC, AD.
Designamos por W el volumen del paralelepipedo y V el volumen del
tetraedro. Recordamos que

v=1w
6
El volumen W es el resultado del producto mixto de los tres vectores
AB, AC, AD.

e2xe3 bl—al cl—al
W =(AB X AC)*AD = [e3xel b2—a2 c2—a2 |*
elxe2 b3 —a3 c3—a3

*[(d1-al).el + (d2-a2).e2 + (d3-a3).e3] =

_ bl —al

=l "y ol xR+
b2 — a2 —a2

+
b3 — a3 c3 | (e2xe3) +
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b3 — a3 —a3
+ *
b1 —al cl | (e3xel) ]

*[(d1-al).el + (d2-a2).e2 + (d3-a3).e3] =

(Recordamos que el resultado del producto vectorial (por definicion)
es otro vector ortogonal a cada uno de los factores, cualquiera que sea la

base {el,e2,e3})

_|pl—al cl—al _
=2 — a2 cZ—a2|'(d3 a3).(elxe2) *e3 +

b2 — a2 — a2
+ J—
b3 — a3 (;3 | (d1 —al).(e2xe3) el +

b3 —a3 —a3
+
bl — al cl | (d2 —a2).(e3xel) xe2 =
(Tenemos en cuenta que (elxe2) * e3 = (e2xe3) * el = (e3xel) * e2
siendo éste el volumen del tetraedro base).

dl—al bl—al cl-al
=|d2—a2 b2—-a2 c2—a2 |.(elxe2)xe3
d3—a3 b3 —a3 c3—a3

Por otro lado

al bl cl1 di al bl1—al cl1—al dl—al
a2 b2 c2 d2|_ |a2 b2—a2 c2—a2 d2—a2|_
a3 b3 ¢3 d3| |a3 b3—a3 c¢3—a3 d3—a3|
1 1 1 1 1 0 0 0
(Resolviendo por la cuarta fila)

bl—al cl1—al dl—al

=|b2—a2 c2—a2 d2—-a2| = (Realizo dos permutaciones)
b3—a3 c¢3—a3 d3—a3
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dl—al bl—al cl1-—al
=|ld2—a2 b2—a2 c2—a2
d3—a3 b3 —a3 c¢c3—a3

al bl c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c¢3 d3
1 1 1 1

Volviendo atrds W = .(elxe2) = e3, y por tanto el

volumen del tetraedro (ABCD) es
al bl c1 d1
v=1 |a2 b2 c2 d2
6 a3 b3 ¢3 d3
1 1 1 1

.(elxe2) * e3

En una base ortonormal tenemos:

al bl c1 dil
_1 |a2 b2 c2 d2

6 la3 b3 c¢3 d3
1 1 1 1

Regla de Bronce en el Triangulo Equilatero:

En un triangulo equilatero, fijado un punto P cualquiera, la suma de las
distancias d; , con su signo, a cada una de las restas que soportan sus
lados, es igual a la altura h.

NOTA: La recta que soporta el lado I; divide el plano en dos
semiplanos. La distancia d; se toma positiva si el punto P queda en el
mismo semiplano que el centro O del triangulo, y se toma negativo en
otro caso.

Dem.: A) El punto es interior. En este caso todos los valores d; son
positivos.
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El area del triangulo podemos obtenerla asi: Puestoqueb=c=a
S=-.a.(d +d; +dy) ,dedonde h=d; +d, +ds

B) El punto P es exterior. La figura muestra un posible caso.

Observando las siguientes figuras tenemos

s=§ .(b.d2 +c.d3 — a.d1) =§ .a.(d2 + d3 — d1), de donde

h=d2 +d3—-d1

h=-di +d2+dd
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De forma analoga si P es exterior en otra posicion.

NOTA: En una posicién como la siguiente no seria posible,

Razén entre volumenes de cuerpos regulares semejantes:

Caso del Cono

Sea el cono T de la figura y el cono T extraido de T como cono menor.

Aye

) . R . .,
Sea el valor de la razon entre los radios k = —. Por semejanza también
H .
= k . Entonces el area de sus bases
— 2 > _ 2 . 2 S 2
S=mn.R*, S’=m.r>, y larazonentre areas o= k
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. 1 1 P
Sus voltimenes: V =3 (mR®».H, V° =3 (m.7r?).h, ylarazon
entre volimenes:

A) Caso de una piramide

L

, . D H
Sea la razon k=7 , Y por semejanza: — = k, = k

, S k212
Para las areas de sus bases: S=L?, S'= 17, =

St 12
k%, y por tanto Si, = k?
Para sus volimenes: V =§ .S.H, Ve :é .S h
o= S 2= k3 Z = k3
v’ S'.h !

B) Caso de Piramide con base el pentdgono regular

Evidentemente, y como en cualquier piramide, si la razon entre sus
L S %4
ladoses - =k, secumple =—=k*, y —=k°
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Cuando el lado L = “la diagonal del pentdgono”, mientras que 1= “lado

del pentagono”, sabemos que %= W =1+Tﬁ , Y entonces
v =(1+2\/§)3. Vv’

Conica determinada por cuatro puntos:

La ecuacion general de un conica es
Ax*+ By* +Cxy + Dx + Ey + F=0

Sus ejes son paralelos a los de coordenadas precisamente si C = 0.
Estudiamos el caso siguiente con el fin de mostrar el proceso a seguir.

Propuesta:
Dada la igualdad Ax?+y*+Dx+Ey+F=0

determina el valor de sus coeficientes sabiendo que la conica ha de pasar
por los puntos: A(-2, 1), B(-2, -1), C(2, -2), D(2, 2).

Después obtener su forma reducida.
(Observa que, en la expresion general de una cénica, ahoraB =1, C =0)

Resol.: Representando (X;, ;) los cuatro puntos: i =1, 2, 3, 4, tengo
la forma general: x2A + x.D + y,.E + F = -y{

Sustituyendo el valor en cada punto obtengo el siguiente sistema

4A—-2.D+E+F=-1 4x—-2.y+z+t=-1
4A-2.D—-FE+F=-1 4x—2.y—z+t=-1
-—->
4A+2.D—-2.E+F=-4 4x+2.y—-2.z+t=-4
4A+2.D+2.E+F=-4 4x+2.y+2.z+t=—4

Resuelvo este sistema:
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2:5—111 4-2 1

A= , IAI=0, |4 —2 —1[=32, ran(A) =3
4 2-21 L g3
4 2 2 1

Tiene una incégnita libre. Hago t =1, y tomando las tres primeras

ecuaciones tengo

4x—-2.y+z=-2 4 -2 1
{4.x—2.y—z=—2 A=<4—2—1>,/A/=32
4.x+2.y—2.z=-5 4 2 -2

Aplico el método de ...., y calculando obtenemos

-2-2 1 4 -2 1
Ax=|-2 —2 —1|=-28, Ay=|4 —2 —1|=-24,
-5 2 -2 4 —-5-2
4 —2 =2
Az=|4 —2 —2|=0. Portanto: A=-7/8, D=-3/4, E=0,F=1
4 2 -5

Queda la igualdad: -7/8.x* + y* -3/4x +1=0< -- > 7x* -8y’ +6x —8 = 0

Forma reducida:

Agrupando (método de Gauss) obtengo:
7.0¢+6/7X)—8y*—8=0 --> 7.(x + 6/14)>— 7.36/14> -8y’ -8 = 0

- > 7.(x + 6/14)* -8y* -8 = 260/28
¥
~ 1~

AR

Es una hipérbola con centro en (-6/14 , 0)
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IV.- GEOMETRIA VECTORIAL. Métodos Vectoriales

Los contenidos siguientes seran tratados vectorialmente. Exige tener
conocimientos del calculo vectorial y matricial: Producto escalar,
Producto vectorial, Producto mixto, Calculo de determinantes, ...

Recta determinada por dos puntos:

Los resultados en el plano son faciles de obtener a partir de los
resultados en el espacio.

Tengo dos puntos A(al,a2,a3), B(b1,b2,b3) enels.r. R ={0; el,e2,e3},
donde {el,e2,e3} es base ortonormal.

X

Dos puntos Ay B, un vector AB que determina la recta. Otro punto X,
otro vector AX. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) El punto X esta en la recta precisamente si AX = u.AB, para
algun valor real u.

b) El punto X esta en la recta precisamente si ABXAX = O
(vector cero).

Si calculamos en cada caso tenemos lo siguiente:
(x-al,y-a2,z—a3)=u.(bl—-al, b2-a2, b3 -a3)-->

x-al _ y-a2 _ z-a3 (1)
bl-al  b2—a2  b3-a3
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x—al=(bl—al).u
y también y—a2=(b2—-a2).u (2)
z—a3 = (b3 —a3).u
Por otro lado,

ABXAX =[(bl-al).el + (b2-a2).e2 + (b3-a3).e3] x [(x-al).el + (y-
a2).e2 + (z-al3).e3] =

= [(b2-a2).(z-a3) — (b3-a3).((y-a2)].el +
-[(b1-al).(z-a3) - (b3-a3).(x-al)].e2 +
+[(bl1-al).(y-a2) — (b2-a2).(x-al)].e3 =

(en forma de determinante
el ez e3
=({bl—al b2—a2 b3—a3
x—al y—az z—a3

NOTA: Otra forma seria la siguiente: OX = OA + u.AB -- >

(X, v¥,2) =(al, a2, a3) + u.(bl-al, b2-a2, b3-a3) , que nos lleva a los
mismos resultados (1) y (2).

Ecuacion paramétrica-vectorial de la recta:
Recta determinada por dos puntos A 'y B:

AX =t. AB, omejor: OX=0A+tAB
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Coordenadas homogéneas de los puntos de una recta:

En la recta r fijamos A como punto origen y el vector AB como unidad
de medida.

& B piA

Para un punto X cualquiera tenemos AX =t.AB
Desde el origen O de coordenadas seria: OX = OA + t.AB

Cuando t recorre el conjunto R de los nimeros reales el punto X recorre
larectar.

Introducimos otro parametro u de modo que u.AX =t.AB, equivalente
a AX =§ .AB , que tiene significado real cuando u # 0. Cuandou =0
diremos que X corresponde al punto del infinito de r,, (Recta ampliada)

Ahora la correspondencia de 7., es biunivoca con R+ {co}.

La correspondencia es (t, u) --->X.
Otro para (t’, u’) tal que % = % lleva asociado el mismo punto X.

Esto nos lleva a definir clases de equivalencia: Dado (t, u), este
representa la clase de todos los (t’, u”) que cumplen lo anterior.

Casuistica: (0, 0) conste de s6lo este par, y por se 0/0 una
indeterminacion representa cualquier punto X. La clase (0, 1)
corresponde al punto A; laclase (1, 1) corresponde al punto B; la clase
(1, 0) corresponde al punto del infinito.

Def.: Diremos que (t, u) son las coordenadas homogéneas de X.
Interseccion de dos rectas:

78



Geometria Vectorial: Métodos Vectoriales

Sean dos rectas: rl que pasa por A 'y vector normal W, r2 que pasa por
B y admite vector director V. Sus ecuaciones:

WX AX =0, BX =tV
Localizamos todo desde el punto A situado en rl, con lo cual

WxAX=0, AX=AB +tV

Suponiendo que X es punto comun tenemos

0=WX(AB+tV)=WXAB +t. WxV

Casuistica:
a WxV =0y WxAB=0 -->coinciden
b WxV =0y WxAB # 0 -- > son paralelas
c WxV#0y WxAB=0-->Se cortan en un punto
d WxV =0y WxAB # 0 -- > No se cortan, se cruzan

Anélisis: En el caso a, Wy V son paralelos y por tanto lo son las rectas,
ademas Ay B dan AB paralelo con Wy V, estan sobre la misma recta

En el caso b, como hemos dicho las rectas son paralelas.

En el caso c, Wy V no son paralelos, y W x AB =0. De 0=WxAB +
tWxV hadeser t =0,y entonces AX = AB, esdecir X =B. Se cortan
en el punto B.
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—|WxAB|
\Wxv|

Enelcasod, 0=/WxXxAB/ +t./ WxV/ -->t= , que nos

lleva a una solucién, punto comun.

Recta que pasa por un punto y se apoya en otras dos rectas:
Solucion gréfica:

Sean las rectas rl: OX = OA + 1.V, r2: 0Y =0B + uW
y otra recta r, genérica, que pasa por P, punto fijo.

El punto P y el vector V determinan un plano m1, y el puntoPy W
determinan otro plano m2. Si V x W % 0 los planos no coinciden, y
teniendo el punto comdn P, necesariamente se cortan seglin una recta.

Solucién analitica-vectorial:

Sean las rectas rl;: OX = OA +1t.V, r2: OY = 0B + uW
y otra recta r, genérica, que pasa por P, punto fijo.
Las anteriores podemos expresarlas asi

PX=PA+tV, PY =PB + uW

Supongamos que Q y R son puntos de rl, r2, en los que se apoya la recta
r. Tenemos
0=PQ x PR = (PA+t.V) x (PB+u.W) =

= (PA x PB) + u.(PAXW) + t.(VxPB) + (t.u).(V x W)
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Haciendo producto escalar con W

0=W * (PAXPB) +0+t. W * (VxPB) + 0 -- >
0 = W*(PAXPB) + t. W*(VXPB)

de donde puedo despejar el valor de t.

Casuistica:
a. W*(VxPB) # 0 -- > Obtengo valor de t, y PQ = PA + t.V
b. W*(VxPB)=0 y W*(PAXPB) # 0 -- > Q estaen el

infinito, y r es paralelaarl.
W*(VxPB) =0 y W*(PAXPB) =0 -- > t es indeterminado

y r coincide con rl.

Obtenido el punto Q, la ecuaciénderes: PQxPX =0

0K = 04 + t. AB 4+ u AC

Tengo tres puntos A(al,a2,a3), B(b1,b2,b3), C(c1,c2,c3 enels.r.R=
{O; el,e2,e3}, donde {el,e2,e3} es base ortonormal.

Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

a) Punto X esta en el plano precisamente si
AX =t AB +u.AC 3)
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b) Un punto X esté en el plano precisamente si
AX*(ABXAC) =0, (valor real cero) 4

En cada caso obtenemos los siguientes resultados.

(x-al,y-a2, z-a3) =t.(b1 —al, b2 —a2, b3 —a3) + u.(cl —al, c2-az2, c3
—-a3) -->
x—al=((bl-al).t+(cl—al).u
y—a2=(b2—-a2).t+(c2—-a2).u 5)
z—a3 = (b3 —a3).t+ (c3—a3).u

donde t, u son pardmetros.

NOTA: Otra forma seria la siguiente: OX = OA + t.AB + u.AC
de donde
(x,y,2) =(al, a2, a3) + t.(bl-al, b2-a2, b3-a3) +

+ u.(cl-al,c2-a2,c3-a3), que nos lleva al resultado (5).
Por otro lado AX*(ABXAC) = 0, nos lleva al resultado

ABXAC = [(bl-al).e1+(b2-a2).e2+(b3-a3).e3] x [(c1l-al).el+(c2-
a2).e2+(c3-a3).e3] =

= [(b2-a2).(c3-a3) — (b3-a3).((c2-a2)].el +
-[(b1-al).(c3-a3) - (b3-a3).(c1l-al)].e2 +
+[(b1-al).(c2-a2) — (b2-a2).(cl-al)].e3 ,

y teniendo en cuenta que ec*e, =1si h =k, e*e, =0si h # Kk, queda
x—al y—e2 z—e3

bl—al b2—a2 b3—a3 |=0 (V)
cl—al c2—a2 c3—a3
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Ecuacion de primer grado con tres variables (El plano):
Sea Ax+By+Cz+D=0 *)

Necesariamente A= 06 B #0 6 C # 0, yaque de otro modo
tendriamos D =0, lo cual exige que D =0, y no tendriamos ecuacion.

Por ejemplo sea A # 0. Entonces despejo x:

xz—% .(B.y+C.z+ D), donde y, zson

variables libres.

Dando un valory = b2, z=b3, y llamando bl al valor obtenido

bl= —=.(B.b2+C.b3+D), y B= (b1, b2, b3)

Si X =(X,y, 2) esotrasolucion cualquiera, tenemos:
Ax+By+Cz+D=0
Abl+B.b2+Cbh3+D=0

Restandolas: A.(x —bl) +B.(y—b2)+C.(z-b3)+D=0

de donde (x—b1)= - .(B.(y-b2) +C.z—b3) + D

e
/

Si X =(X, Y, z) esotrasolucion cualquiera

OX =0B+BX --> OX-0B =
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=(x—bl).el+ (y—b2).e2+ (z-b3)e3=
=[~~ .(B.(y—b2) + C(z—b3) + D] el + (y—b2).e2 + (z— b3).e3 =
= (y-b2).[-2 .e1+e2] + (z—b3).[~-.e1+e3] =

Haciendo w1l = -g .el+e2, w2= —% .el+e3

=(y—b2). wl+ (z—b3).w2

Por lo que acabamos de obtener, cualquier punto X = (X, y, z), solucién
de la ecuacion (*) es de la forma

OX =0B + (y—b2).wl + (z—b3).w2, donde B = (bl, b2, b3) es una
solucion particular.

NOTA: El resultado anterior es lo que, desde otro punto de vista,
llamamos “Variedad afin de dimension dos”, donde el Subespacio
vectorial subyacente viene generado por {w1, w2}.

Z

E_;}ffifﬁ
< 3

Conclusion: Evidentemente, las soluciones de la ecuacion (*) llenan un
plano en el espacio.
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Vector Ortogonal al plano: Ax+B.y+C.z+D=0

Sea en vector w = A.el + B.e2 + C.e3, y sean dos soluciones de la
ecuacién, es decir, dos puntos del plano B = (b1, b2, b3) , X =(X, Y, 2).

El vector v= (x—bl).el + (y- b2).e2 + (z—b3).e3 pertenece al
subespacio director del plano. Si w fuese ortogonal con v podriamos
deducir que w es ortogonal al plano, esto es, es ortogonal a cualquier
vector del subespacio vectorial.

Tenemos w * v =

=(Ael+B.e2+C.e3) * ((x—bl).el + (y- b2).e2 + (z—-b3).e3) =
(si {el, e2, e3} es ortonormal)

=A(xX-bl)+B.(y—b2)+C.(z—b3) =

=(Ax+By+C.z)-(Abl+B.b2+Cbh3)=(-D)-(-D)=0.

NOTA: Supongamos que {v1, v2, v3} es cualquiera. Por definicion del
producto vectorial v; X v; es perpendicular a los dos factores. Tomando
el vector w=A.(v2xv3 + B.(v3xvl) + C.(vl x v2) tenemos

(A.(v2 X V3 + B.(v3 X V1) + C.(v1 X v2)) *
* (X —b1).v1 + (y- b2).v2 + (z — b3).v3) =

= A.(x — b1).((VIxv3)*V1) + B.(y — b2).(v3xv1)*v2) +
+ C.(z — b3).((vIxv2)*V3) =

(llamando k al valor del volumen del tetraedro (v1, v2, v3), estoesk =
(V1 xv2)*v3)

=k (A(x-bl)+B.(y-b2)+C.(z-b3)) =k0=0
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w3
v

1

Esto significa que en cualquier sistema de referencia, y por tanto en
cualquier base {el, e2, e3}, el vector w=A.el +B.e2+ C.e3 es
perpendicular (ortogonal) al plano.

Observa que (v1 xv2)*v3) = (v2xVv3)*vl) = (v3 xVvl)*v2)
Otra forma para definir un plano:

SiW =(a, b, c) esun vector perpendicular al plano y B un punto en
dicho plano, para cualquier punto X (X, y, z) del plano se cumple

W * BX =0, de donde
0= (a.el +b.e2 + c.e3) * ((x-bl).el + (y-b2).e2 + (z-b3).b3) =
= a.(x-b1).(e1*el) + [a.(y-b2) + b.(x-b1)].(e1*e2) +
+ [a.(z-b3) + c.(x-b1)].(e1*e3) + b.(y-b2).(e2*€2) + c.(z-b3).(e3*e3) =

(tabla de doble entrada)

x—bl y—b2 z-—b3

a. elxel elxe2 elxe3
b. e2xel e2xe2 e2x*e3
C. e3xel e3xe2 e3xe3

donde tendremos en cuenta que e * e, = e, * e
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Los valores ec* e del interior de la tabla definen el producto escalar *.

En la definicion del producto escalar ordinario:
e*ep, =1sik=h, e*e, =0si kK#h
y entonces:
0=(ael+b.e2+c.e3d)*((x-bl).el + (y-b2).e2 + (z-b3).b3) =
= a.(x-bl) + b.(y-b2) + c.(z-b3)

Distancia desde un punto a un plano:
A) Supongamos que el plano viene definido por W * BX = 0,
donde

w=(a, b, c) yB(bl, b2, b3) son los dados en el punto anterior.

Los punto de la recta r perpendicular a m pasando por P quedan
localizados asi:

OX =0P +tw
X
P
T
-
w

Si Q es el punto de corte con el plano: OQ = OP +tw
En vector BQ es tal que BQ*w = 0.
BQ=BO+OP+tw, BQ=BP+tw,
0=w*(BP +tw) =w* BP + t.(w*w), de donde
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W*PB=t.(w*w), t= V‘VN*TI;B , portanto PQ =t .w =22

wrw

Evidentemente el segmento PQ es el camino mas corto desde P hasta el
plano m.

Conclusion: Si el vector w tiene la orientacion de P a Q, y ademas /w/
=1, entonces d(P,m)=t=w*PB

B) Si el plano viene dado por su ecuacién general

m:Ax+By+C.z+D=0, losmas practico es tomar el vector
perpendicular al plano: w=A.el + B.e2 + C.e3, y aplicar el proceso
anterior, después de obtener un punto B del plano. El punto B lo
obtenemos dando un valor a las dos incognitas que consideremos libres.

Plano cortando a un segmento:

Sean el plano my el segmento PQ. El punto comin es el punto C,y P’

, Q’ son los puntos de corte de las perpendiculares por P y por Q. Por

: CPr PC PPr d(P,m)
semejanza se cumple —_—= —= — =
cQr  QC Q@  d@m)
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F

Interseccion de recta y plano:
Sealarecta OX=0A+tv, yelplano w*BX =0, 0bien

0=w™*(OX-0B). Sielpunto X es comun (punto de corte)
tenemos

O=w*(OA+tv)-w*0OB, w=*(OB-0A)=w=*tv=t (W),
de donde

W * AB = t.(w*v), de donde t= V::ff . Asi el punto comin X queda
localizado por
OX = OA + 222

Interseccion de dos planos:

Sean dos planos m1: wl* AX =0, m2:w2*BY =0, donde A, B
son puntos fijos de m1, m2, y w1, w2 son vectores ortogonales a m1,
m2, respectivamente.

Poniendo OX = OA + AX, AX=0X-0A, yentonces 0 =wl* AX

=wl* (OX-0A)--> wl*O0X=wl*0A, ydel mismo modo
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w2 * QY =w2 * OB. (D)

A) Suponemos que {w1, w2} constituye una base, es decir wl,
w2 son
linealmente independientes. Por lo tanto, en union con el punto O
determinan un plano.

Sea OZ = z1.w1 + z2.w2 sobre el citado plano, y suponemos que Z es
comun a los dos planos. Entonces, sustituyéndolo en las dos igualdades
de (1), tenemos el siguiente sistema:

{Wl * (z1.wl + z2.w2) = wl +0A de

w2 * (z1.wl + z2.w2) = w2 * OB’
donde

{(Wl *wl).z1+ (Wl *w2).22 =wl*0A
w2 *wl).z1 + (W2 *w2).22 =w2 * 0B’
son z1, z2.

(2)

Evidentemente el sistema es compatible determinado:

cuyas incégnitas

wl+*wl wlxw?2 0
w2+xwl w2x*xw?2

Sea Z esta solucion, que es un punto comun a los dos planos.
Para cualquier otra solucion Z’, en el caso de existir, se cumplira
wl*Z72°=0, y w2*Z72’=0

lo cual significa que el vector ZZ’ es ortogonal al plano determinado
por
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(w1, w2), lo que a su vez significa que ZZ’ es paraleloa w1l x w2.
Puesto que Z’ es otra solucion cualquiera, llegamos a que el conjunto de
puntos comunes viene determinado por

OX=0Y +t.(wlxw2), donde Y esuna
solucion previamente obtenida resolviendo el sistema (2).

w2 = t.wl. Entonces, si X es un punto comin
wl*OX=wl*O0A, y tWwl*0OX)=t(wl*OB) -->
t.(Ww1*OA) =t. (wl1*OB) = w2*0OB, es decir
t.(Ww1*OA) = w2 * OB ©)

Esta ultima igualdad es condicién necesaria para que tengan algun punto
comun. Si no se cumple los planos son paralelos.

En el caso de cumplirse la condicion (3), si Z fuese una solucion
tendriamos

wl*0Z=wl*OA, vy ademds w2*0OZ=(twl)*0OZ=t(wl*
0Z) =t .(wl* OA) = (envirtud de (3)) = w2 * OB, y por tanto el
punto Z también esta en el plano m2. Los dos planos coinciden.

Interseccion de tres planos:

Sean tres planos distintos:
wl % AX = 0, planoml
w2 * BY = 0, planom?2
w3 * CZ = 0, planom3

donde A, B, C son un punto conocido del plano, mientras X, Y, Z
son el punto genérico del plano correspondiente.
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Teniendo en cuenta que : AX = OX — OA , para el primer plano tengo

wl* OX =wl*OA, y del mismo modo en los otros dos planos,
wl*0X =wlx*0A

quedando w2 *0Y = w2 * OB (1)
w3 *0Z =w3%*0C

A) Supongamos que {w1, w2, w3} constituyen base del espacio
vectorial V3 .

Un punto cualquiera, que podemos suponer sea comun a los tres planos,
es de laforma OT =tl.wl + t2.w2 + t3.w3. Por ser comun a los tres
planos ha de cumplirse:

wl = (tl.wl + t2.w2 + t3.w3) =wl * 04
w2 * (tL.wl + t2.w2 + t3.w3) = w2 * 0B (2)
w3 * (tl.wl + t2.w2 + t3.w3) = w3 x0C

(wlwl).t1l + (Wl *w2).t2 + (wl *w3).t3 =wl=* 04
w2 *wl).t1 + (W2 *w2).t2 + (W2 *w3).t3 = w2 * OB
(w3 *wl).tl + (W3 *w2).t2 + (w3 *w3).t3 = w3 * 0C

@)

Por el hecho de ser los vectores w1, w2, w3, linealmente independiente,
este sistema es compatible determinado. Los planos tienen un Gnico
punto comdn.

B) Supongamos que wl, w2 son l.d., esto es w2 = a.wl para algin
valor

real a, mientras que w3 es l.i. con aquellos. Es evidente que los planos

m1, m2 son paralelos entre si, mientras m3 no lo es con ellos.

Entonces m3 cortaa m1y m2 segun rectas rl, r2, respectivamente. Si

X es un punto de r1, comdn a los planos m1, m3, tenemos
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{Wl*OXZWl*OA__>{W1*AX=0 s
w3 * 0X = w3 *0C w3xCX =0
(vll, v12, v13)*(x —al, y—a2, z—a3) =0 .
-—->
{(v31, v32, ¥33) % (x —cl, y—c2, z—c3) = 0 Si estamos
en base
ortonormal

{vll. (x—al)+vi2.(y —a2)+v13.(z—a3) =0 @)
v31.(x —cl) +v32.(y —c2) +v33.(z—c3) =0

Este sistema es compatible y contiene una incégnita libre. Determina
una recta en el espacio.

Del mismo modo si considero X punto de r2, esto es, comin de m2 y
m3. Obtengo el sistema

{le.(x—b1)+v22.(y—b2) +v33.(z—3)=0 5)
v3l.(x —cl) +v32.(y —c2) +v33.(z—¢c3) =0

C) Si la dimensidn del subespacio generado por {wl, w2, w3} es
uno, lo cual significa que w2 =a.wl, w3 =Db.wl, significa que los tres
planos son paralelos entre si. Siendo distintos no tienen punto comun.

Distancia entre dos rectas:
Designamos por " el producto vectorial.

Sean dos rectas distintas rl: AX*"AB=0, r2:CY~CD=0, donde
A, B son puntos de rl, C, D son puntos de r2.

Es evidente que la menor distancia entre un punto X de rl1y un punto
Y de r2 es la que se obtiene siguiendo el camino de la perpendicular
comun.
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El vector w= AB” CD es ortogonal al mismo tiempo con AB
director de rl, y con CD director de r2. Entonces w es director de
una recta perpendicular con rl y con r2. Deseamos obtener la
perpendicular comin que ademas corte a ambas rectas.

Tomo X punto genérico en rl, Y punto genérico en r2. Impongo que
XY =tw, yademds XY *AB=0, XY *CD=0.

OX =0A +a.AB, OY=0C+c.CD
OY =0X --> XY = (OC +¢.CD) — (OA + a.AB) -->
XY = AC +(c.CD-a.AB) -->t.(AB~CD)= AC + (c.CD - a.AB)
donde t, a, ¢ son incdgnitas.
En una base ortonormal
el e2 e3

ABA"CD= [b1—al b2—a2 b3 —a3|,supongamos
dl—cl d2—-c2 d3—c3

AB /" CD =ml.el + m2.e2 + m3.e3, entonces

ml.t = (c1—al)+c.(dl1—cl)—a.(bl —al)
m2.t=(c2—a2)+c.(d2—-c2)—a.(b2—a2) (6)
m3.t = (c3—a3) +c.(d3 —c3) —a.(b3 —al3)

Sistema cuyas incognitas son t, ¢, a.

t. ((b2- a2).(d3-c3)-(b3-a3).(d2-c2),

t.(wxAB)=0 __ (t.(AB*(ABACD)) =0
{t.(W*CD)=O" {t.(CD*(ABACD))=O
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Haz de Planos:

Def.: Haz de planos es la familia de planos que pasan por una misma
recta, llamada arista del haz.

Dados dos planos m1: wl1*AX =0, m2: w2*BY =0, sino son
paralelos se cortaran segun una recta r (cuyos puntos son comunes a los
dos planos). Si P esun punto der se cumple: wl1*PX =0, w2*PY =0.

Diremos que m1, m2 definen (determinan) el haz de planos cuya arista
esr.

La expresiéon (t.wl+uw2)* PZ=0, donde Pes un punto der (el de
antes), define un plano. Veamos que pertenece al haz anterior, para lo
cual hemos de probar que pasa por la rectar.

Si Q es otro punto de r tengo: (t.wl + u.w2)*PQ = t.(W1*PQ) +
u.(w2*PQ) = (Puesto que Q estaenmlyenm2)=t0+u.0=0.

Afirmamos que el haz de planos, con vértice r y generado por m1ly m2,
gueda determinado por la relacién
(twl+uw2)*PX=0

Nos queda probar lo siguiente (Reciproco de la anterior).

Sea w*PX =0 un plano que pertenece a esta familia que es el haz, y
por tanto es un plano m que pasa por larecta r. P esun puntodery
consideramos ademas otro punto Q de r, y por tanto cumple: w*PQ =0
(va que el plano contiene ar). Observamos que w es ortogonal con la
rectar, y por tanto existen valores a, b tales que w=awl + b.w2.
Entonces

0 = (a.wl + b.w2)*PQ = a.(w1*PQ) + b.(w2*PQ), de donde

.0 bien a= Z2WzPQ)

que = — Entonces
w2*PQ w1*PQ w1*PQ
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_ —b.(w2*PQ)

W1ePQ .wl+b.w2, vy por tanto

_ ~b.(w2:PQ) 3
0= (—wl*PQ wl+b.w2)*PX -->

[-b.(W2*PQ).wl + b.(w1*PQ).w2]*PX =0

Esto prueba que el citado plano pertenece al haz generado por el
referido haz.

Aplicacion:

1.- Los puntos A(1,0,0), B(0,1,1) determinan una recta que es la arista
del haz de planos generado por los planos m1: wl*AX =0, mz2:
w2*AY =0, donde wl=el+e2, w2=e2+e3.

La ecuacion del haz de planos es: a.(w1*AX) + b.(w2*AX) = 0.

Se pide el plano de este haz que pase por el punto Q(1,1,1).

Radiacion de Planos:

Def.: Radiacién de planos es la familia de planos que pasan por un
mismo punto, comdn a los tres planos. Este punto lo [lamamos vértice
de la radiacion.

Sea tres de estos planos y P el punto coman (vértice):
ml: wl*PX =0, m2: w2*PY =0, m3: w3*PZ =0

Analizamos la expresion (a.wl + b.w2 + c.w3)* PT = 0.
Desarrollandola tenemos  a.(w1*PT) + b.(w2*PT) + c.(w3*PT) =

a.0+b.0+c.0=0, yaque T cumple la condicion para estar en m1, m2,
m3. Esto nos dice que
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(awl +bw2 +cw3)* PX=0 define una familia de
planos que tienen en comun el punto P, y por tanto es un subconjunto
perteneciente a la radiacion con vértice P.

Reciproco. Sea m un plano que contiene el punto P: w*PX = 0. Este
vector w puede expresarse asi (ya que {wl, w2, w3} constituyen base
por ser l.i.)

w =twl + uw2 + zw3. Entonces

0=(twl +uw2+zw3)*PX= ... =..... =(, porque, al ser P el
vértice de la radiacion , el punto X también cumple la condicion para
estar en m1, m2, m3. Por tanto el plano w*PX = 0 pertenece a la
radiacion en cuestion.

Aplicacion:
1.- Seael punto A(1,1,1) que tomamos como Vértice de la radiacién de
planos determinada por los planos m1: w1*AX =0, m2: w2*AY =0,
m3: w3*AZ =0, donde wl=el+e2, w2=e2+e3. w3=el+e2+
e3.
La radiacion de planos viene determinada por:

a.(Ww1*AX) + b.(w2*AX) + c.(w3*AX) =0

Se pide un plano de esta radiacion que pase por el punto Q(1,1,1).

NOTA: Es evidente que un tratamiento analogo podemos hacer si los
planos vienen dados en forma cartesiana, tanto en el caso del haz como
en el caso de la radiacion.

Haz de rectas. Radiacion de rectas:

Dadas dos rectas r1: AX =t.AB, r2: AY = u.AC, que tienenel
punto A en coman.
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Otra recta r que pasa por A puede ser de la forma: AX =t.AB + u.AC.

Los dos vectores V = AB, W = AC con el punto A determinan un
plano m, de modo que cuando el par (t, u) recorre R?, la expresion

AX =t.AB + u.AC.

nos da una recta sobre my que pasa por A. Tenemos un haz de rectas
(coplanarias), formado por todas las rectas que estando sobre m pasan
por el punto A.

Si tenemos otra recta r3: AX = v.AD, también pasando por A,
entonces

AX = tAB+uAC+Vv.AD

representa una radiacion de recta, la formada por todas las rectas del
espacio que pasan por A.

La Esfera:

Def.: Fijados un punto C y un valor real R, llamamos esfera al I.g. de
los puntos X que satisfacen la siguiente igualdad

CX*CX = R? (1)

“Es el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto C la
distancia R.”. Estamos hablando de la superficie esférica. El “macizo’
de la esfera, esto es, la superficie mas su interior responde a la
desigualdad ~ CX*CX < R?, relacionado con el “Volumen de la
esfera”.

B

El punto C es el centro y R es su radio.

Localizando puntos desde el origen O tenemos
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(OX-0OC)*(0X-0C) = R? --> OX*OX —2.0C*OX + OC*OC —R*=0
y que desarrollando en cartesianas conduce a una expresion de la forma
AXC+AY +AZZ+D=R? ysiP=0, X*+y*+7°=R?
Interseccion entre recta y esfera:
Sea la recta r determinada por los puntos Ay B
OX=0A +t.AB
Tengo la esfera OX*OX —2.0C*OX + OC*OC —R*=0
Sustituyo aquella en ésta, y tengo

0= (OA + . AB)*( OA + t.AB) — 2.0C*( OA + t.AB) + OC*OC — R?

0 = t“.(AB*AB) + 2.t.(OA*AB) — 2.t.0C*AB + OA*OA — 2.0C*OA +
+0OC*0OC — R?
0 hien

t2.(AB*AB) + 2.t.((OA- OC)*AB) + [OA*OA —2.0C*OA +
+0C*0OC-R¥=0 (2)
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ecuacién de segundo grado con incognita t. Resuelta ésta tenemos los

puntos (caso de valores reales):
{OXl =0A+tl.AB

0X2 =0A+t2.AB 3)

Si t1, t2 son sus soluciones ,

tl, t2 reales y distintos — dos puntos
puede ocurrir:{ t1 = t2reales - punto de tangencia
t1,t2 complejos no reales — no se cortan

Potencia de un punto respecto de la esfera:

Visto lo expuesto en el punto anterior, tomamos ahora como punto A de
la rectar, origen del vector AB, el pie de la perpendicular a r desde el
centro C de la esfera. Entonces

t°.(AB*AB) + 2.t.((OA- OC)*AB) + [OA*OA —2.0C*OA +
+0C*OC-R* =0 (4)

Teniendo en cuenta que OA — OC = CA, y que CA es ortogonal con
AB, tengo

t°.(AB*AB) + [OA*OA —2.0C*OA + OC*OC —R’] =0 (5)

Si tomamos como unidad de medida AB, lo que significa que /AB/ =1,
nos queda

t* + [OA*OA — 2.0C*OA + OC*OC —R’] =0 (6)
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Pero OA=0C + CA, por lo cual, el término constante de (6) queda
asi
(OC+CA)*(OC+CA) — 2.0C*(OC+CA) + OC*OC — R? =

= OC*OC + CA*CA + 2.0C*CA - 2.0C*0OC - 2.0C*CA + OC*OC —
R? = CA*CA - R? , y por tanto la igualdad (6) queda de la forma

t? + [CA*CA-R’ =0 (7

NOTA: Las ecuaciones anteriores son equivalentes, y la eleccion del
punto A no merma la generalidad del resultado, si bien permite obtener
facilmente el valor final de la potencia de A.

Sabemos que el producto t1.t2 de las dos soluciones es igual al valor
del término independiente CA*CA —R?, esto es

t1.t2= CA*CA-R’
Ahora bien, si X1, X2 son los puntos de corte con la esfera, tengo
AX1= t1.AB, AX2=1t2.AB, ysiendo/AB/=1, sera
[AX1/ =11, [AX2/=12, demodo que

dist(AX1) . dist(AX2) = CA*CA —R? , donde las
distancias van dotadas de signo.
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En la figura: AX1.AX2 = AY1.AY2 = CA*CA - R?

Teorema de Steiner: “El producto de los segmentos AX1, AX2,
dotados con su signo, es constante cualquiera que sea la recta r que pasa
por A, y su valor coincide con el valor que resulta cuando en la
ecuacion de la esfera CX*CX — R? = 0 sustituimos X por A”.

=a

También aqui AX1.AX2 = AY1.AY2 = CA*CA — R?

Def.
Diremos que el punto A tiene potencia CA*CA — R? respecto de la
esfera CX*CX — R%> =0, con centro C y radio R.

Lugar geométrico de los puntos equipotenciales respecto de dos
esferas:

Se trata de determinar el .g. de aquellos puntos Z tales que el valor de
su potencia sea el mismo respecto de E1 y de E2.

Tengo dos esferas E1l: CX*CX -R?=0, centroenC
E2: DY*DY —R’>=0, centroen D
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El valor de la potencia de A respecto de cada una es
Pot(A;E1) = CA*CA — R?
Pot(A;E2) = DA*DA — R*?

En la figura mostramos A como equipotente respecto de las dos esferas:
CA*CA —R?’= DA*DA -R”

Esto significa lo siguiente:  Si x1, X2, y1, y2 son los puntos de corte
con la esfera de la recta r que pasa por A, se cumple
Ax1.Ax2 = Ayl.Ay2

Si Z es otro punto cualquiera equipotente
CZ*CZ-R*= DZ*DZ - R*

Desarrollandolas
0Z*0Z - 2.0C*0Z + OC*OC - R* =
= 0Z*0Z — 2.0D*0Z + OD*OD — R
Trasponemos términos
(2.0D*0Z - OD*OD + R*%) —2.0C*0Z + OC*OC - R*=0
2.0D*(0Z - 0D) — 2.0C*(0Z—-0C) +R>~R?*=0  (8)
2.(0D — OC)*OZ — 2.(OD*OD + OC*OC) + R2—R?=0 (8")

Si tomamos el origen O en el punto C nos queda (sustituye O por C)
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2.CD*CZ-2.CD*CD +R?-R?*=0 (9)
Si A es una solucidn particular de esta ultima, tenemos
2.CD*CA - 2.CD*CD +R”?-R*=0

y restandolas:
2.CD*CZ-2.CD*CA=0--> CD*CZ-CD*CA =0,

0 bien: CD*(CZ - CA) =0, teniendo en cuentaque CZ=CA + AZ,
tengo CZ-CA=AZ, y portanto
CD*AZ=0 (10)

Conclusion: “El lugar geométrico de los puntos equipotentes respecto
de dos esferas es el plano perpendicular al segmento que une sus
centros, y que pasa por uno de los puntos equipolentes A”.
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Interseccion de un plano con la esfera:
Sea la esfera E: CX*CX —R*=0, y sea el plano m: w*AY = 0.

Dado el plano elegimos el punto A que sea el pie de la perpendicular a
m desde el punto C centro de la esfera, de modo que w = CA.

Asi tengo: CX*CX — R%=0, CA*AY =0, o bien: CY =CA + AY

Si X es un punto comun, tengo

R? = (CA+AX)* (CA+AX) = CA*CA + 2.CA*AX + AX*AX, y
como CA*CX =0, queda: R?=CA*CA + AX*AX, o bien

AX*AX = (R* = CA*CA),

y como X esta confinado en el plano m, resulta que es una
circunferencia sobre el plano m con centro en A y radio
r’= R®—~ CA*CA
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Cuaterna arménica de cuatro puntos alineados:

Def.: Sitenemos cuatro puntos alineados A, B, C, D, llamamos “Razon
Doble” al siguiente valor representado por (ABCD)

AD

AC
(ABCD) =2-: =

C
%/_’Bk//

Por ser colineales: AC = c.AB, AD =d.AB, podemos expresarlo como
sigue

(11)

AC_AD _ AC . AD _  CcAB . dAB _
BC BD  AC-AB  AD-AB  (c-1).AB  (d-1).AB
c d

= : 12

(c-1) (d-1) ( )

Con frecuencia los representamos de la forma

E
y G

Def.: Decimos que la cuaterna es armonica (que los puntos estan
distribuidos armdnicamente) cuando (ABCD) = -1.

c . d . c . d
(c-1) " (d-1) (c-1) "~ (1-ad)’
donde c—cd=cd-d--> c+d=2.cd.

Entonces, si es armonica: -1 = de

“Dados dos puntos A, B, la condicion para que C y D, alineados con
ellos de la forma
AC =c.AB, AD =d.AB,
estén separados armonicamente de A, B es que se cumpla
2cd=c+d (13)
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Par de puntos separados armaénicamente por una esferas:

En el estudio de la interseccion entre recta y esfera teniamos lo
siguiente.

Dadas la esfera CX*CX —R?=0, y larecta AX =t.AB, los valores t1,
t2 que permiten obtener los puntos comunes: OX1 = OA +t1.AB, OX2
= OA +t2.AB, los obtenemos resolviendo la ecuacion

CX*CX - R?= AX -t.AB

la cual, teniendo en cuenta que: CX=0X -0C, AX=0X-O0A,
gueda asi

t2.(AB*AB) + 2.t.((OA- OC)*AB) + [OA*OA —2.0C*OA +
+0C*OC-R =0 (14)

Si hacemos que el centro C de la esfera coincida con O, tenemos

t?.(AB*AB) + 2.t.(CA*AB) + (CA*CA—-R?) =0 (15)
- ) 2.CAxAB CA*CA—R? _
o bien: t* + e bt Taep = 0
* * —R?
Sabemos que; t1+t2 = - 22448 4 pp = CACATRD
|AB|? |AB|?

La condicion (13) para que los puntos A, B, queden separados
armonicamente de los puntos X1, X2, (cortes con la esfera) exige que

2.(t112) = t1 + 12, estoes: 2.(CA* CA—R? =-2.(CA*AB)

o bien 2.(R*-CA* CA) =2.(CA * AB) (16)
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Reciprocamente, los puntos X1, X2 quedan separados arménicamente
por los puntos A, B que determinan la recta.

Def.: Decimos que los puntos Ay B quedan separados arménicamente
por la esfera. (En realidad: Separados armoénicamente por los puntos X1,
X2 obtenidos al cortar la esfera con la recta dada por AB).

La condicion (16), (R*-CA* CA) = (CA * AB) podemos expresarla
asi

CA*CA -R?+ CA*AB =0, ytambién
CA*(CA+AB)-R?*=0, CA*CB-R*’=0

Conclusion: La esfera CX*CX — R? = 0 separa armonicamente los
puntos Ay B precisamente si se cumple
CA*CB-R*=0 (17)

Observa que esta condicion resulta de sustituir X por A en uno de los
factores, y en el otro X por B.

Caso particular: Si A pertenece a la esfera entonces CA*CA = R?,
lo cual significa que queda separado armoénicamente consigo mismo.

Observar que: Suponiendo calculado los valores t1, t2, los puntos X1,
X2 vienen localizados por: AX1=1t1.AB, AX2=12.AB
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Figura polar asociada a un punto:
Recordamos el significado de la igualdad (17): CA*CB-R?*=0

Significa: “Los puntos A, B quedan separados armdnicamente por la
esfera, es decir por los puntos X1, X2 donde la recta determinada por
AB corta la esfera”

Sea P un punto fijo y la esfera CX*CX —R*=0.

Def.: Figura polar de P respecto de la esfera es el 1.g. de los puntos X
separados de P armonicamente por la esfera.

Significa que CP*CX-R*=0 (18)

Si Q es uno concreto de esos puntos que la satisfacen , tenemos

CP*CQ-R?=0, yrestandosela a la anterior nos queda
CP*(CX -CQ) =0, o bien: CP*QX =0 (19
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CP=CE =10

Esta ultima es la ecuacion del plano perpendicular al segmento CP y que
pasa por Q, siendo Q un punto (cualquiera) separado de P
arménicamente por la esfera.

Def.: Llamamos “figura polar de P” al lugar geométrico de los puntos
determinados por la relacion (18). (Que resulta ser un plano)

Def.: Llamamos “plano polar de P al plano definido por (19).

Caso particular: Si el punto P pertenece a la esfera: CP*CP = R?,
y el punto Q puede coincidir con P, y por tanto

CP*PX =0, (20)
que es el plano tangente a la esfera en el punto P.

E

Evolucion del plano polar cuando el punto P recorre una recta:

La igualdad CP*CX —R?=0 define la figura polar asociada al punto
P, que sabemos es un plano perpendicular a la recta determinada por P
y C.
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En esta igualdad el punto X esta separado de P armdnicamente por la
esfera con centro C y radio R.
CP=CY = 0

Sea larectar: AX = t.AB, recta determinada por Ay B, y hagamos que
P sea un punto cualquiera de esta recta. Por supuesto los puntos Ay B
tienen asociado su plano polar; CA*CX —R*=0, CB*CX-R*=0.

P

I

Tenemos
CP=CA+tAB=CA+t(CB-CA)=(1-1).CA+tCB
gue al dar valores a t recorre la recta r.

Lo llevo a la expresiéon (19)

R?=CP*CX=[(1-1).CA+tCB]*CX=
= (1- 1).CA*CX + t.CB*CX

Pero R? = (1 —1).R*+ t.R?, por tanto

(1-t).CA*CX + t.CB*CX = (1—1).R? +t.R?, de donde

0=(1-1).[R*- CA*CX] +t.[R*— CB*CX] (21)

Esta igualdad (21) representa un haz de planos generado por los planos
111



ml: R?-(CA*CX) =0, m2: R~ CB*CX =0

que son el plano polar del punto A, y el plano polar del punto B, que
determinaban la recta r.

(Vi=zta Perfil)

En la figura A, B determinan la rectar. Suponemos que A, B son
separados armonicamente por la esfera, de modo que el plano polar
PolA de A pasa por B, y el plano polar PolB de B pasa por A. En la
figura se ven de perfil, y la recta comdn es la arista del haz de planos
por ellos generado, y cada uno de dichos planos es el polo de algin
punto de la recta r . Correspondencia biunivoca entre puntos de ry
planos del haz generado por PolA, PolB.

Un valor de t, t = a, determina un punto P de larecta CX =CA +a.AB,
y se corresponde con el siguiente planos del citado haz
(1-a).[R*- CA*CX] +a.[R*~CB*CX]=0

La arista del referido haz de planos es la interseccion de los planos m1,
m2

{RZ — (CA+CX) = 0 22)

R2— CB*xCX =0
Podemos obtenerla mas facilmente restamos miembro a miembro
0=CB*CX-CA*CX =(CB-CA)*CX =AB *CX,
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estoes: AB * CX =0, que determina los puntos de un plano ortogonal
con la recta AB y que pasa por el centro C de la esfera. Entonces la
arista viene dada por el siguiente sistema, interseccion de dos planos

{RZ — (CAxCX)=0 (22)

AB*xCX =0

NOTA 1. Recordemos que tanto el plano polar de A como el de B son
perpendiculares a las rectas respectivas AC y BC, y por tanto la recta
coman, arista del haz, también lo sera.

NOTA 2: Si A y B son dos puntos separados entre si arménicamente
por la esfera, entonces el plano polar de A pasa por By es ortogonal
con AC, y el plano polar de B pasa por Ay es ortogonal con BC.

Polar de una recta:

Hemos visto que los planos polares de los puntos de r: AX =t.AB
constituyen el haz de planos generado por los polares de A, B, y que su
arista s viene determinada por el sistema

R2— (CA*CX) = 0
{RZ—CB*CX=O (23)

Si Q es un punto de dicha aristas se cumplira R2 — (CA*CQ)= 0, o
bien R2 — (CQ = CA) = 0, lo cual significa que el punto A esta en el
plano polar de Q. Del mismo modo llego a que B esta en el plano polar
de Q. Puesto que Q es un punto cualquiera de la arista s, llegamos a que
los puntos A, B estan en el plano polar de cada punto Q de s. Esto nos
lleva a garantizar que la recta r generada por A, B es la arista del haz de
planos que esta en correspondencia biunivoca con los puntos de s.

Conclusion/Def.: Lamamos “recta polar” de r a la recta s arista del
haz producido por los puntos de r, y “recta polar” de s a la recta r arista
del haz producido por los puntos de s.
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Evolucion del plano polar de P cuando P recorre un plano:

Supongamos que el punto P es cualquiera dentro de un plano
determinado por los puntos D, E, F.

Tenemos CP =CD + t.DE + u.DF =CD + t.(CE - CD) + u.(CF - CD)
=(1-t-u).CD+t.CE+u.CF

Lo llevo a la expresion R*=CP*CX
R?=[(1-t—u).CD +t.DE+u.DF] = CX =
=(1—-t—u).CD+xCX+t.DE«CX+ u.DF «CX
Ahora R? = (1 —t—u).R? +t.R?* + u.R? , y por tanto
(1—t—u).R?+t.R>+u.R?> =
=(1—-t—u).CD+*CX+t.DE «CX +u.DF * CX,
de donde: 0=(1—t—u).[CD *CX — R?] +
+t.[DE * CX — R?] + u.[DE * CX — R?] (24)

gue define la radiacion de planos generada por el plano polar de D, de E
yde F.
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En esta figura vemos de perfil los planos polares respectivos. Hemos
supuesto que Dy F estan separados armonicamente por lo cual D esta
en PolF y F esta en PolD.

Esta radiacion tiene un vértice determinado por el siguiente sistema
CD+CX—R*=0
CExCX—R%*=0 (25)
CF+*CX—R*=0

Veamos como es el plano polar del vértice V de esta radiacion.

Si Q es un punto del citado plano, puesto que esta en cada uno de los
generadores de la radiacion, tengo

CD+CQ—R?>=0-->CQ+CD—R?=0-->DestadenPolQ
CE*CQ—R?=0-->CQ*CE —R?>=0-->EestaenPolQ
CF+*CQ—R?>=0-->CQ*CF—R?=0->Festaen PolQ

Estos tres puntos D, E, F generan un plano que, evidentemente coincide
con el plano PolQ. Podemos por tanto concluir.
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Conclusion/Def.: En “plano polar” del vértice V de la radiacion
producida por los puntos del plano generado por D, E, F, es
precisamente este plano generado por D, E, F.

Interseccion de dos esferas:
Sean dos esferas con centros C, D, y radios R, R’ . Sus ecuaciones
CX*CX=R?, DY*DY=R"

Teniendo en cuenta que CX=0X -0C, DY=0Y-0D, las
anteriores se convierten en

OX*OX — 2.0C*OX + OC*OC =R®
OY*QY - 2.0D*QY + OD*OD =R

Si X representa el punto comun en general, y de la primera resto la
segunda

2.0X*(0OD - OC) + (OC*OC — OD*OD) + R*~R’? =0

Entonces el l.g. de los puntos comunes viene dados por las soluciones
del sistema

{ OX*0X-2.0C*0X + OC*x0C — R?=0
2.0X*CD+0C+0C—0D+0D+R?>—R?=0

donde la primera es una de las esferas, y la segunda es la ecuacién de un
plano.

Para mejorar la presentacion y tratamiento del sistema anterior hacemos
lo siguiente: Llamo a*= R?- OC*OC, b?=R’? - OD*OD

Las dos esferas quedan asi: OX*0OX —2.0C*OX -a? =0
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OX*OX — 2.0D*OX - b*=0
De la primera resto la segunda: -2.(OC-OD)*OX + b*—~a?=0
y teniendo en cuentaque OD=0C+CD-->0C-0D=-CD,
el sistema equivalente al anterior es ahora

X x 0X - 2. X— a%=
{o %0 0Cx0 a2=0 1)

2.CDx0X + b?-a? =0

Veamos como queda el valor b?—a?, como sigue

(R’?- OD*0OD) — (R? - OC*0OC) = R’ — R? + (OC*OC — OD*OD)

Pongo OD = OC + CD, con lo cual

OC*OC — (OC + CD)*(OC + CD) = OC*OC — (OC*OC + 2.0C*CD +
+ CD*CD) = -2.0C*CD - CD*CD.
Si elegimos O coincidiendo con C, queda

b?—a?=R’*>-R?-CD*CD, Yy el Sistema (21) queda asi:

0X*0X — R2=0
12 2 (22)
2.CD+*0X—-CD*xCD+R“—-R*=0

Consultando el punto que trata el I.g. de los puntos equipotentes, la
segunda de las ecuaciones es la del plano de los puntos equipotentes
respecto de las dos esferas.

Conclusion: El lugar geométrico de los puntos comunes a dos esferas
es la circunferencia que resulta de cortar una de las esferas con el plano
de los puntos equipotentes respecto de ellas.



Cono tangente a un esfera:

Sea la esfera CX * CX - R* = 0. Vimos que dos puntos A, B quedan
separados armonicamente por la esfera precisamente si se cumple

(AB*AB).* + 2.(AB * CA).t+ (CA*CA)—R?=0 (1)

NOTA: Significa que Ay B, junto a los puntos X1, X2 de corte de la
recta determinada por A, B con la esfera, forman una cuaterna arménica.

(Consultese ... )

Ahora buscamos que la recta r determinada por A, B sea tangente a la
esfera. Tomamos la recta r genérica sustituyendo B por X, con lo cual
tenemos una familia de rectas que pasan por A.

Sustituyendo B por X en (1) tenemos
(AX *AX).t> + 2.(AX * CA).t + (CA*CA)-R*=0 (2
ecuacién de segundo grado que analizamos.
Radicando igualado a cero:
4.(AX * CA)* — 4.(AX * AX).[(CA * CA) -R°] =0 --- >
(AX * CA)? — (AX * AX).[(CA* CA)—R?] =0, o bien
(AX * AX).[(CA* CA) -R’] - (AX * CA)* =0 (3)
Puede quedar en la ecuacion equivalente
|AX|%. (|CA|? — R?) = (AX = CA)? 3y
Tengo asi para el I.g. de los puntos X de las rectas que pasan por Ay

son tangentes con la esfera
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{lAXlZ. (|CA|?> — R?) = (AX * CA)? (@)
AXxAX =0

La igualdad (3)’ puede ser modificada como sigue:
dividiendo por /AX/? --> (|CA|* — R?) = |CA|?.cos?(g)

R2
lcAl?

y dividiendo por /ICA/?--> 1 -

= cos?(g), g=ang(AX,AC)

(Observa que (AX * CA)? = (AX * AC)?)
Queda finalmente
R? 2
{1 ~ 2 = Cos2(AX, AC) )
AXxAX =0

La primera define precisamente el cono con vértice en Ay eje AC
formado por las rectas tangentes a la esfera. El cono seré real cuando A
sea exterior a la esfera (AC > R), coincide con el plano tangente cuando
A esté sobre la superficie de la esfera (AC = R), es imaginario si A es
interior (AC <R).

Cilindro tangente a una esfera:
En la ecuacion (AB*AB).t? + 2.(AB * CA).t + (CA* CA)-R?=0
hacemos que AB =V sea constante y unitario. Entonces

t?+2.(V*CA)t+(CA*CA)-R*=0 (6)
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Las soluciones t1, t2 llevadas a AX = t1.AB nos da los puntos de corte
de la recta con la esfera.

Imponemos la condicion de tangencia:

4.(V+CA?* —4.((CAxCA)—R?)=0-->
(V*CA)2 —CA*CA+R>2=0--> R2=CAxCA— (V*CA)? (6)
Esta igualdad podemos modificarla

CAxCA— (V% CA)? =

1 VxCA = VxV VxCA | _ Relacion de

“lvaca casca |Tlvsca caxca
Lagrange, y que V* CA=CA *V), Yy por tanto tengo
(V x CA) » (V x CA) =R? )

Es la ecuacion del cilindro (de revolucion) con eje pasando por Cy
direccion V, y radio R.
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Linea de contacto del cono y el cilindro con la esfera:
Para el cono:
Tomando la igualdad (3), tenemos

{(AX * AX).[(CA = CA)-R2] — (AX * CA)? = 0 ®)

CX *CX =R?
De la segunda, teniendo en cuenta que CX = CA + AX , tenemos
R?=(CA + AX) * (CA+ AX) = CA* CA + 2.CA * AX + AX * AX

de donde AX * AX =R?—(CA*CA)-2.(CA*AX), yllevadaa la
primera de (8) tenemos

0= [R?-(CA*CA)-2.(CA * AX)|.[CA*CA —R?] — (AX x CA)? =
=[R? - (CA % CA)-2.(CA * AX)].[R? — CA * CA] + (AX = CA)? =
= [R* = CA*CAJ? - 2.( CA*AX).[R* ~CA*CA] + (AX*CA)? =
= (puesto que (AX*CA)? = (CA*AX)? )
= [(R*- CA*CA) — (CA*AX)]* , de donde
(R? = CA*CA) — (CA*AX) =0 -->R? -CA* (CA+ AX) =0

estoes R® - CA*CX=0. Por tanto la curva de contacto es el l.g. de
los puntos que cumplen el sistema:

CX * CX = R?
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Para el cilindro:

La linea de contacto viene dada por el I.g. definido por el siguiente
sistema
{RZ = CAx CA— (V x CA)?

CX * CX = R? (10)

Si el punto X pertenece al cilindro, en la linea de contacto con la esfera,
tenemos R? = CX *CX — (V * CX)?, vy sustituyendo en esta la
segunda CX+CX= CX+CX—(V=CX)? ,yentonces

(V*CX)? =0, quedando el sistema

{ VxCX=0

CX *CX =R? (1)

Representa la interseccion de la esfera con el plano V* CX =0 que
pasa por el centro y es perpendicular a la arista del cilindro (plano
diametral).

Coordenadas Geogréficas: Ecuacion de la esfera

Observa la figura

El angulo u es lo que llamamos “longitud” (admitido universalmente), y
el angulo v es el complemento de la “latitud” (v + v’ = 90°, donde v’ es
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lo que llamamos “latitud”) . Al &ngulo v aqui lo llamaremos “distancia
polar”.

Vectorialmente tenemos: CX =CD + DE + EX , donde CD =
cos(u).CE, DE =sen(u).CE, EX =cos(v).R, yademéas CE =
sen(v).R. Entonces

CX = cos(u).(sen(v).R).el + sen(u).(sen(v).R).e2 + cos(v).R.e3
CX = R.[cos(u).sen(v).el + sen(u).sen(v).e2 + cos(v).e3] (1)

Vemos que CX =fl(u,v).el + f2(u,v).e2 + f3(u,v).e3, donde (u,v)
€ [0, 2.]x[0, ].

El par de valores (u,v) recorre el rectingulo de la figura produciendo
los valores f; (u,v) de la expresién vectorial CX.

En coordenadas cartesianas seria: X(f1(u,v), f2(u,v), f3(u,v)).

u
2pi

NOTA: De este rectdngulo podemos obtener la esfera asociada como
sigue: 1.- Hago coincidir cada punto (0, v) con (2w, v), resultando un

cilindro
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2.- Hago coincidir (0, 0) con (2r,0), y (0, @) con (2m, ),
resultando la figura

A

3.- Finalmente lo inflo para que tome forma de esfera.

Proyeccion estereogréfica:

Tengo la esfera con centro C y radio R. Considero el plano m tangente a
la esfera en el punto B (polo sur), y tomo el punto A (polo norte).

Desde el punto A trazo recta, no paralelaa m, que cortard a la esfera en
un punto X, y cortara al plano m en un punto Y. Tenemos asi una
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correspondencia biunivoca entre puntos de la esfera (salvo el punto A) y
los puntos del plano m.

Tenemos las siguientes condiciones:
AX =t. AY, AB*BY =0,

Por semejanza de los triangulos ABY, AXB se cumple: % = % :

donde /AB/./AB/ =/AX/.IAY/, y también mediante el producto escalar

AB * AB = AX * AY, Y por tanto también: AB*AB = t.(AY*AY)

de donde: t=22:45 — @R)".2R)? _ 4R . Entonces nos quedan las
AY*AY AY*AY AY*AY
condiciones conjuntas
AX = 2Ky
{ T oAvxAY (1)
AB*BY =0

Si ahora localizamos el punto X desde el centro C de la esfera, y el
punto Y desde el punto B, tenemos AX = AP + PX, AY = AB + BY

(AB + BY)*(AB + BY) = AB*AB + 2.AB*BY + BY*BY =

= 4R*+BY*BY, yaque AB*BY =0.

Entonces
4.R?
4.R?
PX = TRZ1BVBY .(AB + BY) + PA (2

Tenemos pues la correspondencia definida por (2)

BY --->PX  (vectorialmente)
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Cono de Revolucién: Ecuacion puntual

Def.: Sean una recta r determinada por AB y un punto fijo P der. El
cono de revolucion, con vértice P, eje larecta r y angulo g, puede ser
considerado como la subfamilia formada por aquellas rectas de la
radiacion con centro en P, que forman &ngulo g con la recta .

Suponemos que el Vértice P coincide con A, origen del vector AB, y
gue AB es unitario, es decir /AB/ = 1. Suponemos también que C es
una solucion particular tal que AC es unitario; g = ang(AB, AC) .

Los puntos X de la superficie cénica seran aquellos que satisfacen
cos(AB, AX) = cos(AB, AC) 6 cos(AB,AX) =cos(m — g),

por tanto, y teniendo en cuenta que /AB/ =1,

AB*l%lZAB*AC 6 AB*l‘:—;:—AB*AC, de donde

AB+ 22X _AB+AC=0 6 AB+2X 1 AB*AC=0,
|Ax| |AX|

multiplicandolas y teniendo en cuenta que (a+b).(a-b) = a® — b?

(AB*AX)?
AX*AX

—(AB+AC)? =0 1)
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de donde (AB*AX)? - (AB*AC)?. (AX*AX) =0, o bien
(AB*AC)? . (AX*AX) - (AB*AX)* =0 2

Casos particulares: a) Cuando g =0, el cono es degenerado
reduciéndose a su eje. b) Cuando g =90°, el cono se convierte en el
plano perpendicular a su eje y pasando por su vértice P.

Cilindro de Revolucion: Ecuacion puntual

Def.: Dada una recta r determinada por los puntos A, B, y una medida
o valor real R, llamamos Cilindro de Revolucidn a la superficie formada
por las rectas paralelas a r y que distan de ésta la distancia R.

Observa que la altura del triangulo AXB toma el valor R, cualquiera que
sea el punto X en la superficie del cilindro. Por tanto

Area(AXB) = % |AB|.R
|ABxAX|
2 1

%. |AB|.R, dedonde |ABxAX|? = |AB|%.R2, esto es
(AB x AX)*(AB x AX) = R? . (AB*AB) A3)

Por otro lado sabemos que Area(AXB) =

|ABxAX| _
— =

por lo tanto tenemos
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La identidad de Lagrange nos dice que

VxWyrvxwy = [ VS VW

W=V WsW'
Entonces (3) queda de la forma

AB x AB AB * AX

_ R2 -
AX * AB AX*AX| R”.(AB x AB) = 0 (4)

NOTA: Si hago intervenir el origen O (en un punto cualquiera del
espacio) tenemos: AB=0B - 0A, AX=0X-0A, vy las anteriores
igualdades serian validas para cualquier punto origen del s.r., tanto en
el cono como en el cilindro.

Las Cénicas de Apolonio:

Son el resultado de seccionar el cono mediante un plano

Sea el plano W*PX = 0, donde P es un punto del plano y W un vector
ortogonal al plano.
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Sea un cono definido por: (AB*AC)?. (AX*AX) - (AB*AX)? =0,
donde A es el vértice del cono, AB es vector que determina el eje, X es
el punto genérico del cono.

Un punto X perteneciente a la seccion ha de cumplir

{(AB*AC)Z (AX* AX) — (AB*AX)? =0 (5)
W+«PX=0

Expreso AX = AP + PX, y lo sustituyo en la primera de las igualdades.
Antes hago AX *AX = AP *AP + 2.AP *PX + PX * PX , AB*AX =
AB *AP + AB*PX , entonces

(AB*AC)?. (AP*AP + 2. AP*PX + PX*PX) — (AB*AP + AB*PX)? = 0

(Ecuacién puntual de la seccion cénica) (6)
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Si en el plano elegimos el punto P de modo que coincida con el pie de la
perpendicular desde A, entonces AP*PX =0 vy la ecuacion (6) queda

(AB*AC)? . (AP*AP + PX*PX) — (AB*AP + AB*PX)’=0  (6)
Casuistica:

a) Si el plano es paralelo al eje del cono el resultado consta de dos
ramas abiertas iguales ( Es la Hipérbola). Si no es paralelo al eje
del cono pero corta las dos hojas del cono el resultado son dos
ramas abiertas (Tipo Hipérbola).

b) Si el plano es paralelo a una generatriz del cono el resultado
consta de una sola rama abierta (Es la Parabola).

c) Si el plano corta s6lo una hoja del cono el resultado es una
curva cerrada (Es la Elipse). Si ademas el plano es
perpendicular al eje el resultado es una circunferencia.

Centro de la seccidn conica:

La seccidn conica, segun vimos, viene dada por el sistema

{(AB*AC)Z.(AX*AX) — (AB*AX)?2 = 0 @
W *PX = 0

130



Geometria Vectorial: Métodos Vectoriales

donde A es el vértice del cono, P es un punto del planoy W es un
vector ortogonal a este plano (Plano definido por W * PX =0). X es un
punto cualquiera de la linea de contacto.

Sea M otro punto cualquiera del plano secante. Ponemos AX = AM +
MX, v la primera del sistema (7) se convierte en

0 = (AB *AC)2.(AM + MX) * (AM + MX) — (AB * (AM + MX))?

0=(AB * AC)?.[AM x AM + 2.AM * MX + MX = MX] —
—(AB * AM + AB * MX)?

y simultdneamente; 0 = W * PX = W *(PM + MX) = W * MX

0= (AB * AC)?.[AM x AM + 2.AM * MX + MX = MX] —
—[(AB * AM)? + (AB x MX)? + 2. (AB x AM). (AB * MX)]
y simultaneamente: W* MX =0

Reordenandola

0=[(AB * AC)?. (MX * MX) — (AB * MX)?] +
+ [(AB * AC)?.AM — (AB * AM).AB] » MX +
+ [(AB * AC)?.(AM * AM) — (AB * AM)?] (8)

y simultadneamente: W * MX = 0.
Supongamos que es posible elegir M de tal forma que el vector
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V = (AB x AC)?.AM — (AB * AM).AB sea ortogonal con el
plano secante m, conlocual V * MX =0, yaque My X estan sobre el
plano.

Entonces, reduciendo la (8), tenemos el siguiente sistema de
condiciones:

(AB * AC)%. (MX * MX) — (AB = MX)? +
+(AB = AC)%.(AM x AM) — (AB * AM)? = 0 ©)
W=+ MX =0
[(AB x AC)?.AM — (AB * AM).AB] * MX = 0

Teniendo en cuenta que el vector W es ortogonal al plano m, y por tanto
es paralelo al vector V antes descrito, con locual V XW =0,y que Py
M son puntos del plano, y por tanto W * PM =0, la condicion W *
MX = 0 puede ser sustituida por W * PM = 0. Ademés, PM = PA +
AM ;| conlocual W* (PA+ AM) =0, o bien -W* AP + W * AM =0,
por lo cual W* AM =W * AP,

Después de todo esto el sistema (9) queda de la forma

(AB * AC)?.(MX * MX) — (AB * MX)? +
+(AB x AC)%. (AM x AM) — (AB * AM)?> = 0 (10)
W x AM = W% AP
[(AB * AC)?>.AM — (AB * AM).AB]xW =0
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La primera nos da el 1.g. de la linea de contacto formada por los puntos
X, suponiendo conocido el punto M que cumpla las condiciones
impuestas por la segunda y la tercera. Observa que el resto de datos que
intervienen son conocidos previamente.

La tercera condicion puede resultar méas inteligible de esta forma
(AB * AC)?.(AM x W) = (AB * AM).(AB x W) (11)
Continuamos:

Salvo en el caso degenerado cuando el caso se convierte en un plano,
en un cono real se cumple 0< AB*AC<1.

En los dos miembros de (11) multiplicamos escalarmente por AB con lo
cual

(AB * AC)%.(AM x W) * AB = (AB * AM).(AB x W) * AB
y teniendo en cuenta que (AB x W) * AB =0, queda
(AB * AC)2.(AM x W) * AB =0

(AMxW)*AB =0 AM x (W x AB) =0
{ <--> (12)
W+ AM = W x* AP W * (AM — AP) =0
La segunda podemos modificarla:
PM=PA + AM -->PM =-AP + AM,

y por tanto W * PM =0, lo cual garantiza que el punto M, centro de la
seccion conica esta en el plano m.

Casuistica:

a.- SIW x AB =0, el vector W es proporcional con AB y el plano m es
perpendicular al eje AB del cono. La seccion es un circulo.
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Entonces, de la relacion (11) resulta (AB * AC)?.(AM x W) = 0, y por
tanto AM x W =0, lo cual indica que AM =t.W, y entonces

AM*W =t(W*W)=t, (puesW es unitario)
El centro queda localizado asi: AM = (AM * W).W
b.-SeaW x AB # 0 (vector). De laprimera del sistema (12)

AM = (W x AB = 0 -- > AM es ortogonal con W x AB, y por tanto
AM vyace sobre el plano generado por AB y W, es decir:

AM =t.AB + uW

AB=W

Lo llevamos a relacion (11): Teniendo (t.AB + u.W) x W = t.(AB x W)

y AB * (t.AB + u.W) =t + u.(AB * W), con lo cual nos queda

t.(AB x AC)%.(ABx W) = (t + u.(AB * W). (4B x W), de donde
t.(AB*AC)*> = t + u.(AB * W) -->
(1-(AB*AC)).t+(AB*W).u=0
yenlasegundade (12): W * (t.AB + uW) = W=x AP,
t.(W*AB) +u=W*AP  Tengo asi el sistema
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{(1- (AB * AC)?).t + (AB * W).u = 0 (13)

t. (W * AB) 4+ u = W * AP

Determinante

_ |1 = (AB % AC)? (AB*W)| _
D= X =

(W = AB)

=[1— (AB * AC)?] — (AB x W)?

Para t: (4B W)| =
1

_| 0 _ * *
Dt—| e ap (AB * W).(W * AP)

1— (AB * AC)?

0
Pr . D: =
arau: B (W % AB) W*AP|

=[1-(AB* AC)’].(W * AP)

_ (AB*W).(W *AP) _ [1-(AB = AC)?].(W = AP)
Por tanto t= [(AB*AC)2—1]+(AB*W)2 u= [(AB*AC)2—1]+(AB*W)2

Finalmente: AM =tAB +uW=

(AB * W).(W  AP) [1-(AB * AC)?].(W * AP)
" [(AB*AC)2—1]+(AB*W)2 -AB + [(AB*AC)2—1]+(AB*W)?2 -W

(14)

Def.: Centro de la seccion conica es el punto M, del plano secante, tal
que toda recta del plano que pasa por M corta a la conica en puntos P, Q
a igual distancia de M. (M es el punto medio del segmento PQ).

NOTA: Para que tenga centro la conica ha de ser curva cerrada. La
Hipérbola cierra mediante dos puntos de la recta de puntos en el infinito.
La parabola es abierta, no tiene centro.
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Actividades:

1.- Dado un tetraedro regular demostrar que su altura es perpendicular
al plano al cual pertenece su pie.

Sol.- Elegimos la base de vectores {BC, BA, BD}, y llamo el = BC, e2
= BA, e3=BD. El punto P es el baricentro del tridngulo base.
[}

B

Demostraremos que PD*el =0, y PD*e2 =0, pues entonces PD sera
ortogonal al plano base.

Tengo BD =BP + PD, o biene3 =v + PD, donde v =1/3.(el +¢e2)

EV=BP

BC + Bai v

PD=e3-v=e3-1/3.(el +e2)

el*PD =el*(e3 - 1/3.e1 -1/3.e2) = el*e3 — 1/3.(el*el) — 1/3.(e1*e2) =
= lel/./e3/.cos(60°) — 1/3./e1/? - 1/3./e1/./e2/.cos(60°) =

= r%.(1-1/3).cos(60°) — 1/3.r* = r*[ (1 — 1/3).cos(60°) — 1/3] =

(Sabiendo que cos(60°) = %)
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= P[(1-1/3)2-1/3] =0,yaque Z.2— 2=0

Del mismo modo podemaos probar que e2*PD =0

Trigonometria Vectorial, en el Plano y en el Espacio
Teorema del Coseno:

Consideramos el triangulo ABC.
B
a
) \
A b C

a> = BC*BC = (BA + AC)*(BA + AC) = (BA*BA + BA*AC ) +

+ (AC*BA + AC*AC) = ¢” + 2.(BA*AC) + b® = b* + ¢* - 2.(AB*AC) =
=b%+c? - 2./AB/.IAC/.cos(AB,AC) = b* + ¢ - 2.b.c.cos(AB,AC)
Teorema de los Senos:

Sea el triangulo ABC. Hacemos el producto vectorial de AC con AB

g

gl =)
A b C

ACXAB=ACXx(AC+CB)=ACXAC+ACXxCB=0-CAxCB=
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=CAXCB
Por otro lado: ACxAB=(AB+BC)xAB=0+BCXxAB =
=-BCxBA=BAXxBC. Portanto

AC x AB=BA xBC=CAxCB. Aplicando la definicion de product
vectorial

b.c.sen(AC,AB) = c.a.sen(BA, BC) = b.a.sen(CA, CB) =

= 2.Area(ABC). Dividiendo por a.b.c nos queda
sen(gl) _ sen(g2) _ sen(g3) _ 2.Area(ABC) )
a - b - c a.b.c

Coseno y Seno de la diferencia de dos angulos:

Consideramos la base ortonormal {e1, e2, e3}, y definido el operador
“producto vectorial” mediante: el x e2 =¢3, e2xe3 =e¢l, e3xel =¢2

Sean dos vectores V, W sobre el plano definido por (e1, e2). Tenemos:
V =cos(el,V).el + sen(e2,V).e2
W = cos(el,W).el + sen(e2,W).e2

Hacemos el producto escalar V*W, y tenemos en cuenta que la base es
ortonormal. Tengo

=2

=1
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V*W = cos(el,V).cos(el,W) + sen(e2,V).sen(e2,W) ,
por lo tanto:
NVI.IW/.cos(V,W) = cos(el,V).cos(el,W) + sen(e2,V).sen(e2,W)
Si tomamos V y W unitarios
cos(V,W) = cos(el,V).cos(el,W) + sen(e2,V).sen(e2,W)
pero: cos(V,W) = cos((e1,W) — (e1,V))
Conclusion: Llamando los angulos A = (e1,W), B =(el,V)
cos(A — B) = cos(A).cos(B) + sen(e2,V).sen(e2,W)
Para el seno tengo lo siguiente, haciendo el producto vectorial:
VXW=
=[cos(el,V).el + sen(e2,V).e2] x [cos(el,W).el + sen(e2,W).e2] =
= cos(el,V).sen(e2,W) . e3 —sen(e2,V).cos(el,W) . e3 =
=[cos(el,V).sen(e2,W) —sen(e2,V).cos(el,W)].e3
Pero V xW =[/V/./W/.sen((el,W) — (e1,V))] . e3 =
=sen((el, W) —(el,V)) . e3
yaque Vy W son unitarios.
Conclusion: Llamando los angulos A = (e1,W), B = (el,V)
sen((el, W) —(e1,V)) .e3 =

=[cos(el,V).sen(e2,W) —sen(e2,V).cos(el,W)].e3

139



y por tanto
sen(A — B) =sen(A).cos(B) —sen(B).cos(A) 2

Trigonometria Esférica:

Sea una esfera de radio R, centro en O, y sobre su superficie dos puntos
A, B, situados sobre la misma semiesfera. Los puntos O, A, B
determinan un plano que divide la esfera en dos hemisferios. Otro
punto C, no situado en el meridiano que pasa por Ay B, estard en uno
de los hemisferios. Estos tres puntos A, By C determinan un
“triangulo esférico” sobre el hemisferio al que pertenece el punto C
(Viene determinado por los planos OAB, OAC, OBC). Lo
designaremos por (O; ABC).

Sus lados son los arcos de meridiano: AB, AC, BC, siempre menores
gue una semicircunferencia (por estar situados A y B sobre la misma

semiesfera).

%
Angulos del triangulo (O; ABC) son los “angulos diedros” que forman
los planos que lo determinan. La medida de estos angulos sera siempre
menor que 180° (menor que un angulo llano). Por A designamos el

angulo (diedro) que forman los planos con arista comin OA, vy de
forma anéloga los angulos que designaremos por B y por C.

Consideramos los vectores OA, OB, OC, con modulo igual a R, y que
podemos tomar como unidad de medida.
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Llamamos: a = 4ng(OB,0C), b = ang(OA,0C), ¢ =ang(OA,0B), y
por otro lado A, B, C designaran los &ngulos diedros con arista OA,
OB, OC, respectivamente.

W1=0Ax0B, W2=0Ax0C, -W2=0CxOA,
ang(Wi,w2) = A

Tenemos ahora los siguientes resultados.

Primera formula de Bessel:

(OA x OB) * (OA x OC) = (Por la identidad de Lagrange) =

_|0Ax0A 0Ax0C|_ | 1 cos(b)

“loBx0A 0B=*0C!~ |cos(c) cos(a) = cos(a) — cos(b).cos(c)

Por otro lado, y suponiendo que R =1 (R unidad de medida), y
teniendo en cuenta que

OA X OB =sen(c), OC x OA =sen(b), W1* (\W2) = - cos(A)
tenemos

(OA x OB) * (OA x OC) = - (OA x OB) * (OC x OA) =

= - [sen(c) . sen(b)] . (-cos(A)) = sen(b).sen(c).cos(A)

Por tanto cos(a) — cos(b).cos(c) = sen(b).sen(c).cos(A) , o bien
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cos(b).cos(c) —cos(a) = - sen(b).sen(c).cos(A)

Conclusion:  cos(b).cos(c) —cos(a) = - sen(b).sen(c).cos(A)
cos(@).cos(c) —cos(b) = - sen(a).sen(c).cos(B)
cos(@).cos(b) —cos(c) = - sen(a).sen(b).cos(C)

Segunda formula de Bessel:

(OA x OB) x (OA x OC) = (Por la relacién de Gibbs) =

_|0A * (0Ax0C) OA| _ 0 0A| _
“|0B * (0Ax0C) OB|~ |Vol(OB,0A,0C) OB|~

=-Vol(0OB,0A,0C) .0A (wvector),

donde Vol(OB,0A,0C) es el volumen del paralelepipedo determinado
por los vectores OA, OB, OC . (Recuerda que Vol(OB,0A4,0C) =

6.Vol. del Tetraedro(OA,0B,0C))
Resumen

(OA X OB) x (OAXx0OC)=-Vol(0OB,0A,0C).0A (vector)

Veremos que (OA x OB) x (OA x OC) = sen(c).sen(b).sen(A). OA

Observando la figura llamaremos
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W1 =0A x OB es ortogonal al plano OAB, y por tanto
ortogonal a las direcciones OA 'y AB.

W2 = OA x OC es ortogonal al plano OAC, Yy por tanto
ortogonal a las direcciones OA 'y AC.

Por tanto el vector W1 x W2 es paralelo a la direccion OA.
Ademas ang(W1,W2) = ang. diedro con arista OA, que designamos A,

y IOA/=/0OB/=/0C/ =1, /IW1l/ =sen(c), /W2/=sen(b), ypor
tanto
W1 x W2 = [sen(c) .sen(b). sen(A)] . OA

Igualando con la expresion (1) tenemos

sen(b). sen(c). sen(A) = —Vol(0B,0C,0A) (2)
Del mismo modo obtendremos

sen(a). sen(c). sen(B) = —Vol(0A, 0B, 0C)

sen(a). sen(b). sen(C) = —Vol(0C, 0B, 0A)

y como el volumen toma el mismo valor en los tres casos, concluimos
que
sen(b). sen(c). sen(A) =

= sen(a). sen(c). sen(B) = sen(a). sen(b). sen(C)
Dividiendo por sen(a).sen(b).sen(c) obtenemos

sen(A) _ Sen(B) _ sen(C) (3)
sen(a) - sen(b) - sen(c)
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sen(C) .,
sen(C) ’

Interpretacion del valor de la razén

Modificamos el significado de los vectores W1, W2, W3 definidos
anteriormente de modo que, prolongandolos localicen los puntos A’, B’,
C’ sobre la esfera. Asi, siguen teniendo la misma direccion y
orientacion pero su modulo pasa a ser la unidad (= R).

W1 =0A x OB es ortogonal al plano OAB, y por tanto
ortogonal a las direcciones OA , OB

W2 = OA x OC es ortogonal al plano OAC, Yy por tanto
ortogonal a las direcciones OA , OC.

El 4ngulo formado por W1y W2 coincide con el angulo diedro A, y
ademas el vector W1 x W2 es paralelo a la direccion OA.

W3 = 0OC x OB ortogonal al plano OCB, vy por tanto ortogonal
a las direcciones OC , OB.

Por tanto el vector W1 x W3 es paralelo a la direccion OB, y el vector
W2 x W3 es paralelo a la direccion OC. Ademas, ang(W1,W3) = B,
ang(W2,w3) =C.
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— I

& d W2= OhzOC

o B
3 W3=0C=0R
W1l=0A=0B

0 Q
En las figuras observamos, y por lo dicho antes, que:
a’ =ang(W1,W2) = ang. diedro con arista OA, que designamos A
Del mismo modo podemos comprobar que
b’ = ang(W1,W3) = ang. diedro con arista OB, que designamos B

¢’ =ang(W2,W3) = ang. diedro con arista OC, que designamos C

Teniendo en cuenta el resultado de la igualdad (2), que nos muestra
sen(b). sen(c). sen(A) = —Vol(0B,0C,0A)
ahora, para el paralelepipedo determinado por OA’, OB’, OC’

tenemos
-Vol(OB',0C',0A") = sen(b’).sen(c’).sen(A’)

Veamos como es el angulo diedro A’: Observa la figura

W= 0w
-y
3 W3i=0C=0E
Wl=04x0F

o

T1=WI1 x W3 es ortogonal al plano OA’C’ y también a OB
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W2 x W3 es ortogonal al plano OA’B’ y también a OC

El angulo diedro A’, formado por los dos planos citados, viene dado
por el angulo que forman sendos vectores ortogonales, es decir por W1
x W3y W2 x W3. Pero este coincide con el &ngulo formado por OB y
OC, esto es el angulo a.

Por tanto: -Vol(OB',0C',0A") = sen(B).sen(C).sen(a)

Teniamos sen(b). sen(c). sen(A) = —Vol(0OB,0C, 0A)

Haciendo el cociente:
vol(oB',0c’,041) _ sen(a).sen(B). sen(C)
Vol(0B,0C,0A) - sen(b).sen(c). sen(4)

Modificamos el miembro derecha como sigue

sen(A) _ Sen(B)
sen(a) - sen(b)

-- > sen(b).sen(A) = sen(a).sen(B) -- >

_ sen(a).sen(B)
~ sen(b).sen(4) '

sen(C) _ sen(a).sen(B) sen(C) _

lo cual permite sen(c)  sen(b).sen(4)  sen(c) -

_ sen(a).sen(B). sen(C)
~ sen(b).sen(c). sen(4) ' por lo cual

sen(C) _ Vol(0B',0C',0Ar) o)
sen(c)  Vol(0OB,0C,04)

146



Geometria Vectorial: Métodos Vectoriales

Tercer Formula de Bessel:

Son validas las figuras del apartado anterior.
B TS

NI

Construimos el vector OD = OB x 2298
sen(c)
Observa que 04x08 _ .(0OAxOB) es vector unitario.

sen(c) sen(c)
Veamos coOmo es realmente este nuevo vector OD.

Teniendo en cuenta la relacién de Gibbs

0OAxOB _
sen(c) sen(c)

OB x .OBx(0Ax0OB) = ——— (OAxOB)xOB =

1 OAx0OB OA|_ __1 sen(c) 0A| _
sen(c) ' |0B « OB OB sen(c)

=1 .[cos(c).0B — 0A], por tanto

sen(c)

OD=—— .[cos(c).0B — 0A]

sen(c)

Hacemos ahora
(OA x OC) * (OD x OB) = (Aplicando la relacion de Lagrange) =

_|0Ax0D OA+0B| _ |0A=0D cos(c) — )
“locxop ocxoB!l ™ [0C*0D cos(a)| —
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[ cos(c).0B — 0A] =

Calculode OA*OD =

[cos(c).cos(c) —1] = — [cos?(c) —1] =

- sen(c) * sen(c)

- _Se;(c) .(—sen?(c)) = sen(c)

(*) = OSCe:l(OC)D Egzgfl)) = sen(c).cos(a) — cos(c).0C * OD

Calculo de OC * OD:

OAxOB ]
sen(c)

.0C % [0Bx(0Ax0B)] =

OC*0OD =0C * [OB x

sen(c)

= (Por la relacion de Lagrange) =

= .(0CxOB) * (0AxOB) =

sen(c)

/OM/ =sen(a), /OT/=sen(c). Veamos como es el angulo formado
por OM, OT. Razonamos asi: OM es ortogonal a OC y OB y por tanto
es ortogonal al plano OBC; OT es ortogonal a OA y OB y por tanto es
ortogonal al plano OAB; esto nos dice que ang(OM,0OT) = Angulo
diedro formado por estos planos citados, el angulo B. Por tanto

.sen(a).sen(c).cos(B) =

=sen(a).cos(B)

* —
OC*0OD= () n()

Por tanto: (OA x OC) * (OD x OB) =
=sen(c).cos(a) — cos(c).sen(a).cos(B) 5)
Calculamos (OA x OC)*(OD x OB) por otro camino.

En primer lugar ODx OB =-0B x OD =
1 —
e [cos(c).0B — 0A]) =
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1
sen(c)”

_ cos(c)

1 _ 1 _
.(0Bx0B) — —~.0Bx0A = — . 0Ax0B =

sen(c)
donde OT = 0AxOB, /[OT/=sen(c)

En segundo lugar sea OM = OA x OC, /OM/ = sen(b)

1
en(c)”

Por tanto (OA x OC)*(OD x OB) = . (OM * 0T)

Necesitamos el &ngulo que forman OM y OT. Razonamos asi: OM es
ortogonal con OA 'y OC vy por tanto es ortogonal al plano OAC. OT es
ortogonal con OB y OA y por tanto es ortogonal al plano OAB.

A-q .
{v

Entonces el angulo formado por OM y OT coincide con el angulo
formado por los dos planos OAC y OAB, es decir, coincide con el
angulo diédrico A.

Por tanto, finalmente: (OA x OC)*(OD x OB) = . ! (OM *0OT) =

en(c) *
1

= son® .sen(b).sen(c).cos(4) = sen(b).cos(A), estoes

(OA X OC) * (OD x OB) = sen(b).cos(A) (6)
Teniamos (véase (5) )
(OA X OC) * (OD x OB) =sen(c).cos(a) — cos(c) . sen(a). cos(B)

Por tanto, finalmente:
sen(b).cos(A) = sen(c).cos(a) — cos(c).sen(a).cos(B) (7)
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De la misma forma, por simetria de su constitucion, se cumplira
sen(c).cos(A) = sen(b).cos(a) — cos(b) .sen(a).cos(C)

sen(a).cos(B) = sen(c).cos(b) — cos(c).sen(b).cos(A)
sen(c).cos(B) = sen(a).cos(b) — cos(a).sen(b).cos(C)

sen(a).cos(C) = sen(b).cos(c) — cos(b).sen(c).cos(A)
sen(b).cos(C) = sen(a).cos(c) — cos(a) .sen(c).cos(B)

NOTA: Veamos otra forma para el célculo de OC * OD

OC*0OD= 0C * [— cos(c).0B — 0A4] =

1
sen(c) * [

=——1_ 0C *[cos(c).0B — 0A] =

sen(c)
_ —cos(c) 1 __ —cos(c).cos(a) , cos(b) _
~ sen(p) (0C +0B) + sen(b) * (0C+04) = sen(b) sen(b)

_ cos(b)—cos(a).cos(c)
- sen(b)

1
sen(c)

Antes obtuvimos OC * OD =

.sen(a).sen(c).cos(B) =
= sen(a).cos(B)

cos(b)—cos(a).cos(c) 0 bien
sen(b)
sen(a).sen(b).cos(B) = cos(b) — cos(a).cos(c)

Por tanto sen(a).cos(B) =
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V Algunos Teoremas

Teorema de Ptolomeo

Sea un cuadrilatero inscrito en un circulo. Se cumple: “Producto de sus
diagonales es igual a la suma de los productos de cada lados por su

opuesto”.
A
O
B
C

AC.BD=AD.BC+AB.DC
Demostracion geométrica:

A o A

=

Sea ABCD un cuadrilatero ciclico.

Note que en el segmento BC, &ngulo inscritos zBAC = «BDC,
y en AB, ZADB = £ACB.

Ahora, por angulos comunes AABK es semejante a ADBC, y
AABD ~ AKBC

Por lo tanto AK/AB = CD/BD, y CK/BC = DA/BD,
152
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1. Por lo tanto AK-BD = AB-CD, y CK:BD = BC-DA,

2. Lo que implica AK-BD + CK-BD = AB-CD +BC:DA

3. Es decir, (AK+CK)-BD = AB-CD + BC-DA,

4. Pero AK+CK = AC, por lo tanto AC-BD = AB-CD +
BC-DA; como se queria demostrar.

Note que la demostracion es valida sélo para cuadrilateros conciclicos
simples. Si el cuadrilatero es complejo entonces K se encontrara fuera
del segmento AC, y por lo tanto AK — CK = + AC, tal como se
esperaba.

Existe una generalizacion de este teorema llamado el teorema de Casey,
que involucra a cuatro circunferencias no secantes y tangentes interiores
a una quinta.

El teorema de Ptolomeo se puede demostrar con métodos de inversién
geométrica con respecto a cualquier vértice de un cuadrilatero.

NOTA: En la siguiente figura los colores son: a = rojo, b = azul

Ejemplo: Sea el pentdgono inscrito en un circulo

La razén dorada se obtiene de la aplicacion del teorema de Ptolomeo.
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Considérese un pentagono regular y la circunferencia circunscrita al
mismo. En el cuadrilatero ABCD las diagonales son iguales al lado AD.
El teorema de Ptolomeo arroja en este caso,

b?=a.b + a?

2
Dividiendo entre a’ obtenemos % =1+ %

Denotando con Kk la razén b/a se obtiene k* =1 + k, ecuacion que
coinicide con la definicion de la “razon dorada”.

1+4/5
2

Se obtiene k =

SOBRE LA CUADRATURA DEL CIRCULO

Estamos ya hartos de leer/escuchar que la cuadratura del circulo es algo
imposible, que no se puede «cuadrar» un circulo, que es una
construccidn que no se puede realizar. Lo tenemos tan oido que hasta
como frase ha pasado a formar parte de nuestro lenguaje habitual (la
propia RAE recoge dentro de «cuadratura» que la cuadratura del
circulo se usa para indicar la imposibilidad de algo).

Y asi es. Como ya sabemos, Lindemann demostrd que @ es un nimero
trascendente, hecho que implica que la cuadratura del circulo es una
construccion imposible...;Seguro? Si, siempre que afiadamos la
coletilla con regla'y compés, que en realidad significa utilizando
solamente una regla y un compas con las normas para construcciones
marcadas en la antigua Grecia (aqui tenéis esas condiciones y también
algunas construcciones sencillas con regla y compas). Es decir, la
cuadratura del circulo es imposible si como Unicas herramientas
tenemos una regla y un compas y solamente podemos utilizar las
normas que se establecieron en la antigua Grecia. Bien, ¢y qué ocurre Si
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no imponemos esa restriccion? ¢ Qué pasa con esta construccion si
abrimos un poco el campo, si no somos tan restrictivos? Pues...

...que la cuadratura del circulo si es posible. Y no me refiero a
aproximaciones mas o menos buenas, sino a la construccion exacta. Es
decir:

Si eliminamos la restriccion de utilizar solamente reglay compas y las
normas establecidas en la antigua Grecia, se puede realizar

la cuadratura del circulo. Esto es, partiendo de un circulo de area A se
puede construir un cuadrado de area A.

Vamos a ver cémo hacerlo.

Partimos de una circulo de radio /2 cuya area es S = 7 Ji*. Sobre la
superficie de un rodillo de radio R marcamos un punto P, y rodando
sobre una superficie plana deja marcado un segmento L de longitud
L= 2.mR.

Marcamos el punto medio del segmento L, lo que podemos hacer con un
compaés, y obtengo el segmento L’ de longitud L’ =m.R .

Unimos este segmento L’ con otro de longitud R, obteniendo un unico
segmento de longitud . R + R = (1 + m). R, que serd el didmetro de un
nuevo circulo.

I
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NOTA: Observa que la longitud del segmento R no es racional, pero lo
hemos obtenido marcando el punto medio de aquel y trasladandolo con
el compés.

Por el punto M trazamos un segmento perpendicular al didmetro y lo
prolongamos hasta que corte a la semicircunferencia.

Sabemos que el triangulo formado por las lineas de puntos y el diametro
es rectangulo, con angulo recto en A.

Pretendemos ahora obtener el valor de h, o su relacion con 7R y R .

a = hipotenusa
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Un resultado importante cuando en geometria estudiamos el triangulo
rectangulo es precisamente el teorema de la altura, que afirma la
relacion: h>=mR.R = mR2.

Para llegar a esta relacién hemos aplicado el Teorema de Pitagoras
teniendo en cuenta los tres tridngulos rectangulos bien visibles.

El valor numérico de h, su longitud, es R.~/r , que es un valor
irracional. Pero hemos de fijarnos en su representacion segmentaria 'y su
traslado con el compas.

La relacion h? = tR? demuestra que un cuadrado de lado h tiene 4rea
igual a la del circulo de partida. Si con la regla 'y compas construimos el
referido cuadrado hemos probado que si es posible la llamada
“cuadratura del circulo con regla y compas™.
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Teorema geométrico de Euler

(En la figura los colores son: d = rojo, resto negro)

W

En geometria, el teorema de Euler establece que la distancia d entre
el circuncentroy el incentro de un triangulo, cumple la relacion
siguiente:

d*=R.(R-2r)

1 1 1
rea T -

o0 de forma equivalente —
R+d

donde Ry r denotan los radios respectivos.
Del teorema se deduce la Desigualdad de Euler:
R>=2r

que se convierte en una igualdad solo en el caso del triangulo equilatero.

d=R.(R-2r) -> d=,/R.(R-2r)
Demostracion del Teorema ....

Siendo O el circuncentro de tridngulo ABC, e | su incentro, la extension
de Al cruza la circunferencia circunscrita en L. Entonces, L es el punto
medio del arcoBC. Se unenLOvy se extiende hasta cruzar la
circunferencia circunscrita en M. Se construye ahora una perpendicular
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a AB, desde I, siendo D su pie, asi que ID =r. No es dificil de probar
que el triangulo ADles  similar al triangulo MBL,  asi
que ID/BL=AI/ML; y por Ilo tantolIDxML=AIxBL. En
consecuencia, 2Rr = Al x BL. Unase BI.

Debido a que

2BIL=2£A/2+2ABC/2,
2IBL=2ABC/2+2CBL=2ABC/2+2A/2,

setieneque £ BIL= 2« IBL,yasi BL=IL,y Al x IL=2.R.r.

Extendiendo Ol de modo que cruce la circunferencia circunscrita
en Py Q; entonces Pl x QI = Al x IL = 2.R.r, asi que (R +d).(R—d) =
2.R.r, entonces d® = R.(R - 2r).

NOTA: EIl teorema recibe su nombre en memoria de Leonhard Euler,
quien lo public6é en 1767, aunque el mismo resultado ya habia sido
dado a conocer por William Chapple en 1746
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La linea de Euler 6 Recta de Euler

Euler demostr6 que en cualquier tridngulo el ortocentro, el circuncentro
y el baricentro estan alineados. ...

En los tridngulos equilateros, estos cuatro puntos coinciden, pero en
cualquier otrotriangulono lo hacen, y la recta de Euleresta
determinado por dos cualesquiera de ellos.

Alturas H — = Ortocentro
Medianas G — = Centroide (Baricentro)
Mediatrices O — = Circuncentro

(Colores: Alturas = azul; Medianas = verdes; Mediatrices = marron;
Linea de Euler = rojo)

La recta de Euler de un triangulo es una recta en la que estan situados el
ortocentro, el circuncentro y el baricentro de un tridngulo; incluye el
punto de Exeter y al centro de la circunferencia de los nueve puntos
notables de un triangulo escaleno. Se denomina asi en honor al
matematico suizo, Leonhard Euler, quien demostré la colinealidad de
los mencionados puntos notables de un triangulo, en 1765.

Euler demostr6 que en cualquier tridngulo el ortocentro,
el circuncentro y el baricentro estan alineados. Esta propiedad amplia su
dominio de verdad para el centro de la circunferencia de los nueve
puntos notables; que Euler no habia demostrado para ese tiempo. En los
triangulos equiléteros, estos cuatro puntos coinciden, pero en cualquier
otro triangulo no lo hacen, y la recta de Euler esta determinado por dos
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cualesquiera de ellos. El centro de la circunferencia de los nueve puntos
notables se encuentra a mitad de camino a lo largo de la linea de Euler
entre el ortocentroy el circuncentro, y la distancia desde el
centroide del circuncentro es un medio que desde el baricentro hasta
el ortocentro.

Otros puntos destacados que se encuentran en la recta de Euler son el
punto de Longchamps, el punto Schiffler, el punto de Exeter y el punto
far-out. Sin embargo, el incentro se encuentra en la recta de Euler solo
para triangulos isosceles.

Ecuacion de la recta de Euler

Sean A, B, C denotan los angulos del vértice del tridngulo de referencia,
yseax:y:z (seré: (X, Y, z)) un punto variable en coordenadas
trilineales, a continuacion, la ecuacion de la recta de Euler es:

a) sen(2A).sen(B —C).x +sen(2B).sen(C — A).y +
+sen(2C).sen(A-B).z=0

Otra manera para representar la linea de Euler es en términos de un
parametro t. Comenzando con el circuncentro y el ortocentro:

b) sec(A):sec(B):sec(C) = cos(B).cos(C) : cos(C).cos(A) :
:cos(A).cos(B)
Debe ser: (sec(A), sec(B), sec(C)) =
= (cos(B).cos(C), cos(C).cos(A), cos(A).cos(B))
Cada punto en la linea de Euler, excepto el ortocentro, se describe como
c) cos(A) +t.cos(B).cos(C) : cos(B) + t.cos(C).cos(A) : cos(C) +
+ t.cos(A).cos(B)
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para algunos t.
Debe ser: (X,y,2) =

= (cos(A) + t.cos(B).cos(C), cos(B) + t.cos(C).cos(A),
cos(C) + t.cos(A).cos(B) )

Centroide (Baricentro = Centro de gravedad):

cos(A) + cos(B).cos(C) : cos(B) + cos(C.cos(A) : cos(C) +
cos(A).cos(B)

Debe ser: (X,y, 2) =

(cos(A) + cos(B).cos(C), cos(B) + cos(C.cos(A), cos(C) +
cos(A).cos(B) )

Centro de la circunferencia de los nueve puntos:
cos(A) + 2.cos(B).cos(C) : cos(B) + 2.cos(C).cos(A) : cos(C) +
2.cos(A).cos(B)

Debe ser: (X,y, 2) = (cos(A) +2 cos(B).cos(C), cos(B) +
2¢0s(C.cos(A), cos(C) + 2cos(A).cos(B) )

Punto de Longschamps:
cos(A) — cos(B).cos(C) : cos(B) — cos(C).cos(A) : cos(C) —
cos(A).cos(B)

Debe ser: (X,y, 2) =
(cos(A) - cos(B).cos(C), cos(B) - cos(C.cos(A), cos(C) - cos(A).cos(B))
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Punto de Euler infinito:
cos(A) — 2.cos(B).cos(C) : cos(B) — 2.cos(C).cos(A) : cos(C) —
2.cos(A).cos(B)

Debe ser: (X,y,2) =
(cos(A) -2 cos(B).cos(C), cos(B) -2 cos(C.cos(A), cos(C) -2
cos(A).cos(B) )

Demostracion:

En un tridngulo ABC, se determinan D como el punto medio del
lado BC y E como el punto medio del lado CA.

Entonces AD y BE son medianas que se intersecan en el baricentro G.
Trazando las perpendiculares por D y E se localiza el circuncentro O.

A continuacion se prolonga la recta OG (en direccion a G) hasta un
punto P, de modo que PG tenga el doble de longitud de GO (figura 1).

Al ser G baricentro, divide a las medianas en razén 2:1; es decir: AG =
2GD. De este modo

AG PG
GD GO

|
I
N
I
|

Por otro lado, los angulos AGP y DGO son opuestos por el vértice y por
tanto iguales. Estas dos observaciones permiten concluir que los
triangulos AGP y DGO son semejantes.

Pero de la semejanza se concluye que los angulos PAG y ODG son
iguales, y de este modo AP es paralela a OD.

Finalmente, dado que OD es perpendicular a BC, entonces AP también
lo serd; es decir, AP es la altura del tridngulo.

(Colores: AD = verde, BE = verde, Resto rojo)
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1. Se construye PG de modo que tenga el doble de longitud de GO.

= AGP == DGE0
AG/GD=PG IGO0
AGP , G0 zemejantes

1. Los triangulos AGP y DGO son semejantes.
(Colores: Los ya dichos, y AP = azul)
A < PAG = < ODG

0D es perp. a BC
AP es perp. a BC

3. Las rectas DO y AP son paralelas. Por tanto AP es la altura del
triangulo.

Un argumento similar prueba que los triangulos BPGy EOG son
semejantes y por tanto BP también es la altura. Esto demuestra que P es
el punto de interseccion de las alturas y por tanto P = H; es decir, P es el
ortocentro.
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Circunferencia de los nueve puntos ( 0 de Feuerbach)

En geometria, se conoce como circunferencia de los nueve

puntos aquella que se puede construir con puntos vinculados a cualquier
triangulo propuesto. Su nombre deriva del hecho que la circunferencia
pasa por nueve puntos notables, seis de ellos sobre el mismo triangulo
(salvo que el triangulo sea obtusangulo). Estos puntos son:

- los puntos medios de los tres lados del tridngulo,

- los pies de las alturas del triangulo,

- los puntos medios de los segmentos que unen los tres vértices con
el ortocentro del triangulo.

Generalmente, se adjudica al aleman Karl Wilhelm Feuerbach el
descubrimiento de la circunferencia de los nueve puntos; sin embargo,
lo que él descubri6 fue la circunferencia de los seis puntos,
reconociendo que sobre ella se encontraban los puntos medios de los
lados de un triangulo y los pies de las alturas (en la figura, los puntos: M
NPYyEG)).
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Anteriormente, Charles Brianchon y Jean -Victor Poncelet habian
demostrado el mismo teorema. Poco tiempo después de Feuerbach, el
matematico Olry Terquem también demostrd la existencia del circulo y
reconocié ademas que los puntos medios de los segmentos determinados
por los vértices del tridngulo y el ortocentro, también estaban contenidos
en la circunferencia (en la figura, los puntos: D, F, H).

Teorema:

Dado un triangulo, hay una circunferencia que pasa por los puntos
medios de los lados, los pies de las alturas y los puntos que bisecan los
segmentos que unen sus vertices con el ortocentro.

Demostracion:

Sean los segmentos AE, BG y CJ las alturas del tridngulo ABC e | su
ortocentro (véase la figura).

Las alturas del tridngulo ABC son las bisectrices de los angulos internos
del triangulo EGJ.

Las bisectrices (Mi nota: Gl, GC, que son ortogonales entre si) del
angulo EGJ cortan a la mediatriz (Mi nota: NF) del lado opuesto, EJ, en
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los puntos F y N que se hallan sobre la circunferencia circunscrita al
triangulo EGJ.

Observemos que los triangulos ACJ y ACE son tridngulos rectangulos
teniendo ambos al lado AC como hipotenusa y didmetro de la
circunferencia en la que se inscriben los cuatro puntos A, C, E y J.

El centro N de esta circunferencia se halla sobre la interseccién del
diametro AC con la mediatriz del segmento EJ.

Por otro lado

igualmente los triangulos EIB y JIB son triangulos rectangulos
compartiendo el segmento IB como hipotenusa y didmetro de la
circunferencia en la que se inscriben los puntos E, I, J y B. El centro F
de la circunferencia que los contiene se halla sobre la interseccion de la
hipotenusa IB con la mediatriz del segmento EJ.
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De igual modo, se demuestra que los puntos M y P son los puntos
medios de los lados BC y AB respectivamente. De forma anéloga, se
demuestra que los puntos D y H son puntos medios de los segmentos Al

y Cl respectivamente.

Otras Propiedades:

A) Circunferencia circunscrita al triangulo y la de Feuerbach

Por la observacion de que los puntos D, F y H satisfacen
IA=2ID, IB = 2.IF, IC=2.IH
se deduce que:
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e lacircunferencia de Feuerbach de un triangulo es homotética a
la circunferencia circunscrita,

o el centro de homotecia es el ortocentro del triangulo,

e larazon de la homotecia es 2.

El triangulo formado por los puntos D, F y H es semejante al tridngulo
ABC. También se observa que el centro de la circunferencia de
Feuerbach N, es punto medio del segmento 10, donde O es

el circuncentro del triingulo ABC.

Finalmente, el centro de la circunferencia de Feuerbach se halla sobre
la recta de Euler del tridangulo.

B) Circunferencias tangentes a la circunferencia de Feuerbach

En 1822, Karl Feuerbach descubri6 una de las propiedades méas
profundas sobre la circunferencia que lleva su nombre: La
circunferencia de los nueve puntos es tangente exterior a los circulos
exinscritos al tridngulo. La circunferencia inscrita al tridngulo es
tangente interior a la circunferencia de Feuerbach.

La demostracion de este hecho puede hacerse, observando que los
puntos de tangencia de dos de las circunferencias exinscritas a uno de
los lados del triangulo equidistan del punto medio de dicho lado.
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Usando la inversion respecto de este punto medio se le puede dar el
toque final a la demostracién.

C) A qué viene esta figura?, No lo sé! Puede interesar su estudio

Onomastica

Poncelet la llam¢ circunferencia de los nueve puntos, denominacion
generalmente usada en los paises de habla inglesa. Algunos gedbmetras
franceses la Ilaman circulo de Euler ( o circunferencia de Euler) y los
gedmetras teutones la denominan circunferencia de Feuerbach, y en
Meéxico, circunferencia de los nueve puntos.

Charles Wexler lo presenta como un teorema notable de geometria
moderna e indica sus propiedades. Pero en la obra de Shively, en la
primera edicion en castellano, en Latinoamérica, ya se conocia con el
nombre de la "circunferencia de los nueve puntos"


https://es.wikipedia.org/wiki/Inversi%C3%B3n_(Geometr%C3%ADa)
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Teorema del triangulo de Napoledn

Tenemos un triangulo cualquiera ABC. Sobre cada lado construimos un
triangulo equilatero. Unimos los baricentros (centros de gravedad) de
estos tres tridngulos y obtenemos un nuevo tridngulo MNL. Afirmamos
que este triangulo MNL es equilatero.

Dem.:

Dicho esto, si hacemos el giro de 30° con centro en C los puntos L cae
sobre CX, mientras que M cae sobre CA. Si a continuacion aplicamos la

homotecia multiplicando por /3 , entonces L coincide con X, y M con
A. Tenemos asi el lado de un triangulo de lado AX.

Tenemos la situacion de la figura (1)

1)
Observa la figura (2):

Aplico al triangulo MCL una rotacion (contra agujas del reloj) de 30°

centrada en C, y a continuacion aplico una una homotecia de razén v3 .
Al final los puntos My L coinciden con Ay X por lo que el

segmento AX es igual a /3 por segmento ML: [AX| =+/3 .|M|.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Homotecia
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)

Por otro lado, observa que mediante un giro de 60°, aplicadoa YCB y
con centro en C, hacemos coincidir los triangulos YCB y ACX, y por
tanto los segmentos AX y YB son iguales.

i
A E
Y

Observa la figura (3):

1)

Aplico el mismo razonamiento al triangulo MAN, tomando como centro
de rotacion el punto A. Obtengo que |BY| =+/3 . |MN]|

Por otro lado, mediante un giro de 60°, aplicado a YAB y con centro en
A, hacemos coincidir los triangulos YAB y CAZ, y por tanto los
segmentos CZ y YB son iguales.
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(3)
Observa la figura (4)

Haciendo lo mismo con el triangulo NBL, con centro en B, obtenemos
que |CZ|=+3.|NL]

(4)
Por tanto tenemos las siguientes relaciones:

|ICZ| = |BY| =|AX]|, y por tanto

V3.INL|= V3.|MN|= /3 .|ML| , de donde
INL| = [MN| = |[ML|, y por tanto es el triAngulo MNL es equilatero.
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El Problema de Napoledn (Divisién del circulo en cuatro partes)

El problema de Napoledn es un famoso problema de construccion con
so6lo compés en geometria euclidea.

Fue su amigo, el matematico Lorenzo Mascheroni, quien introdujo la
limitacién de usar solo el compas y lo expuso en 1802 en su libro “La
geomeétrie du compas”.

Enunciado:

Dado un circulo con radio R y su centro O, se trata de dividir el circulo
en cuatro arcos iguales empleando solo un compas, o lo que es lo
mismo, hallar los cuatro vértices de un cuadrado inscrito en la
circunferencia dada.

Proceso: Pincho en A y trazo arco con radio R, obtengo los
puntos B, C. A continuacion pincho en B y trazo arco con radio R,
obtengo el nuevo punto D. Con centro en C trazo arco con radio CB, y
con centro en D trazo arco con radio DA. Obtengo el punto G.

(Si pudiéramos utilizar la regla uniendo los puntos OG nos daria el
punto medio E del arco AB, y el arco DE seria el primero de los cuatro
arcos deseados).

Para evitar el uso de la regla este punto E lo obtenemos trazando un arco
con centro en D y radio OG. Este arco nos da los puntos E y F.

NOTA: En las figuras los colores son: (d) = naranja, (e) = amarillo, en
las dos figuras los mismos colores.



https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_eucl%C3%ADdea
https://es.wikipedia.org/wiki/Lorenzo_Mascheroni
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo
https://es.wikipedia.org/wiki/Arco_(geometr%C3%ADa)
https://es.wikipedia.org/wiki/Comp%C3%A1s_(geometr%C3%ADa)

Debemos confirmar que el arco con centro en D y radio OG pasa por el
mismo punto E, punto medio del arco AB.

Hecho el trazado con regla parece que asi es

Conclusioén:

Prescindiendo de la regla podemos conseguirlo utilizando solo el
compas.

NOTA: Todavia cabe preguntarse. ¢Este hallazgo habra sido
coincidencia?. Seria interesante demostrar que el punto E, obtenido
mediante el arco de referencia coincide con el punto medio del arco AB.

VI Otros de especial interés

De Programacion Lineal

De Cénicas
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Actividades y Afioranzas, secundaria

Actividades y Aforanzas, Bachiller y Ciclos de F.P.
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Programacion Lineal
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Actividades y Aforanzas:

Secundaria
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Actividades Primer trimestre:

1-  a)Hallalos 2/3 de los 3/5 de 2250 .
b) Ordena de menos a mayor, y represéntalos sobre una recta: 2/3,1/5, 511, -2/3, -3/5

2 1 1
2.- g 5:=+1)-3:(=——
~a) Calcula; (4+ ) (2 4)

2—5 42 32
b) Simplifica hasta tener fraccién irreducible: W
3- Opera y simplifica:
a)[12-(3/4-1)]:(3/4+1) b) (-3)*(3/5 - 1/3) : (-2)*(4/3 - 6/5)
4.- Opera y simplifica:
a)- 22+ (- 312 + (- 5/2)° b) 353+ 0238 ) (- 32 +4/5
5.- a) Calcula: b) Calcula las que sea posible, y di cuales no son posible

5
1
'\11024 Jo -8 32 4-16

6.- a) Realiza:: —5+3%+2.(l+%)
' 2 n3
b) Realiza: yie o . simplificando todo lo posible

3 72716
¢) Determina, razonadamente, un numero entero positivo que al dividirlo entre 90 y entre 120, enlos
dos casos nos de resto 3.

7.- a) En una poblacion de 4500 personas contraen una enfermedad 360. ;Qué porcentaje del total
representan?

b) En una tienda he pagado 7686 pts, después de hacerme un descuento del 10% . ;Cual era ¢l precio
marcado?

8- En una gran finca el 25 % esta destinada a cereales, y del resto, el 50 % esta destinado como pradera para el
ganado y lo que queda es improductivo. Halla la extension de la finca sabiendo que tiene 9 ha. de terreno
improductivo. ( Ha= 10000 m2)

(Dame el resultado en hectareas y en m2)

9.- El precio del alumninio se ha incr do dos veces durante este afio: la primera el 15 %, la segunda el 8
%. Pero en el ltimo trimestre ha bajado el 6 %. ;Cual ha sido el porcentaje de subida al final del afio?

10-  Un depoésito dispone de dos grifos A y B, y de un tubo C de desage. Sabemos que tarda 6 h. en llenarse
cuando estan abiertos los tres. También sabemos que el grifo A, abierto é] solo, tarda 5 h en lienarlo, y que C,
abierto &l solo, tarda 4 h en vaciarlo. (Cuanto tiempo tardaré en llenar el deposito el grifo B él solo? Dame el
tiempo en horas, minutos y segundos.

11.-  a) Al comprar una lavadora me han hecho un descuento del 8 %, por lo cual he pagado 409’4 curos.
(Cual era su precio de la lavadora?

b) En un pantano habia 340 hl. de agua al comenzar el afio, y al final de Junio habia disminuido el 43 %.
(Cual es el indice de variacion, y cuénta agua queda en el pantano?

12-  Una sefiora sale al mercado y realiza compra en tres lugares o puestos distintos. En el primero ha gastado
2/3 dg su dinero, en el segundo ha gastado 1/2 de lo que le queds, y en el tercero gastd 2/3 de lo que tenia en es¢
momento. Al terminar observa que le han sobrado 1000 pts. ;Cuénto dinero lievaba al iniciar las compras ?
1.;Cual es ¢l menor nimero posible de baldosas cuadradas necesarias para cubrir el piso de una habitacion cuyas
dimensiones son 3,30 m. por 3,90 m. ?
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13.- Determina un namero N sabiendo que la division, tanto entre 6 como entre 40, tiene resto 3, y que N es mayor
que 240 pero menor que 250.

14.- 3) ;Cuanto mide una goma en su estado normal, sabiendo que al aumentar ¢l 30 % su longitud es 104 cm. ?
b) Halla el indice de variacién cuando pasa de "normal" a "estirada"
¢) Halla el indice de variacion cuando pasa de "estirada” a “normal"

15.- En un puesto de verduras y frutas, 1/6 del importe de las ventas del dia corresponde a las verduras. Del dinero
obtenido en la venta de frutas, los 3/8 corresponde a las naranjas. Si el importe por la venta de naranjas es de 54 e..
¢ Qué caja ha hecho en total ese dia ?

16.- Un grifo tarda 3 h en llenar el deposito, y otro tarda 4 h. Tiene ademas un tubo de desagiie que tarda 5 hen
vaciarlo (con los grifos cerrados y el deposito Ileno). Si cuando el deposito esta vacio abrimos los tres, (Cuanto
tiempo tardara en llenarse ?

17.-Una sefiora va al mercado y realiza tres compras en tiendas distintas. En la primera gasta 1/3 de su dinero, en
la segunda gasta 2/5 de lo que le habia quedado y en la tercera gasta 3/4 de lo que tenia en ese momento. Al final
comprueba que la quedan 2, 30 euros. ;Cuanto dinero tenia al iniciar las compras ?

2 1 ¥
18.- Calcula: 5-3.(E+D)+(=—-—):3
a) Calcula (4 ) (2 4)

1
b) Exprésalos en forma de fraccion y haz los calculos: = +1'234

19-  a) Al comprar una lavadora me han hecho un descuento del 8 %, por lo cual he pagado 409’4 euros.
;Cual era el precio de la lavadora antes del descuento?

20.- En un puesto de verduras y frutas, 1/6 del importe de las ventas del dia corresponde a las verduras. Del dinero
obtenido en la venta de frutas, los 3/8 corresponde a las naranjas. Si el importe por la venta de naranjas es de 34 €.,
¢ Qué caja ha hecho en total ese dia ?

21-  (Cual es el menor nimero posible de baldosas cuadradas, necesarias para cubrir el piso de una habitacion,

cuyas dimensiones son 3,30 m. por 3,90 m., y de forma que no tenga que cortar ning baldosa ? Razonar la
respuesta.

22-  Determina un mimero N sabiendo que la division, tanto entre 6 como entre 40, tiene resto 3, y que N es
mayor que 240 pero menor que 250.

Razonar la respuesta

23-  a)Realiza: 3.(x'+2x-5) - 203 +5x+ 1)
b) Realiza la division y haz la comprobacion:(6x° - 33 +5x +4): (xX-2x+3)

24 - Dados los polinomios P(x) =3x" 2% +5,Q(x) = (x + 1)*- 5x +3, realiza:
a) P(x)-2.Q(x)
b) Halla el valor numérico de P(x) cuando x=-1
b) Realiza la division P(x): Q(x)
25-  Dados los polinomios P(x) = 3x" - 5 +2x -7, Qx)=-2x+3x-5
realiza: a) -2.P(x) +3.Q(x)
b) El valor numérico de -5.Q(x) cuando hacemos x = -1

26.-  Dados los polinomios
P(x)=3x" -5’ +2x -7, Qx)=x>+3x-5, Rx)=x -5x+4,
realiza las operaciones indicadas: (P(x) + Q(x)) : R(x)

27.-  Dados los polinomios P(x) = 3t -5 +2x -7, Q) =-2%’ +3x-5

realiza: a) 2.P(x) - 3.Q(x)
b) El valor numérico de 3.Q(x) cuando hacemos x = -2
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Ac:'iividades Segundo trimestre: 3°Eso Junio/04
L- a) Resuelve la ecuacion: 3.(x-1)+2.(3-x)=5
S5x+7y=-1

b) Resuelva los sistemas:

~-4x+6y=0
2-  a)Resuelve: 5x’-125=0 b)Resuelve: 2x* 4x =0, ) Resuelve: 2x*-8x +6=0
3.- Resuelve:
- - 2 -
8 x(x-3) g0 (Bx-2)" x(x-2)
2 8 4
b) (x+1)* -3=3x
¢) V2x-1=-3
4.- Resuelve:
a)3¢+27=0  b) (3-2x)’ +3=4x P P Y
3 4 2 2
5.- a) Resuelve:  x*-32.x=0 b) Resuelve:  3x*-0'75=0

6.- Prepara el sistema y resuélvelo aplicando dos métodos:

3(.v«t—l)<’_2(y+l):12
2 3
3p-2=Lo0s
7.- Resuelve:
2y-5 x+3 )
A 22—y =7
2 I —— b){" 4
Sx+y=-10 Yok

8.- Resuelve el sistema por el método preferido:  (indicar el método aplicado)
2x+)) -1 g
5 2

ax-21 15
4

9.- Varios amigos y amigas se reparten un premio y les corresponde 15 € a cada uno. Si hubieran sido 4
amigos mas les habria correspondido 3 € menos a cada uno. ;Cuantos amigos eran inicialmente?

10.- Si la base de un rectangulo disminuye 80 m y su altura aumenta 20 m, se convierte en un cuadrado,
pero si la base disminuye 60 m y la altura aumenta 20 m, entonces el 4rea disminuye 400 m’

11.- Dos albaiiiles que trabajan asociados reciben 1400 € por un trabajo. ;Cuanto correspondera a cada
uno si uno de ellos trabajé las dos quintas partes que el otro?

12.- Pedro y Luis compran una camisa cada uno. Las dos tienen el mismo precio, pero Pedro consiguio el
12 % de descuento y Luis consigui6 solo el 8 %, de forma que uno pago6 1'4 € mas que el otro. ;Cuénto
costaba cada camisa?

13.- Un ciclista sale a la carretera con velocidad de 15 km/h. Otro ciclista sale media hora después y desea
alcanzar al primero en hora y media. ;Qué velocidad debe lleva el segundo?

14.- Me falta 1 €. para poder comprar mi revista preferida. Si tuviese el doble del dinero que tengo, me sobrarian 2
€. (Cuanto dinero tengo ?. ;Cual es el precio de la revista?
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L odi-
15.- Marta tiene 5 afios mas que su hermano Pedro, y su padre tienc 41 afios. Por otro lado podemos afirmar que
dentro de 6 afios, la edad del padre coincidira con la suma de las de sus hijos. Determina la edad de cada uno.

16.-  El padre de Luis tienc ahora 3 veces la edad de su hijo. Hace 5 afios la edad de Luis era la cuarta parte de la
de su padre. Halla sus edades.

17.- Juan tiene 16 afios, su hermano Paco tiene 14 y su padre 40, ;Cuantos afios han de transcurrir para que la del
padre sea igual a la suma de la de sus hijos?.

18.-  Un grupo de amigos se reparten un premio y les corresponden 9 € acada uno. Si hubieran sido
4 amigos mas les hubieran correspondido 1'8 € menos a cada uno. ;Cuantos amigos hay en el grupo?

19.- Tres socios han obtenido 12900 € de beneficios, que se repartiran proporcionalmente al capital
aportado. El socio A aporto 2/3 de lo que aport6 el B, y éste aporté 5/6 de lo aportado por C. /Qué
cantidad corresponde a cada uno?

20.- La Sra Mayte ha pagado 6'40 € por 2 kg de naranjas y 3 kg de manzanas, y la Sra Maria ha pagado,
en el mismo momento y la misma tienda, 8'60 € por 4 kg de manzanas y 1 de naranjas. Determina el
precio de cada clase de fruta.

21 .- Un comerciante mezcla aziicar de dos calidades con el propésito de obtener 100 kg. para venderla a 1 euro/kg.
Los precios de origen de cada una son 0,90 euros/kg. y 1,40 euros/kg. ;Qué cantidad tiene que tomar de cada
clase ?

22 .- Mezclamos 40 kgs. de arroz de 0'60 e/kg con 60 kgs. de otra clase. La mezcla resulta a 0'80 e/kg . Determina
el precio del segundo tipo de arroz.

23.- Un comerciante mezcla 150 kg de arroz que le costaron a 1'08 e/kg, con 250 kg que le costaron a (' 65 e/kg.
Los mezcla para mejorar las ventas. ;Qué precio debe fijar para la mezcla si desea obtener lo mismo que le costd?

24.- Un comerciante mexcla 150 kg de arroz que le costaron a 1'08 e/kg, con 250 kg que le costaron a 0' 65 €/kg.
Los mezcla para mejorar las ventas y obtener mayor beneficio. ;Qué precio debe fijar para la mezcla si desea
obtener un beneficio de 150 €?

25.- Pepito compra en el kiosco 2 boligrafos y 3 lapiceros, por los que paga 1,30 euros, y su amigo Juanito, en el
mismo kiosco, paga 1,80 euros por 4 lapiceros y 3 boligrafos. Determina el precio de los lapiceros y de los
boligrafos.

26.-  a) De un bidon que estaba lleno de aceite, se han consumido los 7/8 . Después afiadimos 38 litros
y comprobamos que ha quedado lleno hasta los 3/5 de su capacidad. Determina la capacidad del bidon.

b) Un rectangulo tiene 50 m? de érea, y uno de los lados mide 5 m més que el otro. Halla sus
dimensiones.

27.- En un Centro escolar hay un total de 270 alumnos entre los dos cursos (3° y 4° ) del segundo ciclo
de la ESO. Se sabe que el 52 % de los alumnos de 3°, y el 45 % de los alumnos de 4° son chicas,
sumando un total de 132 alumnas:

a);Cuantos alumnos hay en cada curso?  b), Cuél es el total de chicos ?

28.- Los padres de Luis tienen una garrafa llena de aceite. Durante una semana han gastado 3/5 del
contenido, y la siguiente semana gastaron 2/3 de lo que qued6. Después afiadieron 5 litros, y observan que
faltan 2/15 para quedar llena. ;Cual es la capacidad tiene la garrafa ?

29.-  Determina un mimero x tal que la suma del cuadrado del inmediato anterior con el cuadrado del inmediato
posterior nos da el valor 20.
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Actividades Segundo trimestre: o 2g2/0 5 —3-

1.- Resuelve: .
-— -— 2 -_
2) x.(x-3) fl= Bx-2)" x(x-2)
2 8 4

b) (x+1)* -3=3x

¢) VZx-1=-3
2.-  Resuelve:

a) -3 +27=0 b) (3-2x)" +3=4x c)_3x—3+§:—_x+§

3 4 2 2
3- a) Resuelve:  x*-3'2.x =0 b) Resuelve: 3x*-0'75=0
De moviles:

L.- Del punto A sale un mévil con v = 120 km/h, y a la misma hora sale de B otro, al encuentro del primero, con v
=90 km/h. Los puntos A y B estdn a 600 km de distancia uno del otro. /Cuanto tiempo tardaran en encontrarse.

2.- Del punto A sale en direccion a B un movil con v = 130 km/h; "y a la misma hora sale de B otro, en la misma -
direccioén y el mismo sentido que €l primero, con v = 100 km/h. Los puntos A y B estana 400 km de distancia uno
del otro. ;Cudnto tiempo tardaran en alcanzar el primero al segundo.

3.- Un mévil toma la salida con velocidad de 110 km/h, y media hora después sale otro, en la misma direccion y
sentido, con velocidad de 125 km/h. ;Cuanto tardaré en alcanzar al primero?

4 - A las 8 de la mafiana sale de la ciudad A un mévil con velocidad de 120 km/h en direccion a la ciudad B. De la
ciudad B sale media hora después otro mévil en direccion hacia A con velocidad de 130 km/h. La distancia que
separa AyBesde230km.  (Haz un esquema)

a) (A qué hora se encontrarin?

b) (A quédi ia de A se produce el y 7

5.- A las 8 de la mafiana sale de la ciudad A un movil con velocidad de 120 km/h en direccion a la ciudad C. Dela
ciudad B sale media hora después otro mévil en direccion hacia C con velocidad de 110 km/h.  La distancia que
separa A y B es de 230 km. (Haz un esquema)

a) (A qué hora el mas rdpido alcanza al més lento?

b) ;A qué distancia de A se produce el alcance?

Q.- Realiza los calculos simpliticando lo posible:

Q) 3/2+(3P- 5‘%‘ 1 b) 3

9.- Varios amigos y amigas se reparten un premio y les corresponde 15 € a cada uno. Si hubieran sido 4
amigos mas les habria correspondido 3 € menos a cada uno. ;Cuantos amigos eran inicialmente?

10.- Si la base de un rectangulo disminuye 80 m y su altura aumenta 20 m, se convierte en un cuadrado,
pero si la base disminuye 60 m y la altura aumenta 20 m, entonces el 4rea disminuye 400 m®

11 .- Dos albatliles que trabajan asociados reciben 1400 € por un trabajo. ,Cudnto correspondera a cada
uno si uno de ellos trabajo las dos quintas partes que el otro?
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Actividades: 3°Eso Marzo/05

1.- Dos niimeros suman 51. Si el primero lo dividimos entre 3 y ¢l segundo entre 6, los cocientes se diferencian 1. Halla el
valor de dichos niimeros.

2.- El cociente de una divisién es 3 y el resto 5. Si el divisor dismil en dos unidades el coci en uno y el nuevo
resto es uno. Halla el dividendo y el divisor. /

3.- Divide 473 en dos partes de modo que al dividir la mayor por la menor s obtenga cociente 7y resto 9.

4.- Halla las edades les de dos p biendo que: “hace 10 afios la edad de la primera era 4 veces la de la scgunda, y
dentro de 20 afios la de la primera ser4 el doble de la otra.

5.- Hemos 1ado dos liquidos de densidades 0’7y 1’3 y hemos obtenido 30 litros de un liquido de densidad 0°9. ;Cuéntos
litros he tomado de cada uno.

6.- Un barco que hace el servicio de llevar pasajeros por un rio, los traslada desde A hasta B, que distan 75 km, en 3 horas,
mientras que desde B hasta A lo hace en 5 horas. Halla la velocidad del barco y de la corriente, supuestas constantes.

7.- La suma de ladcifras de un niimero es 8. Si al niimero le afiadimos 18, ¢l niimero que resulta coincide con ¢l que resulta de
invertir el orden de las cifras del nimero dado. Halla el nimero tomado inicialmente.

8.- Un orfebre tiene dos lingotes. El lingote A contiene 550 gr. d{oro y 60 gr. &oobre, el B contiene 400 gr. de oroy 100 gr.
de cobre. Desca preparar otro lingote que pese 640 gr. y cuya ley sca 0°825. 1 Qué cantidad debe tomar de cada uno.

9.- Un padre dice a su hijo: “ Hoy tu edad es 1/5 de la mia, y hace 7 afios no era ms que 1/9 . Halla sus edades.
10.- Un caballo y un mulo caminaban juntos llevando sobre sus lomos pesados sacos. Lamentabase el jamelgo de

su enojosa carga, a lo que el mulo le dijo: “; De qué te quejas? Si yo te tomara un saco , mi carga seria el doble que
la tuya. En cambio, si yo te doy un‘ saco tu carga se igualarfa a la mia”. ;Cudntos sacos llevaba cada uno?

11.- Prepara el sistema y resuélvelo por el método preferido:
y-4_ 3x—5_y-—2_

3x+ = 2 3 8
LA 23 D V2x+1 3y-s
-—x—+3y=4 ol G
"] 5 3
12.- Resuelve por sustitucion:
2 =24 -x+y=0
& x*+y=2 b) - yz
-2x+y=16 2x* -y* =9
13.- Resuelve por tanteo. Después resuelve aplicando método:
- 2 2 _
2) x+y=2 b) x*+y* =25
x—-y=0 X+y=35
14.- Resuelve:
x+3y-z=5 x-y-z=0
a) 2y+z=4 b) 2x -z=4
2z=6 x+y =6-z

205

zh,



ACTIVIDADES 3°ESO Verano /05

1.- Realiza dejando el resuitado en forma de fraccion:

1 3 2
4-3:(z-=+2)+5
a) (2 4+3)+

b) ((% +3)H1 - 52 Simplifica dejando el resultado en fraccién irreducible:
c) 2'05+3'243 | dejando el resultado en forma de fraccion

2.- Ana regala a Luis un tercio de su coleccién de sellos, y después regala la mitad de los restantes a su prima
Maria. Del total de sellos regalados, la cuarta parte son de Espafia, y los 210 restantes son del resto de Europa.
¢Cusntos sellos tenia Ana?. ;Cuantos ha regalado a Maria?

3.- Durante el afio 2004 un producto modifico su precio en dos ocasiones. Primero en Marzo subié el 5 %, y
después en Septiembre bajé el 3 %. Utilizando los indices de variacion resuelve lo siguiente:

a) Siel precio inicial era de 54 <, halla su precio final.

b) Si el precio final fuese de 85 €, ;Cual era su precio inicial?

4.- Un comerciante mezcla 150 kg de arroz, que ha costado a 1°20 e/kg, con 250 kg de otra clase cuyo precio
desconocemos. Sabemos que vendiendo la mezcla a 0°99 e/kg consigue un beneficio de 50 €, ademas de lo que a
€l le costaron los productos. Determina el precio del segundo tipo de arroz.

5.- A las 8 h de la mafiana sale un ciclista con velocidad de 15 km/h., y media hora més tarde sale otro en la misma
direccion pero sentido contrario, con velocidad de 20 km/h. ;Qué hora serd cuando se encuentren a 95 km de
distancia entre si?

6.- En una cadena de montaje, 17 operarios trabajando 8 h/dia son capaces de ensamblar 850 aparatos a la semana.
La proxima semana tienen que conseguir el ensamblaje de 1000 aparatos con el fin de satisfacer un pedido urgente.
;Cuéntas horas diarias deben trabajar para conseguirlo?

7.- Realiza dejando el resultado en forma de fraccion:

1,32
et ¥ (= e T
a) (2 4+3)+

b) ((2 =13yt =3 Simplifica dejando el resultado en fraccién irreducible:
c) 205+3243 , dejando el resultado en forma de fraccion

8.- Un depdsito dispone de dos grifos A y B, y de un tubo de desagiie. Sabemos que el grifo A tarda en llenarlo 6
h., que el B tarda 5 h, y que C tarda 8 h en vaciarlo cuando esté lleno. Si el depdsito esté vacio y abrimos los tres al
mismo tiempo, ;Cuanto tiempo tardaré en llenarse?. Razona la respuesta.

9.- En una gran finca el 25 % est4 destinada al cultivo de cereales, y del resto el 50 % estas dedicado a pradera para
el ganado. El resto de la finca es improductivo. Determina la extension de la finca sabiendo que la parte
improductiva supone 9 ha.

10.- Un comerciante ha mezclado 150 kg de arroz, que le ha costado a 120 e/kg, con 250 kg de otra clase cuyo
precio desconocemos. Sabemos que vendiendo la mezclaa 0°99 e/kg obtiene, ademas del coste, un beneficio de
50 €. Determina el precio del segundo tipo de arroz.

11-Alas8h.dela maﬁﬁna sale un ciclista con velocidad de 15 km/h., y media hora después sale otro, del mismo
punto, en la misma direccion pero sentido contrario, con velocidad de 20 knv/h. ;Qué hora sera cuando se
encuentrena 130 km de distancia entre si?

12.- Supongamos que en Enero el litro de gasolina estuvieraa 0’88 /litro, y que después se han producido dos
subidas: La primera del 5 %, la segunda del 4 %. Se pide, utilizando los indices de variacion:

a) Precio después de la segunda subida, dando el resultado con tres cifras decimales.

b) Tanto por ciento de la subida, después de las dos subidas. Resultado con tres decimales.
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_M_*

13.- Tenemos dos cireunferencias, secantes. cuvos centros distan OO’ =25 cm. Sus radios sont =10 em, R =17

r t + 17 3. 4 .
R S )y tra7o tna Lngens exterior comin. Llama My N los puntos de tangencia. Se
pide;
a) El perimetro del cuadrilitero MNOO’.
b) Calcula el 4rea del citado cuadrilatero.
14.-

a) Calcula la superficie total del tetraedro rayado de la figura.
b) Caleula el volumen del citado tetraedro.

<

15.- Un bidén cilindrico de 30 cm de dimetro pesa, vacio, 5 kg, y lleno de agua pesa 27°608 kg. Se pide:
a) La superficie total del cilindro.
b) Tenemos el cubo con agua, por ejemplo hasta la mitad de su altura, e introducimos un guijarro
quedando totalmente sumergido en el agua. Si observamos que el nivel del agua ha ascendido 5 cm,
determina el volumen del guijarro.

16.-  a)Escribe la ecuacion de la recta que pase por P(-3, 3) y sea paralela al eje ox. Cusnto vale su pendiente?
b)Halla la ecuacién de la recta que sea paralela a la recta s: 3x + 2y —3 =0, y pase por el punto P(3, -2).

17.- En una consultora A aplican la siguiente tarifa a sus asociados: Cuota fijade250 ey 15 €
por cada consulta. Otra consultora B aplica: Cuota fijade 300 € y 10 € por cada consulta. Se pide:
a) Expresar en cada caso, mediante una funcion, el coste en funcion del nimero X de consultas, y hacer
una representacion grafica (en el mismo sistema de coordenadas).
b) A partir de qué nimero de consultas interesa la consultora B?

18.- En la figura, PM es tangente a la circunferencia en M. El radio de la circunferencia es r = 10 cm, y OP = 30
cm.

a) Calcula el perimetro y el érea del trigngulo OPM.

b) Si suponemos que el angulo en P vale P= 30°, Caleula el area del trisngulo curvilineo PMN.

19.- Dibuja una pirdmide de base cuadrada, cuyo lado de la base mide 1 = 12 cm . La arista mide a = 20 cm. Se
pide:

a) El 4rea lateral.

b) Elvolumen de la pirdmide

20.- Tenemos un cono cuya base tiene radio R = 15 cm. Dentro del cono tenemos una esfera de radior = 10 cm,
quedando ésta inscrita al cono ( es decir, tangente al cono interiormente). Haz dibujo. Calcula el volumen que
queda dentro del cono pero exterior a la esfera.

21.-  a)Escribe la ecuacion de la recta que pasa por P(-1,3) yes paralela al eje oy (eje de ordenadas).
Represéntala.
b)Halla la ecuacion de la recta que es paralela a la recta s: 5x + 3y —6 =0, y pasa por ¢l punto P( 2, 3).
Represéntala.

22.- En una empresa de mantenimiento aplican la siguiente tarifa semestral a sus clientes: Cuota fijade 200 € y
15 & por cada servicio realizado. Otra empresa del mismo ramo aplica semestralmente: Cuota fija de300ey 10
€ por cada servicio prestado. Se pide:
a) Expresar en cada caso, mediante una funcién, el coste en funcion del nimero x de servicios realizados
en un semesire, y hacer una representacion grifica (en el mismo sistema de coordenadas).
b) ;Para qué numero de servicios el coste coincide? ;A partir de qué nimero de servicios interesa la
segunda empresa?

23.- Resuelva las ecuaciones:
a) (x+1)?*-3x=3
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b) V2x—1=3 AR

9 x(x-3) x(x-2) _@x- 2? i
2 4 8

24.- Pedro y Luis compran una camisa, no iguales pero que marcan el mismo precio. Pedro consiguié el 12 % de
descuento mientras Luis consigui6 solo el 8 %. De esta forma Luis pago 1’4 euros més que Pedro. ;Cual era el
precio de cada camisa?

25.- Resuelve el sistema:

2 .y 1 2 2

e 2x*-y*=9
a) 5 3 15 b) {x _y

~15x+15y =2 F=p =0

26.- Pedro ha comprado en el kiosco 2 boligrafos y 3 lapices por 1°70 euros. Un rato después su amigo Juan ha
pagado en el mismo kiosco 2’40 euros por 4 lapiceros y 3 boligrafos. Determina el precio de un boligrafo y de un
lapicero.

27.- El padre de Luis tiene actualmente 3 veces la edad de su hijo. Hace 5 afios la edad de Luis era la cuarta parte
de la de su padre. Determina sus edades actuales.

28.- A las ocho de la mafiana sale de A un mévil con velocidad de 130 km/h. Media hora después sale de B otro
movil, en la misma direccion y sentido que el anterior, con velocidad de 120 km/h. La distancia entre Ay B es de
105 km

a) A qué hora alcanzard el primero al segundo?

b) A qué distancia de A se produce el alcance?

29.- Resuelva las ecuaciones:
a) (x+1)*-3x=3
b) V2x-1=3
5x-6
c) =
x

x

30.- Un comerciante mezcla 250 kg de arroz que costo a 0°60 €/kg con 150 kg de otra clase que costo a 1°20 e/kg.
A qué precio tiene que vender la mezcla si desea obtener un beneficio de 60 €.

31.- Alas ocho de la mafiana sale de A un mévil con velocidad de 130 km/h. Media hora después sale de B otrd,
mévil, en la misma direccion y el mismo sentido que el anterior, con velocidad de 120 km/h. La distancia entre Ay
Besde 110km

a) ;A qué hora alcanzara el primero al segundo?

b) ¢A qué distancia de A se produce el alcance?
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Actividades y Aforanzas:

Bachillerato y Ciclos de F.P.
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1° Bach. Alumnes con las Mate. Pendiente  Final 9/ 05/ 05

Nombre..........ccoovievrnnnns Grupo ......... Niumero ......... Valor: ............
N
1.- a) Smplifica y opera: 32—t —
2 8
N . 1
b) Racionaliza la expresién: e
o 243-45
V34
¢) Opera y simplifica. .
Opera y simp T
2.- Resuelve las ecuaciones:  a) %.(xf - %.(x +1)+ 3’;; 4 =0

b) V5x+6=3+2

3- La madre tiene actualmente 27 afios més que su hija, y dentro de 12 afios la edad de la madre sera el doble
que la de la hija. /Cual es la edad actual de cada una ?

(x+1 -1
: l 3 ty= x-y+3=0
4.- Resuelve los sistemas: a) b) ) )
x-3 X +y" =5
T+2y=1

5.- Tres empresas A, By C aportan 2,3 y 5 millones de euros para iniciar la empresa. A los 5 afios reparten
beneficios en proporcion al capital invertido inicialmente. Se sabe que a C le han correspondido 189.000 & més
que a B. ; A cuanto ascendieron los beneficios 7

$3335535555353383

6.- a) Representa sobre una recta el conjunto de valores de x que verifican: |3x - 6 | €3

b) Determina el conjunto de los valores de x para los cuales esté bien definida la raiz cuadrada
(Resultado en forma de intervalos) v27-3.x°

7.- a) Resuelve la ecuacion: 2log(x) = log(27) + log(4) - log(3)

b) Determina el valor de x en las siguientes igualdades:
log (125)=3, logs(x)=4

8.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

2 2x-1 7R =497
A 2% 527 +4=0 b) 47 =025 )
757 =49
9.- Determina el dominio de las siguientes funciones:
) )= —— b S =VE - 5x46 o) f(x)=—m
a) f(x)= ——— x)=vyx’ - 5x ——
. x+2x-3 : Jx—4

(x+1, sixe[-30)
10.- Estudia su continuidad y representa la funcion: f(x)=<x" - 2x+1, sixe[0,3)
4, sixe[3,8)
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Septiembre: 2° Bach.(CC.SS.) 109/ 05

NOMDIE ..cuceererereresenensases Grupo

Valor: ....ceueeee

-1

x 2
1.- a) Dada la matriz A = [ J, calcula A”

Ly

. (341 —2
b) Calcula todos los valores de x ¢ y para los cuales se verifica que A':( 2 ]j
%&w: 3,2

x—-ay+z=a
2.- a) Estudia el siguiente sistema dependiendo de los valores que tome el parametroa™ X +y+2z =

—ax+2y-z=2a+1
b) Resuélvelo, por el método de Cramer, para un valor de “a” que lo haga compatible y dctcn?x 0. 5.0
L e

3.-Una tienda posee tres tipos de conservas carnicas: A, By C. Un cliente compra el primer mes 30 unidades de A,
20 de By 10 de C, siendo 500 el total abonado. Al mes siguiente compra 20 unidades de A'y 25 de C, siendo
415¢ el total abonado. Se sabe que el precio medio de los tres productos es de 9</unidas. Expresa el enunciado
mediante un sistema de ecuaciones y resuélvelo por el método de Gauss para obtener el precio de cadg/producto.

1 3) later:do

4.-a) Halla los valores de x para los cuales la matriz A no admite inversa: A=[1 1 0
x 1 x
2 01 1. 3 @
b) Resuelva la ecuacion matricial: X.A + B=1.donde A=|0 1 3|, B=|-2 0 -1
1 00 4 1 2
$3555$5$5555$5$ Ybor: 5, >
1.- a) Disponemos de un dado trucado de cuatro caras numeradas del 1 al 4, y se sabe que P(4)=4.P(1),

P(3)=3.P(1), P(2)=2.P(1), donde P(i) indica la probabilidad de que resulte la cara nimero "i".
Determina ¢l valor de P(i), paracada i=1,2,3.4

b) Disponemos también de dos umas:  U; con 1 bola roja y 2 verdes; U, con 2 bolas rojas y 3 verdes.
Lanzamos el dado anterior y, si resulta mimero par tomamos una bola de U,. en otro caso la tomamgs de la urna
Us. Determina la probabilidad de que sea verde. lz,é’_‘x‘ 4 , £

2-  A)Dedos sucesos Ay B se sabe que P(A)=0'6, P(B)=07, P(AUB)-P(ANB)=03
Calcula: P(AUB) y P(ANB)
B) En una distribucion N(18, 4): a) Determina el valor de P(11< X <25)
b) Halla k tal que P(x <k) = 0,6331

(/L&’L: b4y ¢

3.- Enun LE.S. hay tres profesores de Fisica. Cuando un alumno se matricula tiene igual probabilidad de que le
asignen uno u otro profesor de Fisica. La probabilidad de obtener nota final un sobresaliente con el profesor A es
0'3, la de obtenerla con el profesor B es 028, y la de obtenerla con el profesor C es 0'35.
a) Calcula la probabilidad de que un alumno matriculado en Fisica obtenga nota final de sobresaliente.
b) Sabiendo que un alumno ha obtenido nota final de sobresaliente, halla la probabilidad de que le haya

tocado el profesor C. Vajbv 5, &
——

4.- Considérese una poblacion en la que sc estudia una caracteristica X que sigue una distribucién normal de media
u= 12 y varianza ° = 16. Se pide:

a) Probabilidad de que un individuo de la poblacién, elegido al azar, tenga la caracteristica X con valor
superior a 14.
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b) Se considera una muestra aleatoria de tamafio n = 9. ;Cual es la probabilidad de que la media muestral

X tenga un valor superior a 14 ? Vo“&f‘ 5, 5
5555535853888
a-2x, si x<-1
| - Dada la funcion fx)={-x"+4x-3, si -1<x<4

5+ bx, si x»>4

a) Determina los valores de "a y b" para que sea continua en R

b) Represéntala para los valores obtenidos. (M[ : 4 s

5
i x*—4x+3 .
2.- Dada la funcién flx)= -1 Se pide:
X2 -
a) Dominio y los puntos de corte con los ¢jes de coordenadas.
b) Estudia sus asintotas obteniendo su ecuacién y comportamiento de la curva en relacion con ellas.

¢) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Extremos y su grafica. (/
abac: 3, 3, 4
[T Py

3 .- Sca la funcion f(x)=x" +ax+8.

a) Determina el valor de "a" para que la recta tangente en ¢l punto de abscisa x = 6 corte al ¢je de

abscisas ( gje ox ) enx = 14/3.
b) Calcula el valor del area limitada por la curva y = f(x), el eje ox. y lasrectasx =4, x=6
Valet: 5, =
4.- En un espacio que tiene forma de semicirculo de didmetro 20 m deseamos construir un jardin de forma
rectangular, y de modo que quede inscrito en el semicirculo. (Uno de los lados debe quedar sobre el didmetro del
semicirculo). Halla las dimensiones del citado jardin rectangular si deseamos que tenga area maymz
aberido
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