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I De Algebra Superior

1.1.- Sumas Simples de las raices de una Ecuacion.
Relacion con los coeficientes

Sea un polinomio
P(X) = apx" + ax™ + ... +ax™ + ... +a, (1)

Las raices de P(x) = 0 las designamos mediante: X1, X,, ... ,x,. Entonces
podemos expresarlo asi

P(X) = ao. [Ti1(x — x1) )
Al hacer el producto obtenemos, prescindiendo del factor a,,
(2) = (X-X1).(X-X2). ... .(X-Xp.1)-(X-Xp) =
= X" - (Xt Xot oo F X)X (XeXo F XaXg L. XeX) X P - L -
+- (XaX2Xs... Xn)

Identificando coeficientes de las expresiones (1) y (2) resulta las
relaciones

d; = -dg. (X1+X2+ +Xn)
dy = dg. (X1X2+X1X3+ .. .+X1Xn)
as = -a.(Suma producto de ternas)

................ 3)

an = (-1)".a0. (XaX2X3. Xn)
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Por otro lado, tomando el logaritmo de la expresion

P(X) = ao. [Ti,(x — xp), tengo In(P(x)) = In(ag) + X7, In(x —
x;), Y derivando esta igualdad

Px) 1 1 1

P(x) - X—Xq + X=Xy + + X—Xn

(4)

Si tomo la fraccion ﬁ y hago la division tengo
A1

1 1 _t _1 oo ox
x—xl_x'(l—%)_x'(1+x+x2+x3+ )
(5)
gue es convergente para valores de x tales que Ol
, . Y 1
Para llegar a (4) debemos recordar como realizamos la divisién R :
X
1 |1-2
X
2 m
1+2 434 42l
x  x2 xm
_1+ﬂ
X
*1
X
(4 x
x  x?
x%
x2
(6)

Continuando tanto como deseemos. Del mismo modo para las restantes
fracciones de la expresion (4).

14



Si sumamos estos resultados y los llevamos a (4) obtenemos

!
P(x)= 1+1.|_...+ 1 :1(1+_+x1+x1+ )
P(x) X—X1 X=X X—Xn x
+

X7

+2.(1+ x—2+x2+x2+ Nt A+ Ty
X X X X X

x3 _
x_731_|_...)_
A1+ 1+ 1) + (g +xg+ x5+ xy).

+(X1+XZ+x3+ +xn) +(x1+X2+X3+ +Xn)—+ +

_ _ _ _ 1
l C A S Y e SR At 1)'x_"+

+ (x{‘+x§+x§1+---+x,’$) BTl O 2L S 2 S A SR

xnt1

Xn)- s
Sihago sp=(1+1+1+--+1)
S1=(x +xp +x3+ -+ xp)

Sp= (% + x5 +x2 4+ x2)

Spa= (T x4 B 4 XD
= (xf +xF+xF+ 4 x))

podemos expresar
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!
PX) =S50 51,52, 5 4+ 5n-1 Sn Sm
P(x) x x2 x3 x%t T xn o xntl Tt ymid

(")

convergente cuando x cumple: |%| < 1, 0 bien |x| > |xi|, para todo i.

Def.: Llamamos “Sumas simples” a los valores s;, i=0,1,2,...n,...

P’
P(x)
con los del miembro derecha de (6) encontramos el valor de cada una de
las sumas simples p; .

Si hacemos la divisién e identificamos los coeficientes obtenidos

Ejemplo: Para P(x) = x® + px + g, obtenemos

s0=3,51=0, s2=-2p, s3=-3q, 54 =2p*,s5=>5pq, ...
Observa que po toma siempre valor = grado de p(x).
Relacion con los coeficientes:

Demostraremos que las funciones simples s; y los coeficientes a; estan
relacionados como sigue

al =-s,
2.a2 =-(al.s; +Sy)
3.a3=-(al.s; +a2.s; +s3)
4.4 = -(al.s3 +a2.s, +a3.5; + Sy)
nan=- (X a;.sp_i +5p)
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1.2.- Discriminante de una Ecuacién P(x) = 0

SeaP(x) = aX" + ax™ + ... +ax™ + ... +a, (8)
Y SUS raices: Xi, Xa, ... ,Xp.

Def.: Llamamos “Discriminante de de P(x) = 0 al siguiente valor:

Dis = a,"™" . D? , donde

1 1 1 ... 1
X1 Xy X3 .. Xp
D=| x? «x% x% .. x2
P

Tenemos D = (Determinante de Vandermonde) =

= (Xn'Xl). (Xn-l'xl)- ............... . (Xz'Xl) .
 (XnX2). (Xn1-X2). ... . (X3-X2) .
(Xn=X3). (Xn1-X3). ... . (X4-X3) .

. (Xn-Xn-1)

igualdad que demostramos en (*).

con lo cual
Dis = aon(n—l). D? = aon(n—l). H{:}l”"’z(xj _ xi)Z (9)

Por otro lado tenemos D?=
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1 1 1 .. 1 | 1 1 1 .. 1
X1 X2 X3 Xn X1 Xz X3 Xn
x{l—l x;l—l xél—l x7711—1 x{l—l x;l—l x;l—l xg—l
2 n—1
1 1 1 . 1 | 1 xl x1 x1
X, X, X X 1 2 n-1
1 2 3 - Xp Xy X5 . X
— 2 2 .2 2| i 2 n-1 1l =
- | X1 Xy X3 .. Xp . 1 X3 X3 e X3 -
n-1 ,n-1.n-1  .n-1 / n-1
X x0T x X
1 2 3 n 1 xp g 2, Xn
= (Hechos algunos calculos se ve que ... ) =
So S1 S2 Sn-1
S1 S2 S3 Sn
= |Sn-2 Sn-1 Sn - S2(n-1)-1 (10)
Sn-1 Sn Sn+1 Sz(n—l)

Por tanto, si calculo las Sumas simples tengo también el valor del
discriminante.

Ejemplo: Para el anterior

3 0 —2p
Dis=| 0 —2p —3q
—2p —3q 2p?

Corolarios:

a) P(x) =0 tiene soluciones dobles si, y sélo si, Dis = 0
b) El siguiente calculo nos dice que:
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D > 0 --- > NUmero par de (pares) de soluciones
complejas

D <0 --- > Numero impar de (pares) de soluciones
complejas.

En efecto: [(a + bi) — (a — bi)]* = [2bi]* = -4.b? . ( Cada par de
soluciones complejas aporta una vez el signo - )

(*) Determinante de VVandermonde Elementos de Matematicas, Rey
Pastor, A. Castro, ...) : Es el determinante de la matriz del mismo

nombre
1 1 1 w1 1
/ a b c . h k \
CZ
3

h? k% |

M =k a o h3 k3 )
an—l bn—l Cn—l ......”hn—l kn—l

Para calcular det(M) reduzco a ceros la primer columna restando de
cada fila la fila anterior multiplicada por a (comenzar por la Gltima
fila):

D=
1 1 1 1 1
/0 b—a c—a h—a k—a
0 b.(b—a) c.(c—a) h.(h—a) k.(k —a)
| 0 b%(b-a) c’.(c—a) .. h%(h—a) k?.(k —a)
\O b2 (b—a) c™?%(c—a) .. "2 (h—a) k"2 (k—a)
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= (Desarrollando por la primer columna, y después sacando el factor
comun de cada una de las columnas) =

| 1 1 1 1
b c h k

= (b-a).(c-a). ... .(h-a).k-a). | b2 c2 .. h* k?|=
R T

= (Aplicando la misma reduccidn que en la inicial) =
= (b-a).(c-a). ... .(h-a).k-a).
(c-b). ... .(h-b).(k-b).
.(h-g).(k-9).
.(k-h)

1.3.- Acotacidn de las raices de P(x)
Sea el polinomio P(X) = apX"+ a X" + ... +ax™ + ... +a,,
Las raices de P(x) = 0 las designamos mediante: X1, Xa, ... ,Xp.

Tomo un valor L >0y hago la division P(x) : (x—L), y tengo la
igualdad

P(X) = (x-L).[ CoX™ + ¢ X2+ ... + X" + ... + Cpa] + O

Si el resto ro es cero entonces x = L es una solucion.
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Siro >0, y también todos los coeficientes son ¢; >= 0, entonces P(x) no
se anula para ningun valor M > L. Esto es, L es una cota superior de las
raices positivas de P(x).

Si en p(x) sustituyo x por 1/y obtengo q(y). Si x =x1 es una solucion
de p(x) = 0, entonces y1 = 1/x1 lo es de q(y) = 0, y reciprocamente.
Esto nos lleva a que si L.’ es una cota superior de las raices positivas de
q(y), entonces | = 1/L’ es una cota inferior de las raices positivas de

p(x):
qiy) =ap+ary +... tay™ .. +any",
Las soluciones positivas de p(x) = 0 estan en el intervalo [Ip, Lp].

Si en p(x) sustituyo X por —x obtengo q(x) = (Cambiar el signo del
coeficiente en los términos de grado impar. El término independiente a,
no cambia):

q(x) = X" -a X"+ .. - ax" + ... +-a,

donde he supuesto que n es par.

Six=x1esunasolucionde p(x) =0, x=-x1loesdeq(x) =0,y
reciprocamente. Esto nos lleva a que si L’ > 0 es una cota superior de las
raices positivas de g(x), entonces Ln = - L’ < 0 es una cota inferior de
las raices negativas de p(x):

Si en q(x) sustituyo x por 1/y obtengo
ry)= qX) = ag-ary+... +-ay™ +... +-a.y"

Si x1 es una solucion negativa de p(x), entonces y1 = - 1/x1 es una
solucion positiva de r(y) = 0. De este modo, si In < 0 es una cota
superior de las raices negativas de p(x), entonces L’ = - 1/In > 0 es una
cota inferior de las raices positivas de r(y). Por lo cual determinaré una
cota inferior L’ de las raices positivas de r(y), y tengo In = - 1/L’, cota
superior de las raices negativas de p(x):
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Las soluciones negativas de p(x) = 0 estan en [Ln, In]

(*) Lo anterior lo llamamos “Método de Laguerr- Thibault”

Ejemplos 1:  a) p(x) = 2x* +4x® -59x* -61x +30
Cotas: Lp =6, Ip = 1/3, Ln=-7,In=-1
b) p(x) = 3x* -18x* +6x? -18x +73
Cotas: Lp =6, Ip=1, (no contiene raices negativas)
Ejemplo2: Aplicarlo a estos casos
P(x) = x® +4x* +2x -2

Analiza sus soluciones reales y/o imaginarias

Sol.- Casob),resulta: Lp=1,In=-4 ---> [-4,1]

| 1 4 2 -2
2 | 2 12
1 6 14 pruebo con un valor menor
| 1 4 2 -2
1 | 1 5 7

| 1 4 2 2
3 3 3 3
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P(x) = x3 +4x% +2x -2, P “(x) = 3x% +8X +2
-8+1/64-432 _ —8+2V16-6 _

2.3 - 2.3

3 +8x+2=0-> x =

_ —adVio {—0,28
- =1-2,39

3

Sus tres raices son reales

Es oportuno recordar aqui el Método de Newton para acotar raices, ya
que hace uso de esta sucesion de polinomios.

Método de Newton (Para acotar raices)

Sea L un valor real, y considero el desarrollo de Taylor de P(x)

P(x) = P(L) +(x-L).P ’(x) +(x-L)2.P X2+ +(x-L)”.P(”(X)/n!

Si los valores P(L), P ‘(L), P “*(L), ..., P®(L) son todos >= 0, entonces
la expresion

P(L) +(x-L).P *(L) +(x-L)2P “*(L)/2! + ... +(x-L)".P"(L)/n!
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no se anula para ningun valor xo > L. Por lo cual L es cota superior de
las soluciones reales de P(x) = 0.

Ejemplo 3: Apliquese al caso P(x) = 3x* -18x® +24x? -18x + 73

1.4.- NUmero de raices de P(x) en un intervalo (a, b)
Separacion de raices

A) Método de Rolle

La afirmacién mas simple parece ser la debida al Matematico
Rolle (Teorema de Rolle), cuya evidencia queda mostrada
graficamente:

AN

“Entre dos soluciones consecutivas de p(x) = 0 existen un nimero impar
de soluciones de p ‘(x) =0, y siempre al menos una.

También se evidencia que entre dos soluciones consecutivas de p ‘(x) =
0 existe a lo mas una solucion de p(x) = 0.
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(Es consecuencia del conocido Teorema de Rolle)
Siyl1, y2 son dos soluciones de p ‘(x) = 0, tenemos dos posibilidades:

- signo de p(yl) <> signo de p(y2) -- > p(X) = 0 contiene en el
intervalo (y1, y2) un nimero impar de soluciones. Si y1, y2 son
soluciones consecutivas de p’(x) = 0, entonces p(x) s6lo contiene una
solucion en el intervalo (y1, y2).

- signo de p(yl1) = signo de p(y2) -- > p(x) = 0 contiene un

namero par de soluciones en (y1, y2), ninguna si y1, y2 son
consecutivas.

Def.: Sucesion de Rolle:
Si hemos obtenido las cotas Lp y Ln, y tenemos dentro del intervalo

[Ln, Lp] las soluciones de p’(x) = 0, ordenadas de menor a mayor, y1,
y2, ..., yk, llamamos sucesion de Rolle a la sucesion

Ln,yl,y2,...,vk Lp
Ejemplo 1
p(x) = x° x> -2x +1, p’(x)=5x"*-3x*-2
pPx)=0-->yl=-1y2=1
Cotasparap(x)=0-->Ln=-2,Lp=2
Con estos datos construimos

-2 -1 1 2

sig(p(x)) - + - +

Por tanto: Al pasar de y1 a y2 -- > una variacion de signo -- > 1 sol. de
p(x)

Lo mismo en los intervalos (-1, 1), (1, 2)
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Nota: Donde decimos una solucion” debemos entender “un nimero
impar” de soluciones.

Puedo profundizar su analisis a partir de lo obtenido: En el intervalo
(-1,1) hacemos

-1 0 1

siglp()) +  + -

y por tanto la solucion (6 un nimero impar) esta en (0, 1)

Ejemplo 2
P(x) = X° x> 2x + 1 - > p “(x) = 5x* -3x* -2

(Continue el alumno)

Ejemplo 3
Sea P(x) = 12x* — 40x® -5x° -6x +18

Se puede comprobar que sus raices positivas estan en (1, 4), y las
negativas en (-1/3, -1).

Calculando: P(-1) =20, P(1) =30
Las soluciones enteras estaran en la lista, -1, 1, 2, 3, 4

Por Ruffini compruebo que x = 3 es solucidn. Divido por (x -3) y me
gueda

Q(x) = 12x° -4x* -17x -6

Las raices fraccionarias de ésta estaran en lista de fracciones teniendo en
cuenta que:
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NOmerador:  +-1, +-2, +-3, +-6 (divisores de 6)
Denominador: +-2, +-3, +-4, +-6, +- 12 (divisores de 12)

Excluimos las fracciones que quedan fuera de las cotas, quedando
(compruébelo el alumno):

-1/2, -213, 3/2

Al hacer comprobaciones (Ruffini) concluimos que estas son las otras
tres raices reales.

B) Método de Sturm. Polinomios de Sturm

Sea P(x) y su derivada P ‘(x). Hacemos la division P(x) : P’(x) y llamo
R1(x) al resto.

Llamo P1(x) = P(x), P2(x) = P ’(x), P3(x) = - R1(x), y hago la division

P2(x) : P3(x), obteniendo el nuevo resto R2(x), que llamo P4(x) = -
R2(x).

Continuamos haciendo P3(x) : P4(x) y haciendo P5(x) = -R3(x).
Def.: Llamamos sucesién de Sturm a la sucesién obtenida
pl(x), p2(x), p3(x), p4(x), ...

Si tengo un intervalo (a, b) podemos calcular el valor de la anterior en
cada uno de los extremos, resultando dos sucesiones de valores

pl(a), p2(a), p3(a), p4(a), ...

p1(b), p2(b), p3(b), p4(b), ...

Si llamo Va al nimero de variaciones de signo en la sucesién asociada a
x =a, y llamo Vb al de la sucesion asociada a x = b, entonces ...

Teorema de Sturm:
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“El namero de raices reales de P(x) en el intervalo (a, b) coincide con el
valor Va— Vb (en valor absoluto)”.

Ejemplo: P(x) = x> -4x -1. LascotassonLn=-2,Lp=3
Sucesion de Sturm: p1(x) = P(x), p2(x) = P “(x) = 3x* -4, y la division
p1(x) : p2(x) nos da p3(x) = -Resto = 8x + 3, y p2(X) : p3(X) nos
proporciona p4(x) = -Resto = 283/8.

Montamos la tabla:

sig(p1) T
sig(p2) + - - - + +
sig(p3) - - + + + +
sig(p4) + + + + + +

Podemaos concluir que P(x) = 0 tiene soluciones:
En (-2, -1): Va=3,Vb=2--> unasolucién
En (-1,0): Va=2,Vb=1-->unasolucion
En(0,1): Va=1,Vb=1-->ninguna
En(1,2): Va=1,Vb=1-->ninguna
En(2,3): Va=1,Vb=0-->unasolucion

Total tres soluciones en (-2, 3). Este mismo resultado nos da si
consideramos s6lo las sucesiones de signos correspondientes a (-2, 3).
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Observar: Sabiendo que Ln, Lp son las cotas, parece muy util el analisis
anterior porque nos da las posibles soluciones enteras en (Ln, Lp). Estas
soluciones enteras las tenemos cuando p1(yx) = 0.

Observa que en este ejemplo no hay soluciones complejas.

Ejemplo 1 (Cémo obtener la sucesion de Sturm):
P(x) = 3x® -4x3 +2x? -5X +1 < --- p1(x)
P ‘(x)= 15x" -12x* +4x -5 < --- p2(X)
Divisiones sucesivas aplicando Ruffini:
p1(x) : p2(x)
Transformo p2(x): 3/15.p2(x) = 3x* -3./15.12x* +3/15.4x -3/15.5
= 3x* -12/5%° +4/5x — 1
3 -4x3+2x% -5x +1 | 3x* -12/5x> +4/5x — 1

X
-3x° +12/5x3 -4/5x% +x

R1= -8/5x°+6/5x* -4x +1 < ---- p3(X) = 8/5x° -6/5x* +4x -1

p2(x) : p3(x)
Transformo p3(x): 15.5/8.p3(x) = 15x° -15.5/8.6/5x* +15.5/8.4x-15.5/8
= 15x° -45/4x* +75/2x -75/8

15x* -12x* +4x -5 | 15x° -45/4x* +75/2x -75/8
X +3/4

-15x* +45/4x3 -75/2x% +75/8x
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+45/4x — 99/2x* + 107/8x -5
-45/4x% + 135/16x% - 225/8x + 225/32

R2= -657/16x° - 118/8x + 65/32 < ----
p4(x) = 657/16x* +118/8x -65/32

P3(X) : PAX)
Transformo p4(x): 8/5.16/657.p4(x) =

= 8/5x* +8/5.16/657.118/8x -8/5.16/657.65/32
= 8/5x* +1888/3285x — 52/657

8/5x° -6/5x* +4x -1 | 8/5x*+1888/3285x —52/657
x — 5830/3285.5/8
-8/5x° -1888/3285x +52/657x

-5830/3285x* + 2680/657x -1
+5830/3285x° +5830/3285.1888/3285x-5830/3285.52/657

R3 = 2201408/2158245x -60632/431649

< - P5(X) = 2201408/2158245x -
60632/431649

Coeficientes en decimal: p4(x) = 41,063x* +14,750x -2,031

p5(x) = 1,020x -0,140
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PA(X) : p5(X)
Transformacion de p5(x): (41,063 : 1,02).p5(x) = 41,063x -5,636
41,063x? +14,750x -2,031 | 41,03x -5,636
X + 0,497
-41,063x’ +5,636x

20,386x -2,031
-20,386x + 2,801

R4 = +0,77 < - p6(x) = 0,77

C) Método de Budan - Fourier
Mas fécil parece la obtencion de la sucesion de Budan-Fourier
P(x) =3x°-4x® +2x? -5x +1 < --- p1(x)
P ‘(x) = 15x" -12x* +4x -5 < --- p2(X)
P “(x) = 60x° -24x +4 < - p3(x)

PG (x) = 180x? -24 < - p4(x)
P“ (x) = 360x < - p5(x)
P® (x) = 360 < --- p6

Teorema de Budan — Fourier

El nimero de raices reales en (a, b), contada cada una como indica su
multiplicidad, no excede a la diferencia entre el nimero de variaciones
de signo de las sucesiones
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P(a), P ‘(a), P “’(a), ..., P"(a)
P(b), P (b), P “’(b), ..., P"(b)

y tiene la misma paridad que este niamero (EI nimero sera par si esta
diferencia es par, e impar si esta es impar)

7 b

Ejemplo 1
Sea P(x) = 162x° +729x" -252x° -3879x” -820x +5600
Obtenemos que sus cotas sonIn=-3,Ln=-2,lp=1,Lp=2

Hallamos sus derivadas y montamos la tabla de doble entrada

pxX) pX® p X ... n.var. dif. raices

-3
3 3

-2
0 0

1
2 2

2

Nota: Los signos fueron obtenidos aplicando la Regla de Horner.

Nota: El polinomio anterior ha sido obtenido haciendo
(x +8/3).(x +5/2).(x +7/3).(x -4/3).(x -5/3) --- >

- > 1/3.(3% +8).1/2.(2x +5).1/3.(3% +7).1/3.(3x -4).1/3.(3 -5) = 0 -- >
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--- > (3X +8).(2x +5).(3x +7).(3x -4).(3x -5) =0

Ejemplo 2
Separar las raices de
P(x) = 7x° -5,47x° + 3,33x? +1,72x -0,15

Indicacion: Aplicar el algoritmo de Euclides (Rey Pastor pag.48, 49)

D) Teorema de Descartes:

Sea P(x) = 0. El nimero de raices positivas que tiene en (a, b), contadas
con su multiplicidad, no excede al nimero de variaciones de signo que
presenta la sucesion de sus coeficientes, y estos dos valores tienen la
misma paridad.

Ademas, si todas sus raices fuesen reales, entonces:

Numero de raices positivas = nimero de variaciones en la
sucesion de sus coeficientes.

Numero de raices negativas = nimero de variaciones en la
sucesidn de los coeficientes de P(-x).

Estrategia singular: Véase en estos dos ejemplos:
a) P(x)5x*8x®x*+x 6=0
Hago: P(x) = (5x*-8x%) +(—x* +x) -6 =0
P(x) = x%.(5x-8) +x.(—x +1) -6 =0
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Para aquellos valores de x > 0 que hagan (5x -8) <0y (-x +1) <
0 el valor de P(x) es siempre < 0.

(5x-8) <0y (-x+1)<0 --->x<8/5y x>1.Luego sblo se
cumple para los valores del intervalo (1, 8/5). No podemos
garantizar una cota superior.

b) P(x)=3x*—18x> +6x? -18x +73
Hago P(x) = 3x%.(x -6) + 6x.(x -3) + 73

Para valores x >= 6, P(X) es siempre > 0.

1.5.- Aproximacién decimal para una raiz irracional
Lo expongo por dos métodos distintos.
A) Por Biparticidn reiterada

Sea P(x) = 0 de la que sabemos que tiene una sola raiz en (a, b).
Sustituyo en P(x) cada uno de los valores entero m comprendidos en (a,
b). Sean m1, m2, m3, ... estos valores enteros.

Calculo P(a) y P(m1). Si sig(P(a)) y sig(P(m1)) son distintos, entonces
la raiz esta en (a, m1), en otro caso esta en (m1, b), y paso a probarlo
con m2.

Supongamos que hemos llegado a que la raiz esta entre dos enteros
consecutivos mi, mj. Los represento por ml, m2.

Divido en dos partes iguales: (m1, m1+0,5), (m1+0,5, m2)

Calculo P(m1+0,5) y comparo su signo con el de P(m1). Si tienen
signos distintos entonces la raiz es de la forma x = m1+0,d1, dode d1
esta entre 1y 5. En otro caso serd de la forma x = m1+0,d2, donde d2
estd entre 5y 9. He obtenido la primer cifra decimal.

Supongo que la raiz esta en el primero, y hago m3 = m1+0,5.

34



Divido el intervalo (m1, m3) en dos partes iguales: (m1, m1+0,25),
(m1+0,25, m3), y procedo del mismo modo que antes.

Si esté en el primero, entonces la raiz cumple m1 < x <m1,25. en otro
caso ml1,25 < x <ml+0,50.

De este modo conseguimos una aproximacion al tiempo que acotamos el
error.

Ejemplo: (pég. 445 del referido texto)

Dado P(x) = 7x° -5,47x* +3,33x% +1,72x -0,15 se ha podido saber que
tiene una raiz en el intervalo (0, 0,2)

Como un buen ejercicio, aproxima la citada raiz con error menor que
0,0001 (Has de obtener su valor de la forma xo = 0,ala2a3a4a5, cinco
cifras decimales)

B) Método de Horner

Sea P(x) = 0 de la que sabemos que un raiz, Unica, en el intervalo (a, b).
Designo por x1 la raiz anunciada.
Puede ocurrir:

- ay bson entero consecutivos -- > x1 =a,ala2...
- a=m,m1lm2 por ejemplo, no entero -- > x1 = m,mIm?2a3...
- ay bson enteros no consecutivos

Suponemos este tercer caso. Para que el proceso sea inteligible
supongamos que el intervalo es [8, 14], de modo que tenemos la
sucesion de enteros: 8,9, 10, 11, 12, 13, 14

Comparando los signos de P(8), P(9), P(10), P(11), P(12), P(13), P(14)
podemos concretar en qué intervalo del tipo (m1, m2), donde m1y m2
son consecutivos. Escribiré m en lugar de m1.

La raiz x1 es de la forma x1 =m,ala2...
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El Método de Horner consite en lo siguiente.

Hago el cambio x =m +yen P(x). Observaquey =0-->x=m, y que
el recorrido de ‘y’ es (0, 1), y por tanto la solucion de Q(y) = 0 esta en
0, 1).

Sea Q(y) =co.y"+cLy™ + ... +cn.
Con el fin de que resulte més ilustrativo tomo P(x) = 3x* +2x° -5x +6

Entonces Q(y) = co.y* +c1.y® +c2.y* +c3.y + c4

Si en éste sustituyo y por X — m tengo
Q(x-m) = co.(x-m)* +c1.(x-m)* +c2.(x-m)? +¢3.(x-m) +c4
Si operamos es evidente que Q(x-m) = P(x), y por lo tanto
P(x) = [co.(x-m)? +c1.(x-m)? +c2.(x-m) +c3].(x-m) + c4
Esto me dice que c4 es el resto, R1, de la division P(x) : (x-m)

El cociente es C1(x) = co.(x-m)* +c1.(x-m)? +c2.(x-m) +c3, que
expreso en la forma

C1(x) = [co.(x-m)? +c1.(x-m) +¢2].(x-m) +c3
de modo que c3 es el resto, R2, de la division C1(x) : (x-m).
Del mismo modo obtenemos c2 y c1, siendo co el Gltimo cociente.

Tenemos ya el polinomio transformado Q(y) con una raiz en (0, 1). Si
y1 fuese la citada raiz, la raiz x1 de P(x) seria x1 = m,y1, que es una
aproximacion hasta las décimas.
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Para obtener y1, como cifra de las décimas, divido (0, 1) en diez partes:
Puntos: 0,1;0,2;0,3; ...;0,9

Calculamos Q(0,d; ) hasta encontrar dos puntos consecutivos d;, d; en
los que cambie el signo de los valores de Q(y). Asi tenemos asegurada
la cifra de las decenas: x1 =m,d;. Escribiré x1=m,yl

Si tomo el intervalo (d;, d;), y, haciendo el cambio y = d; +z, repetimos
el proceso anterior que sigue al cambio x = m +y , llegamos a obtener la
cifra z2 de las centésimas, quedando

x1=m,ylz2

Podremos continuar hasta la aproximacion deseada.
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1.6- Ecuaciones con raices opuestas dos a dos

Sea P(x) = P(x) = aox" + a;x" + ... +a;x™' + ... +a,, Y X sus raices,
de modo que

P(x) = ao.]Ti=1 (x — x;)
Si X, es una cualquiera de sus raices, tengo
0=P(x) = ao.[[{21 (xx — x;)
y si suponemos que también lo es -x,, tenemos
0 = P(-x) = o[ Tz 1 (=2, — %)
lo cual significa que —x es raiz de P(-x).

P(-X) =+- apX" +- a; X" +- ... +-a X" +- ... +-a, , donde cada
signo

depende del grado del monomio correspondiente.

Puesto que Xy es raiz cualquiera de P(x) = 0, y suponiendo que también
—X lo es, y por serlo ésta tambié de P(-x) = 0, deducimos que los
coeficientes de P(x) y los de P(-x) son proporcionales. Por otro lado, los
coeficientes de las potencias pares coinciden, por lo cual el coeficiente
de proporcionalidad es 1, y concluyo que los monomios de grado impar
no existen.

Condicion necesaria para que las raices de P(x) = 0 sean opuestas dos a
dos es que solo tenga términos de grado par.

Reciproco: Sea Q(x) = a”™ + a,x*™V + . +ax ™+ | +a,
Si X, es una raiz veamos si también lo es —x.

0 = Q(Xx) = Q(-X«), porque todos los términos son de grado par.
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Conclusion: Condicion necesaria y suficiente para que Xy Y —X
sean raices de P(x) = 0 es que todos sus términos sean de grado par.
(P(x) ha de ser de grado par).

1.7.- Ecuaciones con raices son inversas entre si dos a dos

Sea P(x) =apx"+a; X" + ... +ax" + ... +a,, y X sus raices, de
modo que

P(X) = ao.[Tiza (x — x;)
Si X, es una cualquiera de sus raices, tengo
0 =P(xq) = a0.ITi=1 (xx — x)
y si suponemos que también lo es 1/xy, tenemos
0 = P(L/xy) = ao.JT 1 (1 /2 — x;)
lo cual significa que 1/x, es raiz de P(1/x).
=P(l/X)=agtax+...tax"+ ... +a,x"
Puesto que Xy es raiz cualquiera de P(x) = 0, y suponiendo que también

1/ lo es, y por serlo ésta también de P(1/x) = 0, deducimos que los
coeficientes de P(x) y los de P(1/x) son proporcionales, esto es:

G _ Gni_ Onez . _ G0

Ao a, a; an

Sik=2" entonces también % = k , y por tanto:

Ao
a,=ka, a, =ka,=ka, dedonde kK*=1, k=1

Si fuese k = 1 serian iguales todos sus coeficientes, y P(x) = 0 podria
reducirse a

X"+ X" XM+ 1o,
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y la expresion de P(1/x) = 1+ x + x>+ ... + X", es decir coinciden.

Sifuese k =-1serian: a, = —a,, a1 = —Qq,Apn_y = —ay, ...
A, = —a,

Si fuese de grado n par, por ejemplo n = 4, P(x) tendria 5 términos,
entonces en +la lista

Qe _ 43 _ G2 _ 41 _ o

Ao a, az as Ay

donde vemos que es imposible que % =-1.
2

Por tanto ha de ser de grado n = impar, por ejemplo n = 5. Entonces

Lo B _2_%_ % donde podemos comprobar que
Ao a; az as aq as
cuadra perfectamente la alternancia de signos: a; = —as_;
Conclusion:

Para que sus raices sean reciprocas ha de ser de grado n = impar y sus
términos de la forma
a; = —Qn-

Observa: P(x) =0 no puede admitir la raiz x = 1, ya que entonces de

= dnol o Zn2—...= 22 por una conocida propiedad de
n

Ao a; az
las fracciones seria

a antan—1+--+a4 +a . -
L= 2 nd L2 cuyo denominador seria cero.
a, apt+a++ap—1+an

Evidentemente tampoco puede se P(-1) = 0.
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1.8.- Miscelania-1: Problemas de ecuaciones, resueltos
1.- Calcula el discriminante de la ecuacion: p(x) = x> —x +1 =0
Conclusidn teniendo en cuenta el valor de dicho discriminante.
Sol..  p(X)=x*—x+1=0
pix)=3x"-1
3x* 0 1% 0 -X 1

3ix +2/x3 -3x* 21 ...
B0 +3 -3/x

2 -3/x
-2 0 2% 21X

Bix 2 20K
+3/x 0 B +3x¢

2Ix> 51 +3/x*

Resultado: s, =3, $1=0, $;=2, $3=-3, $4=2

30 2
D=10 2 -3|=-23
2-3 2

Conclusién:  No tiene raices multiples. Por ser D < 0 contiene un par
de soluciones complejas, y por tanto sélo una solucion real.

La siguiente grafica muestra la situacion aproximada.

¥

yas
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2.- Dada la ecuacion p(x) = x> +4x +1, determinar:
a) NUmero de raices reales

b) Una ecuacién de tercer grado cuyas soluciones sean el
cuadrado de la dada.

c) Calculalosvalores p = x% +x%+ x3, q= x} +x3 +
x3 , siendo

X1, X2, X3 las raices de la dada.
Sol.:a) p(X)=x*+4x+1, p(x)=3x*+4

3% +4=0-->x*=-4/3 - > sin solucion -- > p(x) = 0 s6lo
tiene una solucion real.

d) Haciendo la division p ‘(x) : p(x) como en el problema
anterior obtenemos:

S =3, 51=0, 5,=-8, 53=32, s,=20

3 0 -8
D=0 —8 32|=-3040<0. Solo tiene una solucion real.
-8 32 20

Porlotanto:p=s,=-8, q=53=32

b)Sea la ecuacion de tercer grado x>+ b.x*+c.x+d =0,y
deseamos que sus raices sean el cuadrado de los valores X, , X, ,
X3, raices de la dada.

Entonces sabemos que:

b=-(x?+x%+ x3)=8
c=xt.x2+ xt.x2+x3.x2=....
d=-(xf. x5 x5) = -(x1.22.%3)% = -(-1)*=-1

Para obtener ¢ hago lo siguiente
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64=(x2+x2+ x2).(x? +x2+ x2) =(x{ + x5+ xH) +

+2.(x2.x% 4+ x2.x% +x2.x3) =20+ 2.(x?. x5 + x2. x5 +
2 .2
x5.x%5)

de donde 2(x2.x2+ x2.x2+x2.x2)=44-->c=22

Ecuacion pedida: x° +8.x*+22.x-1=0

3. Obtener la ecuacion cuyas raices sea los cuadrados de la ecuacion
P(X) =x3-2x* +x +1=0
Sol.-  Sea Q(x) = x* +b1.x* +b2x +b3 = 0, donde he tomado bo =1
Sean x1, x2, x3 las raices de P(x) =0
Sabemos que b1 = -(x1% +x2° +x3?)
Calculamos las sumas simples de la dada haciendo P ‘(x) : P(x)
3 Ax 1 | x®* 2% X 1

3Ix 4212 213 -1XE ...

2X -2 -3/x
2x 4 20X -2I%

2 BIx  -2I%
-2 a/x  -2Ix% -2

x4 21K

Continuando obtenemos:

$=3, $1=2,5=2,53=-1, S4=-6, 55 =-13, 5 =-19
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Designo las sumas simples de la que nos piden mediante S’;, y entonces
S’; =x1%+x2° +x3% ='s,, de donde bl = -s, = -2
S, =x1*+... =s,, y sabemos que 2.b2 = -(b1.S8’; +S’,) =
=-(bl.s, +,) =-(-4-6) -->b2=5
S’ 5=x1%+....=s5,-->3.b3=-(bl.S’, +b2.8’, +S’3) =
= -(bl.s, +b2.s, + S¢) = (12 +10 -19) - > b3 = -3/3 = -1
La ecuacion es: x®-2x* +5x -1 =0
NOTA: Comprueba que se llega al mismo resultado haciendo

P(x).P(-x) = operando y simplificando = x* -2x* +5x -1 =0

4.- Halla una ecuacién cuyar raices sean el cubo de la ecuacion
X2 +x-2=0
Sol.- La ecuacion pedida tiene la forma x* —(x1%+x2%).x +(x13.x2% =0
donde x1, x2 son la soluciones de la dada.
X2 +X -2 = (X-1).(x+2) - >x1=1,x2 = -2
(x1*+x2%)=1-8=-7, (x1°x2% =-8, luego la ecuacion es

x> +7x-8=0

5.- Resolver completamente la ecuacion
6x’ —x° -37x° +42x" -42x* +37x° +x -6 =0
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(Observacion: Tener presente lo estudiado sobre ecuaciones
reciprocas)

Sol.- 6.(x" -1) =(x® —x) =37(x* —x?) +42(x* —x*) = 0

6.- a) Halla las raices fraccionarias de la ecuacion
4%*-7x +3=0

Sol.- Indicacién: Hacer el cambio x = y/4 y obtener las raices enteras
de la que resulta.

b)Halla las raices enteras de x* —x? -4x -4 = 0.

1.9.- Eliminacion Algebraica. El concepto de Resultante de un
Sistema de Ecuaciones.

Dado un sistema de ecuaciones, el caso mas simple es

{f(x) =0
gx) =0

consideremos una funcién, R(...), cuyas variables son los coeficientes

de f(x) y g(x).

Def.: Decimos que R es la resultante del sistema (en estudio) si la
condicion R(...) =0 es la “Condicion necesaria y suficiente para que el
sistema sea compatible”.

Que sea compatible significa que admita al menos una solucion (al
menos una solucion comun a todas las ecuaciones del sistema).

1.10.- Método del MCD para obtener la Resultante
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El caso més simple es el sistema formado por dos ecuaciones
polindbmicas

P(x)=0
loco — 0 @)

Sabemos que sus soluciones comunes (soluciones del sistema) son las
de suMCD

D(x) =0

La condicion necesaria y suficiente para que admita al menos una
solucion es que D(x) sea de grado >= 1. Este hecho nos lleva a que la
resultante de (1) es el primer resto constante (y que no sea idénticamente
nulo).

Aplicando el algoritmo para el célculo de D(x) obtenemos la resultante

R(...).
Insisto que las raices comunes en el sistema (1) son las de D(x) = 0.

Como caso particular tenemos el analisis de las soluciones multiples de
P(x) = 0. Si x1 es solucion de p(x) = 0 con multiplicidad k, entonces lo
es de P “(x) = 0 con multiplicidad k-1. Este andlisis puede ser realizado
obteniendo la resultante del sistema

P(x)=0
{P '‘*)=0 @)

1.11.- Método de Eliminacion de Euler para obtener la Resultante

Sea el sistema

{P(x) = a0.xn + al.xn—1 + ... + ai.xn—i + ... + an 3)
Qx) = b0.xm + bl.xm—1 + .. + bixm—1i + .. + bm

P(x) de grado n, Q(x) de grado m.
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Supongamos que estos dos polinomios admiten un divisor comin d(x)
de grado uno, con lo cual

P(x) = P1(x).d(x), donde P1(x) es de grado n-1
Q(x) = Q1(x).d(x),  Q1(x) de grado m-1
En esta situacion
d(x) = P(x) : P1(X) = Q(X) : Q1(X) = d(x)
de donde

P(x).Q1(x) = Q(x).P1(x)
4)

Reciprocamente, supongamos que existen dos polinomios P1(x), Q1(x)
tales que se cumple (4), P1(x) de grado n-1, Q1(x) de grado m-1.

Todos los factores de P(x) del tipo (x-a) dividen al miembro derecha de
(4), y siendo P1(x) de grado n-1, alguno de esos factores divide a Q(x).
Del mismo modo los factores de Q(x) divides al miembro izquierda, y
siendo Q1(x) de grado m-1, alguno de éstos divide a P(x). Por
consiguiente admiten al menos una solucién comun.

Lo anterior nos permite enunciar en qué consiste el
Método de eliminacion de Euler:

“La condicion necesaria y suficiente para que el sistema (3) admite al
menos una solucion ( que sea compatible) es que existan dos polinomios
P1(x) de grado n-1, Q1(x) de grado m-1, para los que se cumpla la
identidad (4)”.

En lo que sigue, para ilustrar el proceso que nos proporciona la
resultante tomamos P(x) de grado 2 y Q(x) de grado 3. Sean P1(x) de
grado 2, Q1(x) de grado 1, polinomios genéricos, asi tenemos
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(a0.x? + al.x+ a2).(b'0.x? + b'l.x+ b'2) =
(b0.x3 4+ bl.x2 +b2.x+ b3).(a'0.x +a'1)

donde los coeficientes de P1 y de Q1 son incognitas.

Haciendo los productos

(a0.b’0).x* + (a0.b’1 + al.b’0).x* + (a0.b’2 + al.b’1 + a2.b’0).x* +
(alb’2+a2b’1).x+a2b2 =

= (bo.a’0).x* + (bo.a’l +bl.a’0).x>+ (bl.a’l +b2.a’0).x*+ (b2.a’1 +
b3.a’0).x +b3.a’l

Igualando coeficiente tenemos el siguiente sistema lineal

( ao.b’'o = bo.d'o
ao.b’l + al.b’'o = bo.a’l + bl.a’o
ao.b’2 + al.b’'l + a2.b’o= bl.a’l + b2.3’ (
L al.b’2 + a2.b’1 = b2.a’1 + b3.a’%
a2.b’2 = b3.a’1

5)

cuyas incognitas son los coeficientes a’;, b’;. ES un sistema homogéneo
con 5 ecuaciones (n+m = 5) y 5 incognitas.

Lo expreso como es habitual, reordenandolo, y escribo su matriz
asociada.

ao.b’o — bo.ad’o =0
al.b’o + ao.b’1 — bl.ao0 — bo.a’1 =0

{ a2.b’'o+ al.b’l +ao.b’2 — b2.a'0— bl.a’1=0 (5"
a2.b’'l1+al.b’2 — b3.a’o— b2.a’'1=0
k a2.b’2 — Db3.a’1=0

Matriz asociada
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ao 0 0 —bo 0
al ao 0 —bl —bo
A=| a2 al ao — b2 —bl |

0 a2 al —b3 —b2
0 0 a2 0 —5b3

El determinante de A es funcion de los coeficientes de los dos
polinomios dados, y sabemos que el sistema admite solucion no trivial
precisamente si Det(A) = 0. Por lo cual, la resultante del sistema

{ a0.x% 4+ al.x+ a2 =0
b0.x3 + bl.x> +b2.x+ b3 =0

/ ao 0 0 —bo O

al ao 0 —b1l —bo

esR(..)=|| a2 a1 ao —b2 —b1 ||, determinante de A.
0 a2 al —b3 —b2
0 0 a2 0 —b3

Segun hemos estudiado en Algebra lineal sabemos que existe al menos
una incégnita libre. Damos valor a una de las incégnitas y el sistema
resultante (de orden 4x4) sera posiblemente compatible determinado, o
indeterminado, pero si podremos obtener una solucion.

Nota: En la practica es mas fécil utiliza el determinante equivalente
ao al a2 O 0
/ 0 ao al a2 O \
R(.)=|| 0 0 a a1 a2 |
—bo —bl —b2 —b3 0
0 —bo —bl —b2 —b3

Observa que contiene tantas filas con los coeficientes del primero como
el grado del segundo, y tantas filas con los coeficientes del segundo
como grado del primero.

Ejemplos 1:
Obtener la resultante de las ecuaciones
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a) x* —x* -3x* +3x% +5x +k = 0
b) x+x* x?-2x-2=0
Sol.: Caso a)

Por el Método de Euler sabemos que

ao al a2 O 0
/ 0 ao al a2 O \
R(..)= | 0 0 ao al a2 |
\—bo—bl—bZ—bB 0
0 —bo —b1l —b2 —b3

50



En nuestro caso: R1=

1

o O o o o o o o

Hago: (f.5 por f.5 -3.f4,
+f.4), ytengo R2 =

1

o O O o o o o o

-1

o O O o o o o

-1
1

o O o o o o o

o o o o o

0

-3
-1

1

o O o o o o

o o o o o
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6+k
13

w o1 X O

10+k

22+k
13

0 0
0 0
k 0
5 k
2k 0
2k 0
k 0
2 0
2 2

0 0

0 0

k 0

5 k
-15+2k -3K
20+2k 4k
10+k 2k
7 k

2 2



Hago: permuto filas hasta que .9 pase al lugar f.5 , cambio signos de
ésta

R3 =

1 -1 -3 3 5 k 0 0 0

0 1 -1 -3 3 5 Kk 0 0

0 0 1 -1 -3 3 5 k 0

0 0 0 1 -1 -3 3 5 k
0 0 0 0 1 1 -1 -2 -2
0 0 0 0 4 15+k 1 -15+2k -3k
0 0 0 0 -5 1 22+k  20+2k 4k
0 0 0 0 -4 -1 13 10+k 2k
0 0 0 0 -2 -2 5 7 k

Hago: .6 por f.6 —4.f.5, f.7 por .7 +5.f.5, f.8 por f.8 +4..5, .9 por
f.9+2.f5

R4 =

1 -1 -3 3 5 k 0 0 0

0 1 -1 -3 3 5 k 0 0

0 0 1 -1 -3 3 5 k 0

0 0 0 1 -1 -3 3 5 k

0 0 0 0 1 1 -1 -2 -2

0 0 0 0 0 11+k 5 -7+2k 8-3k
0 0 0 0 0 6 17+k 10+2k -10+4K
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0 0 0 0 0 3 9 2+k  -8+2k
0 0 0 0 0 0 3 3 -4+k

R5 = (permuto f.8 hasta la posicion f.6, y f.6 hasta la f.9)

1 -1 -3 3 5 k 0 0 0

0 1 -1 -3 3 5 k 0 0

0 0 1 -1 -3 3 5 k 0

0 0 0 1 -1 -3 3 5 k

0 0 0 0 1 1 -1 -2 -2

0 0 0 0 0 3 9 2+k  -8+2k
0 0 0 0 0 6 17+k 10+2k -10+4K
0 0 0 0 0 0 3 3 -4+k
0 0 0 0 0 11+k 5 -7+2k  8-3k
R6 = (Hago: f.7 por f.7 -2.f.6)

1 -1 -3 3 5 k 0 0 0

0 1 -1 -3 3 5 k 0 0

0 0 1 -1 -3 3 5 k 0

0 0 0 1 -1 -3 3 5 k

0 0 0 0 1 1 -1 -2 -2

0 0 0 0 0 3 9 2+k  -8+2k
0 0 0 0 0 0 -10+k 4-k  12-2k
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0 0 0 0 0 0 3 3

-4+K

0 0 0 0 0 11+k 5 -7+2k  8-3k

R7 =
3 9 2+k —-8+2k
0 —-10+k 4-k 12 -2k
0 3 3 —4+k
11+k 5 -7+2k 8-3k

Desarrollo por primer columna
R8 = 3.

-10+k 4—-k 12-2k
3 3 —4+k
5 —-7+2k 8-3k

= [3.(-10+K).(8-3K) +5.(4-K).(-4+K) +3.(-7+2K).(12-2K)] —

+ (11+Kk).
9 24k —B8+2k
~10+k 4-k 12-2k|=
3 3 —4+4k
(f.1porf.1-3.13)
0 —7+k 4-k
~10+k 4-k 1z-2d =3 |/Fe 4K
3 3 —4+k
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~7+k 4—k|_

+ (204, [T 2T =

NOTA: Podia haber interesado desarrollar por los elementos de la
Gltima columna desde el inicio .

1-1 -3 35k O
0 1 -1-335%k 0
0 0 1 -1-3 35

(e}

Rl=k|[-1-1 1 2 2 0 0 0
0-1-11 2 20 0
0 0-1-1122 0
O 0 0-1-11 2 2
00 0 0-1-11 2
1-1 -3 35k 00
0 1 -1-33 5%k 0
0 0 1 -1-3 35k
0 0 0 1 -1-3 365
R2=2.=|-1-1 1 2 2 0 0 0
0-1-11 22 0 0
0 0-1-1122 0
0O 0 0-1-11 2 2
Ejemplos 2:

Aplicando el Método del MCD para obtener la resultante y las
soluciones del sistema
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{xs-x4 —3x3 +3x2 +5x +k =0
X4 +x3-x2 —2x—2 =0

Divisiones sucesivas
P(X) : Q(X)
1 -1 -3 35k |]11-1-2-2

3 4 -4+k <--R1 degrado 2
Q(X) : R1(x)
1 1 -1 -2 -2|3 4 -4+k
1/3 -1/9 (7-3k)/27
-1 -4/3 (4-k)/3

13 (1K)/3 -2
13 49 (-4+k)/9

(7-3K)/9 (-22+K)/9 -2
-(7-3K)/9 -4.(7-3K)/27 —(-4+K).(7-3K)/27

0 (-22+K)/9-4(7-3K)/27 -2+(4-K).(7-
3K)/27
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<---R2 degrado 1
R1(x) : R2(X)
3 4 -4+k | (7-3k)/9 (-22+k)/9

27/(7-3K) 9/(7-3K).[4 - 3/(7-3K).(-
22+K)]

-3 -3/(7-3K).(-22+K)
0 [4-3/(7-3K).(-22+K)] -4+k
- [4 - 3/(7-3K).(-22+K)] (-22+K)/(7-3K).[4 - 3/(7-3K).(-22+K)]

0 (-4+K) + (-22+K)/(7-3K).[4 - 3/(7-
3K).(-22+k)] <--- R3 de grado 0

Para que admitan al menos una soluciéon comin ha de ser R3 =0
(-4+k) + (-22+k)/(7-3K).[4 - 3/(7-3K).(-22+k)] =0 -- >

(-4+K).(7-3K) +(-22+k).[4 - 3/(7-3k).(-22+k)] = 0 -- >

(-4+K).(7-3K).(7-3K) + (-22+k). [4.(7-3K) - 3.(-22+k)] =0 --- >

(-4+K).(9K? +49-42K) + (-22+k). [-15k +92] = 0 --- >
(Resulta una cubica que posiblemente sea dificil de resolver)
2.- Obtener las raices comunes de

8x* -4x> +18x* -3x +9 = 0
4x°+5x+3=0
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3.- Obtener las raices comunes de
2x° +x*-5/2x +1=0
2x° -4x*-5x* +1=0
Sol.: D(x) = MCD = 2x® +2x -1
4.- Obtener la resultante del sistema
2x*+x-3=0
2x*-2x° +x* -4x +1=0

Sol..R<>0

5.- Analiza si tiene 0 no raices multiples la ecuacion
2x° -9x* +20x° -24x +28 = 0
Sol.: 1+i, 1-i son raices dobles.
1.12.- Miscelanea-2: Problemas de orden superior, resueltos

1.- Obtener un polinomio irreducible, con coeficientes en Q, que
contenga laraiz x =v2 + 3

Sol.- x1 designa la raiz,
x1=vV2 ++3 -->/3 =x1-v2 -->3=x1?+2-2x1.v2 --
2x1.v2 =x12-1 -->x1*-2.4/2x1 -1 =0, y cambiando x1
por x tengo

x*-2.4/2x-1=0, enQ(\?2)
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Por otro lado; 2.x1.v2 =x12-1 --> 4x122=x1*+1-2x1% -->
x1*-10x1°+1=0-->x"-10x*+1=0, en Q(x)

2.- Obtener un polinomio irreducible, con coeficientes en Q(+2 ), que
contenga la raiz x =v—-2

Sol.- Observaque v—2 = i.v/2
X1=iv2 ->x1°=-2->x1°+2=0-->x* +2=0 en Q(X)
Sobre Q(v2)tengo: x1=i.v2-->x1-i.v/2 =0-->
X-i.v2 =0
3.- Determina un p(x) € R[x], de grado 5, que tenga como raiz doble x1
)=(21,:3€ fque el polinomio q(x) = p(x) + i € C[x] tenga como raiz doble
Sol.- p(x) toma la forma: p(x) = (x-1)%.(x*+b2.x* +b1.x +bo)

q(x) = (x-1)>.(*+b2.x* +b1.x +bo) + i , y por otro lado q(x) ha de
tomar la forma

q(x) = (x — i)%.(x® +c2.x* +c1.x + co) , y ha de cumplirse
(x-1)%.0+b2.x% +b1.x +bo) + i = (x —i)? .(x* +c2.X* +Cc1.X + C0)
Operando e igualando coeficientes

(X% -2x +1).(*+b2.x* +b1.x +bo) + i = (X* -2ix -1).(x® +c2.x* +c1.x +
o)

{(XZ —2x +1).(x3+b2.x2 +bl.x +bo) = (x2 —1).(x3 +c2.x2 +cl.x -
i= —2i.x.(x3 +c2.x2 +cl.x + co)

by +1 =-¢Co = > Co =Dy
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'2.b0 + bl = '2i.C0 —Cq

(Continuando obtendriamos los coeficientes)

4.- Calcula tres nimeros complejos z1, z2, z3 tales que
z1+z2+23=1, z1.z22z3=1, |z1]=|z2|=|z3|]=1
Sol.- Siz=a+ bi, sabemos que |z|=2z.z’, donde z’ es su conjugado.
Nuestra condicion nos dice que zl.z1’=1,272.22°=1,2z3.23" =1
Si z1, z2, z3 son raices de z° +c2.2% + ¢1.z +co = 0, sabamos gue
€2 = -(z1 +z2 +z3) =-1
cl = +(z1.z2 +z1.z3 +z2.23)

co =- (z1.z2.z3) -1

Voy a calcular z1.z2 +z1.z3 +22.z3

1 1.z3r
71.22=— =
z3 z3.z31

= z3', y del mismo modo: z1.z3 = z2’, 72.23 = z1’

Por tanto z1.z2 +z1.z3 +z2.23=2z1"+ 272" + 23’ =1
(Observa que conjugado de (z1 + z2) = suma de la conjugados )
Los nimeros pedidos son las raices de z°~z°+z—-1=0

5.- Dada la ecuacion x® +px + g = 0, deduce la relacién que debe
verificarse entre p y q para que dos de sus raices, x1, x2, cumplan la
relacion x1/x2 =m.

x23+p.x2+q=0

—>
m3.x23+p.mx2+q=0

Sol.: x1=mx2--> {
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{m3.x23 +m3.p.x2+m3.q=0 S

m3.x23+p.mx2+q=0
p.(m3 —m).x2+ (m3>—-1).q=0

Recordamos ahora que (x* —1) = (x* +x+1).(x-1), (X*— 1) =(x+1).(x-
1)|

y aplicado esto a nuestro caso tenemos
pm(@m?—1).x2+(m3—-1).q=0 -->
p.m.(m +1).(m -1).x2 + (M* +m +1).(m -1).q = 0 -- >

2 _ _ —q.(m?+m+1)
pm(m +1).X2 + (m +m +1)q =0 ->x%x,= W
Por otro lado tenemos

x1+x2+x3=0-->0=(m+1).x2+x3 -->x3=-(m+1).x2

También: g =- (x1.x2x3)=-m.x2° x3 = m(m+1).x2°-->x3 =
q

m.(m+1)

a__ _ ca(mitmit)s o4 @lmPama)’
entonces - == (o ) 7 1T T iz ¢ 0
donde

-pd (mz+m+1)3
g2~ m2(m+1)2

+1)

, Y podriamos hacer p = -(m?+m +1), q=m.(m

6.- Dada la ecuacion x* + m.x> +2x +n = 0, calcula my n para que tenga
una raiz triple.

Sol.- Sea o< una raiz triple de la dada. Se cumplird

«*+m. oc® +20c +n =0
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4.3 +3m. oc?+2=0
12.o + 6.m. < = 0 , donde es solucion simple, y

2.0¢?+m.x =0, dedonde o =-m/2

Sustituyo en p ‘(x): —4.%3 +3.m. mTZ +2=0 -->
—4.m*4+6.m*+16=0->2.m3>= —16-->m=-2

conlocual o= 1.

Llevandoloap(x) queda:1-2+2+n=0-->n=-1

7.- Sabiendo que P(x°) + x.Q(x%) es divisible por x* +x + 1, demuestra
gue x1 =1 esraizde P(x) =0y de Q(x) =0.

Sol.- Existe R(x) tal que P(x%) + x.Q(x%) = (x* +x + 1).R(X)

Por ser x* +x + 1 divisor de P(x%) + x.Q(x%), las raices ¢, £ de aquel lo
son también de éste. ( Recordamos que: X° — 1 = (x* +x + 1).(x -1), y
g, €2 son sus raices ademas de la solucion x = 1; & es imaginario;
3
e2=1)

Entonces P(¢°) + £.Q(e°) =0, esdecir P(1) + £.Q(1) =0. Ahora
bien, P(1) y Q(1) son racionales ( son de Q ), mientras que € es
imaginario, por lo tanto ha de ser P(1) = 0, Q(1) = 0.

8.- Demostrar que « es raiz doble de
p(x) = x"+al.x"! +a2.x"*+ .. +a,=0
precisamente si lo es de

q(x) = al.x"* +2.a2.x"% + ... +(n-1).ap.1 + N.ay = 0
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Sol.- Tenemos
P(x) = (x—) 2. TTFSE (x —o;)

Hago el cambio x = % -> Q(y) = (% I H?:‘f(% =) =

1
;. y)

Sustituyendo directamente en P(x) resulte

1 _ 1 _
iz T (1 o y) = o (e )2 T (1 =

Qy) = yin [1+aly+a2y?+ -+ ap_1y" !+ a,y™], de donde
extraigo

) QY)=1+aly+a2y?+ -+ ap_1y" 1+ a,y"™ . Puesto
que — es

raiz doble de éste, sera raiz simple de su derivada
Q(y=al+2.a2y+-+m—1).a,_1y" 2 +a,y" !
Deshaciendo el cambio anterior, esto es, haciendo el cambio y = 1/x en

Q ‘(y) tenemos R(X) =

1
= [al.x™ 1 +2.a2.x"2+3.a3.x" 3+ -+ (n—1).ap_1.x

xn—l'

+n.ay,] ;
c.g.d.

9.- Sea la ecuacion x" +x +1 =0, cuyas raices designamos por o¢;, i = 1,
o
2, ..., n. Calcula el valor de Ziijo(—;

Sol.- Sifijoj =k tengo Z?;fz—,i =“ik.2{‘=1yi¢k o¢; . Teniendo en

cuenta que <;+o,+oz+ -+, = 0 obtengo —oc,= o¢; + X+ 1+
g+ oo o<, , y Volviendo atrés resulta
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1 n —0(k
= o= k=1
g i=1,i#k o

Del mismo modo si fijo otra cualquiera, y por lo tanto

G _ X _
Ziijoc_; - 1( l 1,i#k ocl) - Z;clzloc_k =-n

10.- Sea la ecuacion x"+x +1 = 0, cuyas raices designamos por «;, i =

1,2, ..., n. Calcula el valor de ¥, 1%

Sol.- Se cumple «}+o,+1=0--> = —(c¢,+ 1),y por lo tanto
l-ocl=14 (o + 1) = 2 +

En primer lugar obtenemos la ecuacion con raices 2 + «; , para lo cual
hacemos el cambio y = x+2 , 0 bien x=y -2

QW) = (y-2)"+ (y-2) +1 =

Designo f3; sus raices: f; = 2+ «;

Después hago el cambio z=1/y, o bien y=1/z
R@2)=Q1/2)=....

. z 1 1
Las raices de ésta son y; = 5= Trem
2 i

. n 1 n —_n
Hecho lo anterior Zi:ll—o(? =y 12+°( = XY

(- 12" lny1

Hechos los calculos resulta: Y1, y; = =

, donde

interviene el hecho que (n E 1) =n.
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11.- Sea la ecuacion x* +ax® +bx® +cx + d =0, cuyas raices
representamos por x1, x2,x3, x4. Obtener la ecuacidn cuyas raices sea
y1=x1.x2.x3, y2 =x1.x2.x4, y3=x1.x3.x4, y4 =x2.X3.x4

Sol.- Sabemos que d =x1.x2.x3.x4 de donde x1.x2.x3 = < y del

x4’
. d . -
mismo modo X;.Xj.Xk = pou Esto nos dice que basta obtener la ecuacion
l

. d .
cuyas raices sean o¢;=—, 1= 1,2, 3,4

i

a4 Resulta

0 bien x =

La obtenemos haciendo el cambio y = o

Qy) =y +cy’ +b.dy* +adiy+d® =0

12.- Sea la ecuacion x* —p.x* +g.x —r = 0, Cuyas raices son o, X, X .
Halla aquella cuyas raices sean
Xi

fi=——,1=1,2,3

0(j+0(k—0(i

Sol.- Observamos que si permutamos j y Kk el resultado para S; es el

. , P. 6 -z
mismo, por tanto, el nimero de valores S; es P—3 =3= 3. Laecuacion
2

pedida es de grado 3.

Sabemos que —p = - (¢, +%,+ 3) , de donde «,+ o3 =p - o4,y del
mismo modo para o, X5.
X

Por lo tanto B; = el i=1,2,3. El cambio a realizar es y=p_2x

p.y

y.(p-2X)=x -->x= i1

El resultado es p.y* —p2.y*.(1 +2y) +q.p.y.(1 +2y)* —r.(1 +2y)*= 0



13.- Sea la ecuacion a.x® +3b.x* +3c.x +d = 0, cuyas raices designamos
por o, o,, 5 .Hallalaecuacién cuyas raices sean

2
o0 —0C;

Bi = , 1#j,k, 1=1,2,3

OC]'+0(k—20(i

Sol.- La ecuacion pedida sera de tercer grado.

—-d
a.<,

—-d
Sabemos que ©;.X,.X3= — de donde «,.cx3=

-3b -3b .
o+ o+ og= — , dedonde o+ oz= — —o¢;. Lo mismo

para cualquiera de las raices o; .

aw; X _ —(d+acsd) _  d+aod

Entonces B; = ST T C@besan)eg | (3b+3ac)w

Teniendo en cuenta que a.o;= —(3.b.oc?+ 3.c.o¢;+ d), tengo

d-(3.bo?+3.coq+d) —(3.bho+3.0) _ —(b.o+C) _
(3.b+3.a.¢)).¢; (3.b+3.a.%;) (b+a.«;)

Bi =
—(C+ b.O(i)
(b+a.oci)

—(c+b.x)
b+ax

Por lo tanto basta hacer, en la dada, el cambio de variable y =

Expresion de x en funciondey: y.(b+a.x) = —(c+b.x) -->(ay
+b).x=by+c --->

_ by+c

- a.y+b

NOTA: Podemos expresar (Y, 1):(_121 _g)()lc) que llamamos

proyectividad. Del mismo modo (x,1) = ( IZI IC)) , (31’)



14.- Sea la ecuacion x°-3x +1 =0, con raices o, «,, 3. Hallala
ecuacidn cuyas raices sean

Bi =i+ —
Sol.- Bastara hacer el cambio y = x +%

x2—x.y+1=0

-- > Restandolas
x3—-3x4+1=0

Despejo x: Xy=x>+1--> {

{ x2—x.y+1=0 __>{x2—x.y+1=0
x3—x2+xy—-3x=0 x2—x+y—-3=0
Restandolas

{ x2—xy+1=0

- 1) =d_y-->x=2
xy—-x+y—4=0 >x(y-1)=4-y->x y-1

47V\3 _ 347V g

(y—l) 3.y_1 +1=0
) 1 _ _ 1

NOTA: Observamos que (X -o;). (x — oc_,-) =..= x.[(x + ;) -

(ocl-+ O(i )], y por tanto una vez mas nos dice que el cambio adecuado es

- 1
y=x+-.

Porotro lado: P(X) =[] (x — ;),ysea Q(xX) =11 (x - i )

3
. 1 1
Haciendo P(x).Q() =TT (x —;). (x — K—L_) =1 [(x+1)-
(o<i+ o(i )] . Por lo tanto, otra forma de obtenerlo consiste en hacer
primero el cambio y = 1/x para conseguir Q(x), y después hacer

P(x).Q(x).



15.- Sea la ecuacion x® +x% -2x -1 = 0, y sus raices o¢;, «,, .

2 2 2
X1 x2 X3

Calcular el valorde lasuma V = ——5 + %5 + >
0<2+0(3 0<1+0(3 0(1+0<2

Sol.- Recordamos que s, = «Z+oc3+oc3 -- > o +ocd=s, - 7
entonces podemos escribir

Interesa en primer lugar la ecuacion con raices «? ,i=1,2,3

Observamos que (X -%). (—x —x?) = (X -%). (x +x3) = —(x? —x3?),
lo que nos dice gque debo hacer

PO)P(X) =TT (x —oc}). (—x —«P) =T —(x —oc). (x +)

= —[I3(x? —«?), donde hacemos y = x?, obteniendo

Q) =TI3(y —x?)=... =y*-5.y +6.y -1 . Observa que
Y3 =5
5 ; _y _vy _ _ 5z
En ésta hacemos el cambio z = 5y 55 2.5y)=y->y=—

Operando resulta R(z) = 29.2° -68.z° +27.z -1 = 0, cuyas raices son
2

o El valor pedido es V = %

2
Sy =7

16.- Sea la ecuacion x* + ax® +a,x* +agx +a, = 0, y sus raices o;, i =
1,2,3,4

Calculael valor V=3¢, ,ocf.oc

- =4.3 . .
Sol.- Lasuma contiene Cy4, - = 6 téerminos.
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Por otro lado tengo en cuenta que (X7, ocz)z = Wiy o +

2. i< oc? , de donde ;; oc? ocj [s2 S4] .

Sabemos que: s, = 4,5, =-a;, S;=a? —2.a,
S3= (a1 3.323) - &1 (af — 2.ay),
4= (a1 as.4ay) — ax.(a? — 2.a,) —a..(a, a,.383) + a,%.(a? — 2.a,)
Esto nos permite obtener el valor pedido.
17.- Dada la ecuacion x* +x* -2x -1 = 0, con raices o;, i = 1,2,3,
calcula el valor

oc?
V= Zl 1]k¢1°(]+o<k

Sol.: Siendo oy +oc,+oxz= —1, tengo «,+xXz= —(1 +), y por
tanto

OC
-¥3, m . Obtendremos la ecuacion de raices ; =

2
hadi

1+°(i

2
Para ello hacemos el cambio y = % . Tengo que despejar X como

. _ x? w2 { x2—y.x—y=0
sigue y=2——->y+xy=x>--> —->
T x} +x* -2x -1 =0
x3—yx2—y.x=0
x3 +x2 —2x —1 =
x3—y.x2—y.x=0
1+y.x2+F—-2).x—-1=0

-- > Restandolas

x?—yx—y=0
1+y).x24+yx—2x—-1=0
la segunda

, despejo x? = y.(x+1) , que lo llevo a
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(1+y). y.(x+1) + (y-2) X -1 =0 -- > [y.(1+y) +(y-2)] x =1 -

y.(1+y) , simplificando

-(y*+y-1)

2 — 2 —
[y"+2y -2]lx =y +y-1) > x=——"—

18.- Sea la ecuacion x° -5x*+6x -1 =0, y sus raices o;, i = 1,2,3.

Obtener aquella cuyas raices sean g; = (<;— 2)2.

Sol.- Haciendo el cambio y = x -2 obtengo la de raices y; = o¢;— 2.

X = y+2 - > (y+2)° -5.(y+2)? +6.(y+2) -1 =0 - > ...

y*+y? -2y -1=0. En ésta hacemos el cambio z =y? para

obtener la de raices B; = (oc;— 2)? . La obtenemos como sigue

(V® +y? -2y -1).( -y +y? +2y -1) = y* +5.y* 6.y +1 - >

Vo -5y +6.y°-1=0--> (V) -5.(y)?+6.y°-1=0-->27°-5*+6z -1

=0

Otra forma: Hagoy = (x-2)° = X° -4x +4

y=x*—4x+4 __>{yx=x3—4x2+4x
x3—5x2+6x—1=0 x3—-5x24+6x—1=0

—->
x3—4x? +4x = yx x3 —4x? +4x = yx

-- > Restando: {
x3 —-5x24+6x—1=0

—x%2+4+2x—1=—yx

x*—4x+4=1y
x2-2x+1=yx

--> Restando: 2x -3 =yx-y -- >

V.(X-1) =2x-3-->y= 2;__13 . También: 2x -3 =yx -y -- >
- _¥y3
2X-yx =3y --> x-):
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Esto significa que, para una raiz o; de la dada se verifican al
mismo tiempo

2.¢;—3
x;—1

Bi = , Bi=of —4oc+4

19.- Calcula el valor de cada una de las expresiones siguientes
Pi=e + €3 +€5+€7+e™+et
P,=€™ 4+ €™ + €"6 4+ €™ + 710 4 12

donde € es una raiz primitiva de x*-1=0, y r; es el resto obtenido al
dividir 2 por 13 (es decir: r; = 2¥ m6.13)

Sol.: Tenemos valores de k, de 2y del citado resto:

k |1 3 5 7 9 11
2 |2 8 32 128 512 2048
7 |2 8 6 1 5 7
k |2 4 6 8 10 12
2 |4 16 64 256 1024 4096
7 |4 3 12 9 10 1

Pi=e?+ e®+eb+ell +e®+¢’
Po=e*+ e3+e? +e+ €10+ ¢!
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Por ser e raiz primitiva de x™ -1 = (x-1).(x* +x™ + ... + x* +x +1)
tenemos Py +P,=(e2+ €2+ e +ell +e°+€7) +

+(e*+ e+e?+e?+e%+el)=
=€+ e+ €0+ e +eB+e” +ef+ev+ et + e+ el +el=-1
Por otro lado, si hacemos el producto de los polinomios

P1(x) =x% + x® + x® + x11 + x5 + x7

P2(x) = x* + x3 + x12 + x% + x10 + &1

obtenemos  Q(x) = 3.[x +x® +x*+ ... +x™ + x**]. Esto nos dice
que el la suma de los productos dos a dos e'.e’/ toma el valor -3, esto
es

P,.P, =-3. Por lo tanto Py, P, son las raices de x*+x -3=0.

20.- Sea la ecuacion x* +2x* +3x +1 = 0, y sus raices «;, i = 1, 2, 3.

Obtener la ecuacidn cuyas raices sean

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tt @ g 2t =teta
x3 Xz X3 X3 & &3 X3 X X3
1 1 1 o3 +oc3 1 _
Sol.- Oprerando obtenemos —S+—=-—== 55— = =
. - - 0(1 0(2 0(3 0(1.0(2 0(3
7.5 +0C5,. K5 — K. K -
13 23 12 yteniendo en cuenta que ©;.o,.o; = —1, tengo
7.5, X
123
o303 +ocd. o3 —ocd o3 _ o303 +ocd. o3 +ocd ol —2.0¢5 .03 _
-1 -1
-1
pero 0(1_0C2,0<3 = —1 -2 0(1_0(22 —,

X3
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3.3 3 3103 o3 —1\3
_ X7.X3 +05.X3+07.0¢ _2-(g) - M+ i] — M.x3 +2 donde
-1 o3 CE

M = o3 o3 +oc3. o3 403 o3

Por otro lado: (oc3 + oc3 +oc3)? = oc§ +oc§+oc§ + 2. (o3 o3 +
o3, o3 +oc3. oc3),  de donde

2M =52 —s, ->M==.[s2 — 5]

N |-

Los célculos dan: s3 =7, ss =25, y portanto M = 12
Debemos obtener la ecuacion cuyas raices sean

12,03 +2

7]

&3

Bi= —I

En primer lugar debemos obtener la de raices o . Teniendo en cuenta
que

(X - o). (z — ocl-) : (i —ocl-) = x3 —o¢} , la obtenemos haciendo
P(x).PC)-P(%) , y haciendo después el cambio y =x° .

Si Q(y) es la obtenida con raices o<} , hacemos en ésta el cambio

12.y42

z=—| ] para obtener el final deseado.

21.- Dada la ecuacion P(x) = 0, de grado n, con raices o¢;,i=1, 2, ...,n,
consideremos las raices §; , j=1,2, ..., n-1 de la ecuaciéon P ’(x) = 0,
donde P ‘(x) es la derivada de P(x).

Demostrar que []f-, P'( ;) = n™ [1}21 P(B))
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Sol.- Suponiendo que el coeficiente de x" es uno, tenemos P(x) =
Li(x—o) =->P(By) = [lix1(Bx — ;) , dedonde

) ITe=1 P(Bi) = TTk=1 (=1 (B — =) =TTy (Te=i(Br —
;) =

=1, D" ATz = Bi) -

Por otro lado P ‘(x) = n.JTRZ1i(x — Bx) --- > P “(¢;) = n.JTRZ1 (¢ — Br),
y entonces

[Tzt P(Bi) = Ty (D™ - P () =
(_1)n.(n—1)

—— I, P“(;), y teniendo en cuenta que (=)D = 1,

queda

=1 P o) = n™TIR=1 P(B) c.q.d.

22.- Sea la ecuacion P(x) =0, y sus raices «;,i=1,2,...,n.

. o _
Demostrar laigualdad Y;.; ;-1 n-1(¢;— ;)P =

= (11 <2pp) 52+ 3P 1)L, (Zip) S2p_1-Si

Sol.-

Tenemos Y7_;(x — )% =n.x?- (le) XPPTLYE oG+ L F

- (2p n 2p _ 2 2p 2p—1
+<2p)' j=1%; —so.xp—sl.(l).xp +
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— 2
v F(=1)?P. 5. (25) = 5p.x%P — 5. 2p. x4t 5y,

Por tanto Z?ik”kfijo(ock_ ocj)zp -
_ 2p
- SO_OCkZp_ 51-2p-°<k2p 1+ [ SZp—l' <2p _ 1) 'ock +
SZp
de donde Y- ( Xy (k= )?P) =
= So.Sap — 2P.S1.S2p—1 F = 2P.Syp_1.51 +
SZp'SO

donde debemos observar la simetria, y el nimero de términos es 2p +1.
- P\ _
Recordamos que ¥ i=1,.n-1 = Z(i,j)ecn,z ", yque (p _ k) =
(%)
p+k
EntonceS 2 Z(i,j)ECn_z(ock_ j)Zp = Z(i,j)EVn’z((xk— ocj)zp =

= Z;{l=1(2?¢k(‘xk— °Cj)2p = 2.50.S2p — 2.(2p).S1-S2p-1 +
_ 2 2
bt 2.(=1)P L, (p _pl) Spo1-Spi1 + (=17 ( pp) SpSp

Por lo tanto

wp-1 2 P (2p
Z(i,j)ecn’z(ock_ °<j)2p —Zio (_1)p-( ip)-si-SZP—i + 2 '(p ).sg

c.q.d.
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23.- Demuestra la siguiente igualdad

22" cos?™(t) = 2.cos(2nt) + 2. (Zln).cos((Zn —2)t) + -+

+ 2. (nz—nl) .cos(2t) + (Znn)

Dem.: En primer lugar tengamos en cuenta que

{ e’ =cos(t) +i.sen(t) 2.cos(t) = e +e7t

e~ = cos(t) — i.sen(t)
Teniendo en cuenta esto: 22", cos?™(t) = (et + e~)?" =

_ (Zgl).eZnit_e—O.it_i_ (Zfl).e(zn—l)it_e—it_l_ (2271)_6,(2n—2)it.e—2it+
..+

(2 ) + (an)_e(m—k)it_e—kit+___+ (ZnZE 1)_eit.e—(zn—1)it+
M) poit p,—2nit —

(Sumando exponentes: e (2nRit g=kit — p2.(n-k)it

(Zgl) e2nit 4 (Zln)_ez.(n—l)it +(22n).62.(n—2)it_|_ 4

(an) 2.(n-k)it |

+(2:) QO 4 .y (anﬁ 1) e—2.(n-1)it 4 (;z) p—2nit

Sabemos que (anfm) = (f:) y por tanto (nZ_nk) = (nz_:lk), y

que la suma contiene 2n +1 términos. (observa que comienza por k = 0)

Término central: (Zn) nit g=nit = (217:) 04 = (2,?)
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22n.COSZn(t) — [eZnit + e—Znit] + (217’1) .[ez.(n—l)it + e—2.(n—1)it] +
..+

N (zkn) [e2mmit 4 g2t ] 4 (2711) et

Pero, por otro lado recordamos que e™t + e =™t = [cos(mt)
+i.sen(mt)] +

+ [cos(mt) —i.sen(mt)] = 2.cos(mt) , y por lo tanto

22", cos?™(t) = 2.cos(2nt) + 2. (Zn) .cos(2(n — 1)t) +

1
2n 2n
+ 2.( X ).cos(Z. n—Kt)y+ -+ 2. (n - 1).cos(Zt) +
(%)
n
c.q.d.
24.- Calcular el valor de la suma 22;%;2@ , nprimo > 2
senZ(T)

Sol.- Debemos recordar que una raiz primitiva, £, de x"—1=0 puede
expresarse en la forma

21 , 21
& = cos (—) +i.sen(—), y que
n n
2km . 2km
ek = cos (—) +i.sen(—),
n n
— 2km . 2k
£7% = cos (—) — l.SeTl(—T[)
n n

-k _ k_ 1 _

|

M
|
I
|

Teniendo en cuenta esto tengo: &k — &
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. 2km
2.1.sen (T) -

1 _ 1 S 1 _ 1
2.i.sen(2an) Sk—gik —4.sen2(2an) (k-2
S Sl = T =
. =1 2k, — =1 1
4 2 (LK k_2\2
sen?( p ) (e sk)
. _ k 1 1 _ 1 . .,
Llamo 2.iy =& ——, —= — , Y con esta sustitucion tengo
£ 2.0y gk——k
&
-1 1 _ 1
4.y% (sk—gik)2 —4.sen2(2an)

Proceso a seguir:
.. . . 1
a)Obtener ecuacion con raices 2.i.y, = ¥ — = Esto se
consigue haciendo en P(x) = x™ + x"?+... +x +1 =0 el cambio

2.y =x— % . Sea Q(y) el polinomio obtenido.

L -1 naralo
2iyk sk—ik P
&

b)Obtener ecuacién cuyas raices sean zy =

cual hacemos en Q(y) el cambio z = ZL . Sea R(z) el polinomio

£y

obtenido.

-z P -1 1
c)Obtener la ecuacion de raices zZ = — = — -
4V (k-2

ek
Podemos obtenerla haciendo R(z).R(-z), como veremos.

CALCULOS:

a) X"—1=(x"'+x"2+... +x+1).(x—1), yunaraizprimitiva ¢
de (x-1)
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Si ; son las raices de P(x) = x"' +x"?+... + x +1, tengo

P() = TR (x — o), P(=) =

H?:_f(_?l — ;)

Teniendo en cuenta que (x —o;). (—% —o<i) =

=.. =-o<i.(x—§) +oci.(oci—°cii) = —oci.[(x—i) -
(“i—%)]

las raices del polinomio P(x). P(_Tl) son B; = (°<i— o(i) en nuestro
L

1

. : — ok
caso concreto: 2.i.y, = e — =

Por tanto hago el producto P(x). P(_71 ), y después hago el cambio

. 1
2.i.y=x— o
(Recordar que n es impar, por ser primo > 2)
17\
P(—_l) _ (_;) -1 _-xin—l @M 14
x 7 —)—16—1 - %+1 - x™.(1+x) - x™=1(1+4x)
-1 x"-1 1+x™ (x™—1).(x™+1) x2"—1
P(X). P(7) R "1 (1+x) - xm=1 (x2-1) - 21 (x2-1)
x x*-1_ x . 1y _ 1 . 1._
ST T x2—1'(x xn)—x_l.(x xn)_

1

— (N _ T
=(x X )'(x—x—l)

, (nimpar por ser primo)

En el punto 7.2 (pag. 83) hemos calculado (x™ + (—x)™™), haciendo
2.I.y=x— i , que nos permite obtener la expresion Q(y) como sigue:
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-ny = ( 2iy+y—4.y%+4 ) 2iy—-4y%+4 Y =
2 2

(x"™ = x + (

_ L 2iy+2i4/y2-1 2iy—2i,/y2%-1 _
= (b g (B

L@ =D = YR - D]

Entonces P(X). P(—) ==(x"—- x"). =

(x— x_l)

=0 LOHVY =D+ =y2 = D] = ()
Desarrollando potencias

y+yy2 -1 =
(O (57T o (s (57

ot (D) (T () T

O-Jy2-Dr=
(G 57 s (e

tex (0 )y (21t = (0). (2 - 1),

(recuerda que n es impar)

Entonces

*) =— (y+\/y -D'+ @y —Jy*-D"=

Zly

(Se ellmlnan( ) n=k (\/y% —1)¥ cuando k impar)
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iTL

=L 2]

2iy

(5)y" + )y 2 (YT =D 4+ (1) v K (HE =D+
() (=12 + (" )y (=1,

(k par)
(Se han eliminado aquellos donde k es impar)

Designo por Q(y) este resultado, gue puedo expresar en la forma

QW) =25 1(g) vt +(3) Y S (YZ =D 4+
)y Wy (T )y (=)
+ (n n 1) (Jy?—1)""1], donde kes par

Teniendo en cuenta que n-1 es par, i"* =1, y por tanto

Qy) =
()7 + (R)y = (=17 vk () (= Dk
st

(ol a)yt W (1 ) P

Como n-1 es par hago n-1 =2p, con lo cual n-k-1 =2p+1-k-1 = 2p-k
que es par. Entonces

Q(y) =
(o) + ()= BT+ oot () (7= +

LT

(T () ()
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0 mejor

W)= (3)y? +(5)y2 @0, 2 = 1)+ -+ (1) y?0 2.2 -

1)z+...+

+ () ot -t (1)o7 -1

Sus raices son  2.i.y; = ek — gik
b)En Q(y) hago el cambio z = % . 2y :é >y = ziz syPs
-1
(2.2)?

Obtengo polinomio en z:

n

R(Z) == [(0) ((;ﬁ)p + (721) ((ZT;)Z)p_l '((2_.21)2 - 1) teet

n -1 p—— __1_ E n -1 -1 .
+(k) ((2.2)2) ((2 22 1)z +...+ (n - 3)m. (@ —1)P 14

n -1 p
+(n - 1) ((2.2)2 -1 ) ]
Continuando  (observa que en cada término tengo (-1)°)

R@) = (1" () G=? + (5) P2

4.z2
p-—~ (1+422) noN 1 (1+42%) \pq
()(422) -(‘ )+"‘+(n—3)4.zz' 4.22 A
n (1+4.22) \P
o) (5]
Continuando (Saco factor comun (ﬁ)p)
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R@) =+ (F) + (5)- 1+ 422 + -+ (1) (1 + 422)2 +

wo (M) a2yt (7 )+ 422y

Después de igualar a cero puedo tomar
R(z) = (n f 1) (1+4z%)P + (n f 3).(1 +4z2)P7 1+ +
+ (Z) (1 + 422)2 +.4(5) (1 +4z%) + (g) +(3).a+
4z2)=0

Susraices so z = —
ek_L
&

&

¢)Obtengo aquel cuyas raices sean zZ = @
Lo cumple el polinomio T(z) = R(z).R(-2), ya que
(z—2).(~z—2z) = —(z2—2z).(z + z) = —(2* — z;)
Pero R(-z) = R(z), por lo cual hago R(z)*.
n n

R(z)? = (n_ 1)2.(1+422)2P + 2.(nf1).(n_3).(1+
4z2)P, (1 + 4z%)P~1

+( " )2 (1+42%)?P~2 + . (no interesan
n—3)

rR@?=(, " 1)2 a2 ") () (a4 4zt
+
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+( " )2 (1+42z2)?P=2 + ... (no interesan
n_3) -

Sabemos que la suma de las raices zZ coincide con el coeficiente del
término de grado N-1, cambiado de signo, y donde N es el grado del
polinomio.

Si operamos

n.(n-1).(n-2)

R(z)* = n’.(42° +1)® + 2.n. =

interesan. ..

(422 + 1D?P"1 + (no

Haciendo x =z* tengo

T(X) = nz.([(zop) A42P x2P 4 (le) .42P71 x2P~1 4 (no interesan..|
+

+W(2p0_ 1) .42P=1 x2p=1 4 (no interesa ...] +

+ [(no interesa..)])
Este es de grado N = 2p, siendo N-1 = 2p-1

Después de igualar a cero tengo y hacer que el primer coeficiente, ag,
sea uno, el coeficiente del términos de grado N-1 es

L 2p—1 219—1 (n—l).(n—z) _ l (n—l).(n—z) _
42p.[2.p.4 + 42071 DD ]- 4.[2.p+—3 ]-

i. [ 3.(n—1)+(131—1).(n—2) ] - i [ (n—1).(33+(n—2)) ] - % [ (n—l)é(n+1) ] -
[n?-1]

Jury
Nl"‘

1 -1
Por lotanto YR, ——— = —.
Zosk (Sk_gik)z 12
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(Recuerda que ess igual al coeficiente del término de grado N-1,
cambiado de signo)

-1 1 1 _ -1 5 -1 1 —
Tenemos asi: — Y¥ioi —m = 5[ — 11> Xkt — . =
sen?(=>) sen”(—-)
n2-1
3
-1 1
25.- Calcular el valor de lasuma Y327 T s €

cos? G

Sol.- Hagoy = sen(ZRT”), X = cos(%), V+xi=1 —->y*-1=-x

Tomo un resultado obtenido anteriormente (Al tratar el caso del seno)

Q) =1(3)y +(5)y2e0.07 =1+ + (})y*P 2.7 -
i+t
# (42 g)y 02 =1+ (1) 02 - 107

, . _k 1
Sus raicesson 2.i.y, = &% — =

En ésta hago el cambio y?=1-x*, y*-1=-x?

Tengo P(x) = () (1 =22 + (5) (1 = xH) @D, (=x?) + - +

e () a-
x°).(—x°)F+ +

+ (nﬁ 1) (=x?)P =
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= (g) (1—x2)P — (721) (1—x)PD x2 4 ... 4
+(7)a- )P @23 £+ (" )a-
xZ).(xZ)p—l i

(2 q)-GAP

Las raices de P(x) son Xy = cos(Zk—n)

. 1 -
Hago el cambio z = . Para obtener aquella cuyas raices sean

1

Ik = ——
k cos(an)

Z=- -->X= § ->R(2) =

()& - (5)¢

+oet

() EDHTD S e (") ED. G
! (n E 1) (_ v=

51D -1 - (- 0o (-
1)®P-2) 4+

st (@ -0 x( ") E@-0x( ")l

Igualando a cero puedo quedarme con la expresion

0 = (5= 7 ~ () -0+ () - 195
e
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, 1
Sus raices son z, = W

(-1)-(n-3) _ 2

. n 3 —
(Observa: p = 5 2

=1)

Para obtener aquella cuyas raices sean zZ hago el producto R(z).R(-2),
ya que, como vimos en otro lugar (z-z,).(-z-z) = - (Z° - z).

Observa que R(-z) = R(z), por lo cual hago
R@2)’=(z* - 1)? —2. ( ) (z? — 1)P*P=V ... (no interesan..
(Desarrollando)

= [(Zop).z4p - (le) .z*%72 4 ...no interesan] —

2 [(rg Y= () s

- Nno interesan] +
+ ... no interesan =

=[z*? — 2p.z*"~2 + no interesan | — 2. (g) z*P72 —
Qp—1).z7"* + ... ]+

+...no interesan = (Agrupo términos por su grado)

z4% — (Zp +2.—— n(n D) ) .z%(@P=1) 4 ... no interresan

2p+22 8 = - Dt (-1 =@m-1).(1+n) =
n?—-1
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Por tanto R(z)?= z*? — (n? — 1).22®P~D + ...no interresan
Haciendo x =z nos queda

T(X)=x2?? — (n? —1).x??"1 + ---no interresan =0, en la
cual, la suma de sus raices toma el valor (n? —1).

— 1
Por lo tanto Zﬁ:}j =n?-1

2km

26. Calcula el valor de 33z tan®(=-)
Sol.- (Examen 82-83)
2
Hagoy = sen(ZkT”), X = cos(ZRTﬂ), t=% 12 = 1:]2 = Ll_l

2kt
n

Observa que t2 = tan?(

)

Tomamos la expresion Q(y), ya conocida y utilizada en el caso del
coseno:

Q) = (5) ¥ + (3) 2.2 = D+ + () y272). 2 -
1)k/2 4

(") 02—

dedonde z2—1= %

z2-1"' t2’

Haciendo z =§ ,tengo t? =
En ésta hago el cambio z = % , Y= i y obtengo
R(z) =
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=07+ (B () () s (5

+...+( n )(1_22)1’=

n—1/""% z2

o D Qe (s
) A=z +

S R R D L

Después de igualar a cero puedo quedarme con la expresion

0= ()4 () 1=+ ()14t ()1
.

+...+(nf1).(1 — 72)P
Teniendo en cuentaque 1 — z? = —tiz, tengo
0= (1)~ ().t (7).t (0) 2t () o

=3 1(9)-07 = () 5+ () 1 1 ()

+ (n z 1)] . Después de igualar a cero puedo tomar

P(t) = (g)_th - (721) %P2 4 (Z).tz(l"z) +o (Z) 2D 4

(52 1)
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. 2k
Sus raices son t;, = tan(Tn)

Para obtener la de raices t2 = tan® (ZkT") hago P(t).P(-t) , como
hicimos en otro lugar, y teniendo en cuenta que P(-t) = P(t)

2_ 44p _ o (M) r4p-2 mM\2 ap-a .
P.(t) t 2.(2).t + (2) .t + ..nointeresan ....,0
bien
2
P(t)? = (t%)%P — 2. (g) (t2)?P1 4 (721) .t22P=2) 4+ no interesan

. 2k
cuyas raices son tZ = tan? (T”)

. n (n—1
Sabemos que la suma de sus raices toman el valor 2. (2) =27z (’; ) ,

2= n(n-1)

y por tanto R ltan?(

1 Operadores
2.1.- INCISO sobre las Sustituciones y Permutaciones
Def.:  Llamamos “Sustitucion” a una matriz de la forma (de orden 5)

S:(12345

), donde a; esunvalor de {1, 2, 3, 4,
a4 a, a3 a4 Ag

5}.
Pueden ser de orden n.
Def.: Llamamos “Permutacion” a toda matriz de la forma (de orden 5)

P=(ax, ax, ax, ax, ax, ), donde ax; esun valor de

{1, 2, 3, 4, 5}, y kj esunvalorde {1, 2, 3, 4, 5}.
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Pueden ser de orden n.

Def.: Una sustitucion S opera sobre una permutacionP=(3 4 1 5 2),
obteniendo otra permutacion P’, del siguiente modo

12345

a1a2a3a4a5>'(3 415 2)=(az;aqaasay)

P’=S(P)=(

Ha tomado el elemento as de S, después el a,, después a,, ..., enel
orden indicado en P.

Interpretacion: Una sustitucién S es una aplicacion
S:{1, 2, 3, 4, 5} ---- > { Permutaciones}
k —-->  a
y su imagen es una permutacion (a, a, as a, as)
Composicién de sustituciones: ToS, sirva un ejemplo

s o_(1 23 45 _(1 2 3 45
SiS=(35724) T°(41523)
ToS opera como la composicion de aplicaciones

345

ToS=( 412

é g ) , porejemplo: 3-->1-->4
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2.2.- El operador siguiente V.
Ejemplo: La Ecuacion de Fibonacci

INTRODUCCION: Dada una sucesion de valores yl,y2,vy3, ..., yn,...

una condicion (ecuacion) como 5.Yn., + 4.y + 6.y, = 0 enlaza
recurrentemente los valores de dicha sucesion.

Mediante el operador siguiente, representado por V'y que opera asi:
V(Yn) = Yni1, podemos escribir (5V2 + 4V + 6)y, = 0.
%

NOTAS: a) La relacion entre este operador ‘siguiente’ y el operador
‘diferencia’, que representamos por A y que opera asi:

A(Yy) = Yo — Yn-1 . €S lasiguiente: VE= (1 + A)*, Ak= (V — 1)k
No lo comprobamos aqui.

b)El operador V es lineal: V(a.y, + b.yp_1) = @. Y41 b.-yn

A) Solucion para la igualdad (V—a)y, =0, a<>0

Tengo Vyp, —a.y, =0 -->yp1 —a.yn =0 —->ypp1 = @Y.

Tenemos asi la cadena: yi=aYo,
— A2

Y2 = 33-yo,

Ys=a.Yo

yasi y,=a".yo. considerando y, como una constante A arbitraria, la
solucién general de la homogénea (V—a)y, =0, a<>0,esA.a"

B) Solucion para la igualdad no homogénea (V — a)y,, = by,
donde a<>0,y

b, by, by, ..., b, €5 una sucesion de valores conocidos.
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Si conociéramos una solucion particular ¢, tendriamos: (V — a)c, = b, .

Por linealidad tengo
V—a)Qm —cp) = (V_a)Yn_ (V_a)cn = b, —b, =0

lo cual nos dice que (y, — c,,), considerando y, = un valor, seria una
solucion de la homogénea

(V—a)(y, —cn) =0, yentonces (y, —c,) = A.a"
de donde y,=A.a™ + ¢,

Conclusion: Solucion general de la no homogénea = solucion general
de la homogénea + una solucién particular.

Poniendo la ecuacion (V — a)y, = b, enlaforma y,, =ay,+b,, y
dando valores a n obtenemos

y1=ayo+ o
Y2 =a.(a.yo + bo) + by = a’yp+a.bo + by
ys=a.(a’yo+abe+by)+b,= a’y, +a’by + a.by + b,

Yn= an.yo + an-l.bo + a"'z.bl +...+ a”'k.bk_l +...+tabpy + by
donde y, es una constante arbitraria.
Llamamos término complementario al valor

an-l.bo + a”'z.bl + ...+ a"'k.bk_l + ...+ a.bn_g + bn—l =
-1-k
Yosksn—1br-a"

Afirmamos que este término (o valor) complementario es una solucion
particular: En efecto,

(V—a)[Xo<k<n—1bk- a®~17k] =
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= V(Zocken—1bi-a® 7% ) = a. Xocken—1 b-a" 17K

=V —a'yo)—a (p—a™y,) =

(tener en cuenta que Y, es constante y Va" = Va™")

=(Yorr—a"NY0) —a. Yo+ 3"y = Yo —ay" = b,
c.q.d.

C) Solucion de la ecuacion homogénea [(V -b).(V-a)]ly,=0,
donde a<>0, b<>0

Tenemos [(V -b).(V-a)]y, = (V -b)[(V -a)y,] = 0, y por lo visto en el
punto A), cualquiera que sea la constante B, una solucién es

(V -a)y, = B.b", y por tanto tengo (V -b)(Bb"™) =0

Esta ecuacién es no homogénea, y aplicando el punto B) tengo, siendo
A=y, una constante arbitraria

y, = A.a" + (término complementario)

Escribiendo y..1 = a.y, + B.b" y dando valores a n resulta asi:
y: = ayo + B.b°
y, =a.y; + Bb' =a.(ayo,+B.b")+B.b'=
=a’yp + B.(a.b’ + b?)
ys=a.(a’y, + a.B.(b" + b)) + B.b* =
=a’yp + B.(a%.b° + a.b' + b?)

Ya=a"yo+ B.(@"b% +a"2bt + ... +a™ b+ .+ ab™+ b
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Tenemos finalmente (Y, es una constante A arbitraria)

Yo=Aa"+B.Yocken_1 a® 7K. 0% | (A'y B constantes arbitrarias)

a™-p"

n_
Sia<>b, el sumatorio es el resultado del cociente — Y puedo
escribir
n-1-k 1k — p™ a™-p™ _ n B a-bp" _ o
B.ZoskSn_la .b _Bb_n S =p b—nﬁ—b .B ,donde

B* es constante arbitraria por serlo B. De esta forma podemos escribir la
solucion asi:

y.=A.a"+B.b" , donde Ay B son constantes arbitrarias.
Sia=b<>0, laecuacion es (V— a)?y™ = 0

El sumatorio anterior ahora queda asi: Y o<x<n_qa™ 7K. bk =na"",y
entonces

1= B * -,
B. Yosksn-1@" b =n.~.a" =n.B".a", de modo que la solucién
gueda de la forma

y,=a"(A +n.B), donde Ay B son constantes
arbitrarias.

Ejemplo: La Ecuacion de Fibonacci

Sabemos que Ilamamos sucesion de Fibonacci aquella sucesion {a,} tal
que an+y = an+1 + a1, Siendo a; =0, a; = 1. Tenemos por tanto la
ecuacion

V2 —Yme1—Yn =0, obien (V2-V-1)y,=0

1+/5 15

> r
A

Las raices de laecuacion r>—r-1=0son a=
tanto

, b=
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1+«/— n

= Ay 4 B By

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales: y, =0, y; =1, obtengo

y0=A+B
—>
yl_A1+\/— B%E
{ O—A+B S
2 =A.(1+V5)+B.(1-+5)
2=A(1+V5)—-A(1-V5)=A V5 +A V5 =2A5 -
>
1 -1
A_\/_E , B_ﬁ
; . I+V5.p , =1 A=V5p 1 1 n
Finalmente: y, = \/_( ) +\/_.( ) = (1 ++5)" -
(1-V5"]
Operando:

@45 =(5).50+ (7).572 4ot () 542+ ..+ (7). 512

k

a-sr= ()= ()5 2 ()5 1) 5

Entonces
1 1
(1452)"— (1—-527)"=

=2.[(111).51/2+ (g).53/2+...+(k) 5k/2 + . +( ) 5m%/2], sin

impar

(145" — (1—52)"=
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=2[(7).5Y2+ (3).5%2+ ..+ (}).5"/2+ .+
()

Puedo expresar la solucién asi:

-1 1 Y\ ck/2 i i
Y= Tz 3u7 - Lisk impar (k).S /2, sinesimpar
-1 1 n-1 M ek/2 g
Yn= T=-3n5 - Lisk impar (k).s /2 sines par

Ademas, k/2 -1/2 = (k-1)/2 es par por ser k impar, y podemos escribir

1 n _ . .
Yn= oot - T<k impar (k) S5K=D/Z sin Impar

1 — n _ .
Yn = on—1 ° 1llsk1impar (k) 5k=D/2 » SILNpar

2.3.- Célculode x"+ (-x)™

Llamamos C,= X"+ (-X)",y z=X-X". Hacemos el producto C,.z

Observa que z = X +(-X)™

Cnz=(X"+ (-X)™).( X - X1 = X" X" 4+(-X)" X —(-X)". X" =
observa: (—(-X)™.X* = +(-X)".(-X)! = (-X) ™V ),
yque +(-X)"X = -(XT).(X) =-(-X)" =-(-X) Y

= X"+ (-X) ™D (X)) X" =

= X" +(-X) ] X +(-X) "] = Cpus — Coat

portanto Cpyy =Cnz+Cpy 5 Chg 2. C,-C1 =0, y del mismo
modo

97



Ch2—-2.Chi1-C=0
Utilizando el operador “siguiente”, V, escribimos
(VZ—2zV-1).C,=0
ziVz2+4 _ ziVzZ+4

Resuelvo: r?-zr-1=0. Tengor =— . = > ->
1= Z+Vz2+4
ri= 2
= z—Vz2+¥4
2
Teniendo en cuenta el punto 7.1, tenemos
Cn —A(Hz+ Y +B. (£ 4) , Ay B constantes

arbitrarias
Condiciones iniciales: n=0-->C,=1+1=2,
n=1-->C, =X—-X"1=2z, entonces
A+B=2
{A_(zﬂ/fﬁ)_l_B.(z—m):Z-->B:2—A-->

2

A(z+Vz2+4)+(2-A).(z-Vz2+4) =2z >

22=2A Nz?2 +4 +22-2.Vz2+4-->2=2A-->A=1 B=1

Por tanto X"+ (-X)" = (Z+ ZHyn 4 (——

—Vz2+4

"
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2.3.- Miscelanea-3: Problemas alto nivel, resueltos 6 propuestos

1.- Encontrar las condiciones necesarias y suficientes que han de
cumplir p, g, en p(x) = x* +p.x + q = 0, para que sus raices formen un
triangulo equilatero.

Sol.- Sean x1, x2, x3 sus raices. Sabemos que al menos una es real
(por ser de grado impar), sea x1 solucidn real. Si han de formar
triangulo, X2, X3 no seran reales, por lo que seran complejos
comjuagados.

Ademas, por ser equilatero, mediante giros de amplitud g =120y
centro el punto (c, 0) centro del tridngulo, cada vértice pasa a ocupar el
consecutivo.

Por ser nimeros complejos conjugados su representacién toma esta

forma
x3
I
’
<

.
x1 co

2

Tomo el nimero complejo u = cos(g) + i.sen(g), g = 120°

U= —=+i.
2 2

El centro c es un valor real. Al realizar el giro g obtenemos la siguiente
transformacion de los vértices:

x2—c=u.(x1-c) x2=c+u.(x1—-rc)
x3—c=u.(x2—-c¢) --><x3=c+u.(x2—c) -->
x1—c=u.(x3—-c) x1=c+u.(x3—-c¢)

El coeficiente de x* en p(x) es cero, por lo tanto
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0=x1+x2 +x3 =3.c + u.(x1 +x2 +x3) -3.uc --->

0=3c(l-u) +u0 -—->c¢c=0

x2 =u.x1
Porlotanto {x3 = u.x2 —->x2=uxl, x3=u’xl
x1 =u.x3
Por otro lado, en p(x) se cumple: g =-x1.x2.x3 = —u3x13 = —x13

(Observa que u® = cos(360) +i.sen(360) = 1)
Entonces 0=x13 + p.x1 —x13 --> p=0. Queda: x*+q=0

siendo sus raices los valores: x, = 3/—q

2.- Sean x; las raices de x® +px + g , polinomio de R[], y sean los
1 . .. .

valores y; = x; + — - Determinar las condiciones necesarias y
i

suficientes que han de verificar p y g para que estos valores sean reales:
Vi € R.

Sol.- Si las raices x; son reales no hay nada que demostrar.

Supongamos que X1 es real y las otras dos son complejas, en cuyo caso
X2, x3 son conjugadas. Vimos en otro lugar (numero ...) que:

D >0 --- > El nimero de pares de raices complejas es par
D < 0 --- > El nimero de pares de raices complejas es impar.

Como en este caso a lo mas puede tener un par de soluciones complejas,
las condiciones pedidas equivale a exigir que D > 0.
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3.- Dada X* + 3x> +x +1 = 0 cuyas raices son «; , Calcular el valor de
la suma

24 o2
2 j el dist (07 + 0. 0. g

Sol.-

4.- Calcula las raices de P(x) = ¥ (- 1) (7:) .x', sabiendo que
P(x) admite la proyectividad

T(z)=—

—-Z
z—2
Sol.-

5.- Racionalizar sobre Q y Z/7 la expresion

1 . , . .
——————— | donde ¢ es una raiz comun de los polinomios
eMen14.te+1
p(x) = x"?-2x" -3x* + 6 ,

n+l

q(x) = X2+ X" X" x" - xP 2% -2

Sol.-  (Examen Algebra. Curso 82/83)

6.- Resolver sobre Z la ecuacion x° +y2 —X.y = a,, donde a, son los
nameros primos que verifican (la condicion)
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Aniz — 2.a,41 + a, = 0. Condiciones iniciales: ap =5, a; = 11

Sol.- Utilizando el operador “incremento” V tenemos
(V2 =2.V+1).a, =0. Resuelvo r? —2.r+1 =0, y tengo
=1 .
{Tl — , solucién doble.
rn=1
(Tomado de otro anterior .... )

Obtenemos los vectores propios C, C?%,, asociadosarl, r2:

{(V —1)Cp =0 s {VCTII =1.Ch S {CTll+1 = 1.Cy
(V-7)Ci =0 VCE = 1,.C Chyy = 12.CF
(Observa: V opera como una homotecia)

EntOﬂCes C1]i+1 = T]_Crll = Tl (TI'CT]i—l) = T12.Crll_1 = e = 1"1nC11

y del mismo modo C2,,

rt.C? . Por lo tanto tenemos

Cn=iCo Siendo G, = riCE + 1.C2 |

€2 = pn (2 ,Slendo €, = 1y .Cp + 1y (5 la
) n=T2Lo
solucion general.

Vamos a obtener C} y C2 como sigue.

Co= 1r2.C} + r.C?
n=o-->{C§=X})+"(_X)_20="2 ~-> Cy +Ci=2

C, = ri.ct L.c?
n=1-->{C1_;i+o(_;)r_21_0Z ->rl.cl +r}.ct=z
L= =

Entonces a,=A.1"+B.1"--> a, =A+B
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ap=A1°+B1° ->a0 = A+B =5

5\ .i 5—i
i).y.(l 25-1)
y que el cambio
1

;.

7.- Calcula las raices del polinomio ¥_,(—1)57" (
-y
-3y+1’
X = z—:; transforma dicha proyectividad en la proyectividad T(X) =

, sabiendo que admite la proyectividad T(y) =

Sol.- Desarrollando la expresion sumatoria obtenemos

—(g).yo.(1—25) +(i).y.(1—24) —(;).yz.(1—23) +(§).y3.(1—22) —(i).y“.(l—Z)
.

+(§).y5.(1-2°) =
=31-5.15y +10.7.y*-10.3.y° +5.y* -- > 5y* -30y* +70y* -75y +31

2x-1
x—1

Cambio: x = z—:; ~->X(y-2)=y-1-->y.(x-1)=2x-1-->y=

Operando (haciendo comdn denominador):

4 _ (2x-1)* 3_ @x-1%(x-1) o (x-D2@-1?
y (x—12}4 ' (x-1)* ' (x-1)* Y
(2x-1).(x-1)
(x=1)*

Por lo tantp tengo en x:
_ 1
Q(X) - (x_1)4 *

5. (2% — 1)* -30. (2x — 1), (x — 1) + 70. (2x —
D2 (x—1)?% -

75.(2x — 1). (x — 1)3 + 31
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Operando:
@c-1f = (). 162 00+ (1) 827 -1+

(3) 4x2.(—1)% +

+(5) 2D+ (3) 2% (-t =
=16.x" -32.X° + 24.x°* -8x + 1
De forma analoga
(2x —1)% = 8.x*-12.x° +6.x -1
(8.x%-12.x% +6.x -1).(x-1) = 8.x* -20.x°> +18.x* -7x +1

(2x — 1)2. (x — 1)% = (4%% -4x +1).(x-1)* = 4.x* -12.x3 +13.%° -
6x +1

(2x-1) .(x-1)°=.....=2.x* -7.x* +9.x° -5.x +1
Haciendo Q(x) = 0 podemos tomar la ecuacion

Q(x) = 5.(16.x" -32.x% + 24.x* -8.x + 1) -30.(8.x* -20.x* +18.x* -7x +1)
+

+70.(4.x" -12.x° +13.X% -6x +1) -75.( 2.X* -7.x* +9.x* -5.x +1) + 31 =

0

(Continte el alumno )
8.- Resuelve sobre el conjunto Z de los nimeros enteros, la
ecuacion

(at+1)x +t.y +t.z=0, donde ‘a’ esta en Z

Sol.-  (Examen Algebra. Curso 82/83)
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Probar que si A es (un anillo) abeliano anulado por p (p primo),
entonces A = (Z/p)™

Sol.- Aclaracion: Anulado por p equivale a que x° = 1, para todo x de
A

9.- Demostrar que dados dos polinomios P(x,y), Q(x,y) € C[x,y],
tienen un factor comun si, y sélo si, su resultante verifica R(p,q) = 0

Sol.- C[x,y] es el anillo sobre los nimeros complejos C.

] Transformaciones Proyectivas
3.1.- Transformaciones Proyectivas

Si en una recta R fijamos un sistema de referencia, por ejemplo fijando
un punto O y una unidad de medida u, podemos definir sobre ella una
transformacion de modo que al punto P, le asocia el punto P,, al punto
P, le asocia el punto P3, ... Esta correspondencia de biunivoca.

Llamaremos x a la distancia de P al punto origen O, previamente fijado,
y decimos que x es la abscisa de P. Sea P, el punto cuya abscisa es u.

Ejemplos: Estos primeros ejemplos son casos muy simples de
transformacion de la recta R.

- Xx’=x+a, esuna traslacion que asocia cada punto P en el
punto P ¢ . Traslada cada punto la distancia d = a, en la
orientacion positiva si a > 0, orientacion negativa si a < 0.
Dependiendo del valor absoluto de se dan un nimero
ilimitado de posibles traslaciones.
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] u FuU

] X x+a

- X’ =-X, es lasimetria, Unica, y de modo que X =-x ‘. Es
una involucion.

1 . .. - . 1
- X'=-, 68 la inversion, Unica. Si x > u, entonces 0 < -<

. 1
u, es decir 0 <x’ <u. Observa: u’ = —=Uu, yaqueues la
unidad en el sistema de referencia fijado.

B u PO
0 1t %
w2 12

Caso general de una proyectividad. Su expresion

En el siguiente punto veremos que, en general, la expresion

= Zi:g define una proyectividad (sobre una recta R)

siempre que el determinante D = |Z 3| sea no nulo.

NOTA: Es una transformacién geométrica, no un endomorfismo en un
espacio vectorial. Esta es la razdn por la que no es posible una expresién
matricial.

Podré despejar x en funcion de x ‘, de modo que tendré una
correspondencia biunivoca.

X+b
Tengo: x' = 22 —->x'(c.x+d)=ax+b ->
cx+d
—dx'+b
x.(cx'—a)=—d.x'"+b->x= x,
c.XxX —a

Con el fin de llegar a la siguiente expresion muy utilizada,

escribimos las anteriores de la forma:
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; _ cx+d __ —bx'+d
ax+b’ ax'—c

1)
con lo cual

axx‘+b.x'—cx—-d=0 2
Observacion:

- SifueseD=0, ad-b.c=0 -->ad=b.c-->

E:£:k-->c:k_a’ d=kb-> x' = M:

a b a.x+b

= )t (kh) _ o 22D — | constante. La imagen
a.x+b a.x+b

seria siempre el punto P, que dista k del origen.

c.x+d
a.x+b

por tanto x; =—, su imagen X;’ es el infinito (o no esta

definido como valor real). Diremos que Px; es el punto
—bx'+d
ax'—c

- Sienx' =

el valor x; de x estal que a.x; +b =0,y

limite. Del mismo modo en la transformacion x =

tenemos el punto limite P’;- donde X1 :g )

3.2.- Determinacion de una proyectividad

En la expresion (2) de la proyectividad intervienen cuatro parametros
(o constantes), pero, por irigualada a cero, podemos dar valor a uno de
aquellos quedando sélo tres que hemos de determinar. Por tanto es
suficiente conocer tres puntos Px; y sus imagenes P’x’;, i1=1,2,3,
distintos en ambos casos. Tenemos asi

a.x;x1+b.x; —cx; —d=0
a.x;xy + b.xy —cx, —d =0 ---> Sistema homogéneo con
a.x3x3+b.x5—cx3—d=0

una
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incognita libre (Incognitas son: a, b, ¢, d)

X1x; x; —x; —1
Matriz M= x,x3 x5 —2x, —1
X3x5 x5 —x3 —1

Supongamos gque hacemos d = k, un valor concreto no nulo.
Tengo entonces

a.x;x1+b.x; —cxy =k X1X1 X1 — X
a.x;x3 +b.xy—cx, =k ->A=|2x%5 x5 —x, |, Y
a.x3x3 +b.xy—cx3 =k X3X§ X5 — X3
la
ampliada

X1X1 X1 —x; k
B=|xx3 x5 —xy
X3x5 x5 —x3 k

==

cumpliéndose que ran(B) =ran(A) =3

Podemos resolver (por ejemplo por el método de Cramer):

k x1 —x; X% k —x
1 1
a=— .k x3 —x; |, b=—.|xx; k —x,
|4] ) |4] y
k x3 —x;3 xX3x3 k —x;3
X1x1 x1 k
1
C=— .|xx3 x5 k
|4] P
X3x3 x5 k

Los valores a, b, ¢, son dependientes del parametro d = k.
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Ejemplos:

1.- Sean los valores X;-3X; =0; X, =0, X, =-1; X3=-3/5, X3 =1
Determinar la expresion de la proyectividad.

Sol.: axx‘+b.x*—-cx—-d=0 2y

Hago d =k --> axx‘+b.x —cx=KkK

0 0 -3
A= 0 -1 2 , |[A|=[0+0+0]-[-9/5]1=9/5
s 13
0 0 -3 k
B=( 0 -1 0 k)|
_3 1 2k
5 5
k 0 -3
D,=|k —1 0 |=[3k5-3k]—[3k] = -33k/5
k1 =
0 k -3
Do=| O k 0 |=[0]-[oKki5]= -OKI5,
-5 k 3
0 0 k
Dc: 03 -1 k :[O]—[3k/5]:-3k/5
—-= 1 k

Por lotanto: a=-33k/5:9/5 =-33k/9 =-11k/3
b=-9k/5:9/5 = -9k/9 =-k

c=-3k/5:9/5 = -3k/9 =-k/3
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Haciendo k=-3 queda: a=11,b= 3, ¢c=1, d=-3

La proyectividad es:  11.xx‘+ 3.x°-Xx+3=0

2.- Dados los pares homdlogos (1 ; 2), (2 ; o), (oo ; -3), halla su
expresion.

Sol.: Sustituyendoen axx‘+b.x‘—cx—-d=0 obtengo

2 2b—c—-d=0
aren-e 2a+2b—c—d=0
7 =2 > p=-2a >
= -3 c= —3a
a
2a—4a+3a—d=0 -->a=d, b=-2d, c=-3d
Haciendo d =1, tengo la expresion: xx‘-2.x*+3xXx—-1=0

3.3.- Razdn simple de tres puntos. Razén doble de cuatro puntos.

Def. 1: Dados tres puntos de larecta R: P;(x;), Py(x3), P3(x3) ,

3

llamamos ‘Razén simple’ al valor % , ¥ lo designamos por
3742

. . P, P. .- -y
(Py P, P3) , 0 bien mediante ﬁ , escribiendo también
12
_ X3—Xq PPz X3—X1
(P P P3) = X3=x; ' PPy X3—X;

Def. 2: Dados cuatro puntos de la recta R: P;(x;), Py(x5),
P3(x3), Py(x,) , llamamos ‘Razon doble’ al valor cociente de las dos
razones simple: %,

253
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P1P,
—=  estoes, al valor
P2P4_ X3—X2 X4—X2

: (P1 P, P3)
(P, P, P; P,), y/lo mediante PP, P

X3—X1 , X4—Xq

. La designamos mediante

3.4.- Propiedad esencial de toda proyectividad
“Toda proyectividad conserva el valor de la razén doble”

“Al aplicar una proyectividad, la razon doble de cuatro puntos y la de
sus homologos coinciden” .

Reciproco: “Una transformacion biunivoca sobre una recta que conserve
el valor de la razén doble es una proyectividad”

Demostracion:
Sea una proyectividad que transforme los cuatro puntos P;(x;) en los
puntos P’(x’), i=1, 2, 3,4, de forma biunivoca.

p L cx+d —bx'+d
Expresion de la proyectividad: x' = —, x= -
a.x+b ax'—c
, ’ c.x3+d cxq+d (bc—ad).(x3—x1)
x3 —_ xl = ——— e — = e = —,.,.,—,
a.xsz+b ax,+b (ax3+b).(ax,+b)
, , cxz+d cxy+d (bc—ad).(x3—x3)
x3 — xZ = — — . = e = =
axz+b ax,+b (axz+b).(ax,+b)
' ' c.x4+d cx1+d (bc—ad).(x4—x1)
x4 _ xl = —  — — = = —.—.—
axs+b a.x,+b (ax4+b).(ax,+b)
, , c.x4+d cxy,+d (bc—ad).(x4—x3)
x4 — xZ = — — = = = =
axs+b ax,+b (ax4+b).(ax,+b)

Por definicién de razén doble

(bc—ad).(x3-x1) (bc—ad).(x3—-x3)

(P! P,PLP.) = X3= X1, X4—Xi _ (axztb)(axi+h) , (axz+b)(axp+b)
142831484 ) — xé_xé' xi_x; —  (bc—ad).(x3-x3) ° (bc—ad).(x4—x2)
(ax3+b).(axz+b) (ax4+b).(axz+b)
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(x3—x1) (x4—x1)
_ (axg1+b) . (axy+b) _ (x3—x1) , (Xg—X1) _

T (3—xp) " (xa=xp) — : _ -
@ath)  (agrp 3T (am)

(Py P, P3 Py )

Demo del reciproco: Dejamos como variable el cuarto punto e
imponemos la condicién de que las razones dobles coinciden.

' p! pl p! (x:’;_xi) (x,_xi) (x3—x1) (x—x1) _
P! P, P.P.) = : = : =
(PL P2 Ps Pi) (h-xp) " (' -xp) T (x3mag) | (x—xy)

(Py P, P3 Py) >

(x3—x1)  (x=x1) _ (r—xy) (x'=xD) ___>(x’—x§) _ g, (xmx1)
(x3=x35) ~(x—x3) (x3=x2) " (x'=x3) (x'=x3) T(x=x3)
donde
(x’3—x’1)
_ (xh—xh)
K= G
(x3—x2)
(x'=x1) _, (x=x) . . _ _ _ r_
el k. P > (x x1)-(x —x3) = k. (x —x1). (x
x3)

Operando: x".x —x'.x, —x1.x + X1.X, =

=k x".x —x5.x —x". %1 + x5.%4]

de donde:

(A=k)x.x"+ (k.xy —x3).x" 4+ (k.xg —x1).x + (x1. %5 —
k.x;.x)=0
que es la ecuacion de una proyectividad.

3.5.- Ecuaciones que admiten una proyectividad. Ejemplos

Sea P(x) = 0 que admite la proyectividad x* = 2

cx+d

Veremos cOmo estan relacionadas sus raices.
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. y ::ax+b
Pasos a sequir:  x” =T(x) —
a) Hallamos los puntos dobles de la proyectividad, sean <y .
Si son distintos, entonces T es una homotecia. Si son el mismo,
entonces T es una traslacion.

Si es homotecia, el cambio de variable (en la proyectividad) y =
xX— X—oC

X% Jatransformaen y’ =k.y. despejandox de y="—

x-B x=B
obtengo

X = B;’_‘l“ , Y llevando este cambio al polinomio P(x) = 0 obtengo
Qly)=0

b) Si T esinvolucion de orden m, lo cual significa que k™ =1,
entonces dos casos:
bl) m=n=gr(P). En este caso existe un solo ciclo.

b2) m < n, entonces existen ciclos i, B2, ..., Bm, que
se relacionan ciclicamente.

Supongamos el caso b2. Entonces se llega a que los B;
son raices de una ecuacion de la forma

0=m.a, + Manm.y™ + Manm Y™ + ... + Manm.y™ ,
dondem;=0(méd.m), 1< m; <n

(No continua)

Ejemplo: Calcula las raices del polinomio

5

i) .yt (1 — 257, sabiendo que admite

PO = EEo(-1)°(
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—-x
—3x+1

proyectividad: x’ =T(x) =
Sol.- Vimos que, hecho el desarrollo, el polinomio es

P(y) = 5y* -30y°* +70y” -75y +31

—-X

Obtengo los puntos dobles de la proyectividad x’ = —5x71 COmo sigue.
X=——— >3 4X=-X ~>(BXx-2)Xx=0--> x=0, X=
—-3x+1
2/3
Hago el cambio de sistema de referencia: y = "—‘2 . Este cambio
X2
3

transforma la expresion de la proyectividad a la forma: y’ =k.y,
donde

k =a/d, siendo, en general, T(x) = ZZS .Enestecaso: a=-1, d=1 --

>k =-1. Porlotanto y’=-Yy, que esuna involucion de orden m = 2,

Entonces: a,=a;=31, a,2,=a, =70, a,4,=a, =5, porlocual la
ecuacion es

0=31+70y"+5y*
Haciendo z =y? tengo: 5.z°+ 70.z+ 31 =0, que resuelta me da

_ —704+v4900-620 _ -70+v4280 _ —-70+2.41070 __ —35+v1070

z1
10 10 10 5
—35—-v/1070
2= ————

5

3.6.- Miscelanea-4: Cuestiones y problemas de alto voltaje

1.- Demostrar que P(x) € Z[x] tiene discriminante un multiplo de
p (p primo) si, y solo si, tiene raices dobles sobre F, .

114



Sol.-  (Represento p* para maltiplo de p)
Sea P(X) = ap.X"+ a. X" + ... + a,0.X + &y, en Z[x].

zlx]

Pasando a ==
p.Z

o[X] , obtenemos

Q(X) = bo.X"+ by.X" 4+ ... + byyX + by,
donde b; = a; (méd. p)
Si lasraices de P(x) son: «;, i=1,2, ...,n, entonces
P(X) = ag.[Tw1(x — @;) , y por tanto
Q(X) = bo. [1j=1(x — B;) , donde B; = a; (MAd. p)
El discriminante de P(x) = 0 es el valor

D= aff'("_l)- [(an — @1)? (an—1 — a1)? (an_2 —
0(1)2 (az - 0(1)2.

)2 (an — az)z- (an-1 — 0—’2)2- (an_z — a’z)z . (az —
a,)e.

(an — an_1)?], ypasandoaF, obtenemos

D= (B = 5% Bus = A% (B —
B (B — Br)>-

5y (Bn = B2)?. (Bn-1 = B2)*. (B2 — B2)* ... (Bs —
2)%.



(ﬁn - .Bn—l)z] )

Ahora bien, siD =p*, entonces D ‘=0, lo cual significa que, sobre
Fp, existen B; = B}, i, j distintos

Reciprocamente, si sobre F, existen §; = ; , i, j distintos, entonces

*

(Bi- Bj) =0, yportanto (a; —a;) =p”, conlocual también D =

P -

c.q.d.
2.- Dado el polinomio P(x) = x" — n.q.x + (n-1).r, demuestra que
P(x) = 0 tiene una raiz doble o precisamente si " =q".

[od

Sol.- Supongamos que o es raiz doble. Entonces

{o(”—n.q.oc +(n—1).r=0
n«"l-nqg=0
«"—n.qx +(n—1).r=0

qx—ngx +(n—1).r=0 --> qg.«.(1—-n)+
n—-1.r=0

x=1 —->x =L, Entonces x™ 1= L or lo tanto
q a

qn—l !

n-1

q= ;n_l ,de donde q"=r"! c.g.d.

Reciproco. Supongamos que q"=r"*.
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P(x) = x"-ngx+ (n—1).r=0
Tenemos P(x)=nx"1—-ngqg=0 ~>x" =g
Esto nos dice que f = ""\/q esraizde P’(x)=0.
Veamos si también lo es de P(x) = 0.
f™1 =g --> (sustituyendo en P(x) )
PB) =p"-n.q.fp + (n—1).r = "1 B-nqgpf + (n—1).r=
=g.f-nqgB + (n—1.r=q.A—-n)+(n—-1).r =

=(n-1).[r—q.B] . Pero, por hipétesis g"=r""-->q= q::
y por tanto g1 = Z:: , dedonde r=q.5, yasi [r—q.B8] =0.

Si es raiz de P(X)

3. Sea G un p-grupo (p primo) y H < G un subgrupo
normal no trivial.

Probar que H N Z(G) esno trivial (Z(G) es el centro de G).
Sol.- (Examen Algebra. Curso 82/83)
Indicacion: Operar por conjugacion.

4.- Demostrar que el grupo diédrico D, es resoluble y calcular su
longitud.

Sol.-
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5.- Dado el morfismo de anillos Z ---> Z[v/5], calcular los ideales
primos |, de Z[V5 ] tales que 1,NZ=2.Z (Abreviado: (2) =2.2)

¢Es “principal’ el anillo Z[/5 ]?
Sol.- (Examen Algebra. Curso 82/83)

6.- Sea G un grupo abeliano de orden p", (p primo ) . (Significa que
todo elemento de G es de orden p).

Probar que los Aut(G) = {4 € M,(F,) tal que |A| # 0}
Sol.- (Examen Algebra. Curso 82/83)

7.- Sea G = (R, +) el grupo aditivo de los nimeros reales, y
considero la operacion de G sobre C = RxR (conjunto de los nimeros
complejos) como sigue:

Fijado z de C, T,(t) =e".z,

R-->C
t-—->w=e'z
Se pide calcular: -Las Orbitas

-El espacio de invariantes
-Los subgrupos estabilizadores
Demostrar que el espacio cociente se identifica con la semi-recta real.

Sol.-
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NOTA (propia): Creo que el enunciado seria més convincente si
definimos la aplicacion

RxC ---->C

8.- Probar quet € Nesprimoconn €N, n> 12, precisamente si
t@O-D' = 1 méd(n)
Sol.- (Examen Algebra. Curso 82/83)

Aclaracion: @(n) no es primo casi nunca

9.- Sea G un grupo finito de orden |G| = p;.p.....p«k , donde los p;
son primos distintos. Probar que si Hom, (G,f) #=0,vVi=12,..,k,
entonces G es abeliano (Conmutador).

Sol.-

10.-  Sea G un grupo abeliano y {f;,},so una sucesion de
homomorfismos de G en G tales que f, es el morfismo constante de
imagen e (el neutro de G), y f; es el morfismo identidad, y que para
cada n>=0Yy cada g de G se tiene

for2(9)-Forr(97).f1(0) = 9
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nZ+n

Probar que f,(g) = g 2
Sol.-  Sin resolver

v De Suma de Series
4.1.- La Constante de Euler. Suma de Series
Sea la serie alternada
2 1 3 1 1 1 1
(1)““(1) t3=m(3)+ 5=t =)
1

Veamos que la de valores absolutos

1+m(2)+2+mE) 43—t otm(H) + =+

)

es monotona creciente.

Es creciente: Sabemos que (1 + %)” es creciente y que

n
lim;, 00 (1 + %) =e, yportanto (1+ %)" < e,para todo n. Por
otro lado, también sabemos que e < (1 + %)n“,para todon, véase

estudio completo de la serie (1 + %)” al definir el nimero e. Tenemos
por tanto

1+ %)" <e <(1+ %)"*’1 ,para todon

©)
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Tomamos logaritmos en (3): n.In (1 + %) <1< m+1).In (1 + %) :
de donde — < In (1 + l) < 2. Teniendo en cuenta que
n+1 n n

lim,,_, (%) = 0, llegamos a que lim,,_,.In (1 + %) =0,

Aplicando el Criterio de Leibniz a la serie alternada (1), ésta es
mondétona decreciente.

Podemos concluir que (1) es convergente. Su suma la representamos
por C y la llamamos “Constante de Euler” . Se ha podido calcular su
valor

C=0,5772156649... = Suma de la serie (1)

CONSECUENCIAS:

1 . L, -
A) Llamamos H, = Z}C‘:l; = Suma de la Serie armonica.

Observamos que ln( ) + ln( ) + ln( ) +-+1n (”:1) -
=In(2) + In(3) — In(2) + In(4) —In(3) + -+ In(n+ 1) —In(n) =
= In(n+1)

Por otro lado sea lasuma S, =

1)+t n @ +iom() i ()
Es facil comprobar que S, = H, - In(n+1)
Compruebo que S, es monétona creciente:

Sni1—Sn = [Hne1 - In(n+2) ] - [Hy - In(n+1) ] =

121



=n——ln(n+2)+ln(n+1)— ——1 (n—+2)> 0, yaque

2
(ﬂ) < ——. Por tanto es monétona creciente. Por tanto

lim, ., S, = C, y entonces lim,,_,,o(H, —In(n+ 1)) =C
Esto permite tomar como valor de H, la aproximacion
H, ~C+In(n+1), cuandon - +x

Observa que H, es la suma de los inversos de los nimeros naturales
hasta n.

1 . .
B) Sea de A, = Z}g:lm = Suma de los inversos de los impares.

Sea B =Y} 15, = = Suma de los inversos de los nimeros pares

1 —yz2n 1
Tenemos A, + B, = Zk 1kzmpark + L= 12k Zie= 1k

Entonces A, + B, =H,,

; —yn 1 _1 yn 1 _
Teniendo en cuentaque By =Xi_1 - =5 - Xk=17 =

N | =

'Hn , tengo
1
An:HZn*an HZH_E'Hn'

Resumiendo: Teniendo en cuentaque H,=C +In(n+ 1) — ¢,

Suma del inverso de los pares B, =

1,1, 1 11 B
_E+Z+E+m+£_2'[C+1n(n+1) Sn]

Suma de los inversos de los impares A, =
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1 1 1 1
= 1+§+E+ +m= [C +|n(2n+1) _EZn] — 3 [C + ln(n + 1) —

&n] =

_c 2n+1 ,
T2 +1In (\/n+1) tén

n+1
C) Laserie alternada Y%, C 17)1 =

-1 1 1 1. Lyl =
=1 2+3 St EDT -+

=Av—By=[Ho- 5 . Hy]1-[; . Hy 1= Han- Hy=

= [C+In(2n+1) -e2,] - [C +In(n + 1) — &,] =In (2n+1) te

n+1

(1) n+1

y por tanto: Y% = im0 In (2"“) = In(2)

n+1

NOTA aclaratoria:
. P 1 1 1 1
Suma de la serie armonica: Hp,=1+=-+=-+-+ -+ —,
2 3 4 m
Suma de la serie de logaritmos Loyt =

=m(2)+m(Z)+m(5)++n(-%)

Tengo Upy =

=g D = (G) + 0 (5) I (G) + 0 (7)

1,1, 1 1
=+ +5+ o+ + ) —In(m) = H, —In(m)

Resumen:
123



. 1
Suma inversos de los naturales: zgzl; = C+In(n+1) + ¢

. 1 1
Suma inversos de los pares = Y %_, — = = . [C+In(n+1) + ¢
k=15, 7 2

1

. . 1 2n+1
Suma inversos de impares :27’}:1% =3 [C+2.In(=

L) + ]

4.2.- Suma de Series numéricas
4.2.1.- Suma de los inversos de los impares menos el inverso de los

pares, colocados de forma consecutiva en el lugar que sea un cuadrado
perfecto, esto es:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sn=ptits ettt et
Sean = k?, cuadrado perfecto.

Si tenemos en cuenta la notacion y el estudio de la Constante de Euler y
sus consecuencias, podemos expresar

Sn = Skz =Ak2—k_ Bk =

:[%Hn(z((’;% %)—s]—%.[c+ln(k+1)—£]:

=1n<j%)—§.1n(k+1) te=InQRK2—k)+1) -
- (k2 -k +1) -3 . In(k+1) +e =

=20k — k) + 1) —2.In((k+1). (K2 - k) + 1)) +¢ =
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_ ln( 2(k%-k)+1

VD). (K2 =K)+1)
que el numerador es de grado dos mientras que el denominador es de
grado 3/2< 2.

) +¢& --> 400, cuando k -- > +o0 . Observa

Por tanto aquella serie es divergente.

4.2.2.- Suma de términos negativos que son los inversos de los nimeros
pares, sumando de forma consecutiva el inverso de los impares
colocados en el lugar de orden multiplo de 5:

Sea n=5.k, maltiplo de 5. Tenemos

Sn = Sk = - Bok + A =

SlC+m(@k—k) + D) el +[5+n(35) +¢] =

== In(k =R+ D +evin(FR) +e=in(=) +e
-0

cuando k --> +oo

Por tanto la serie es convergente

o 2.5.8..(3.n—1)

4.2.3.- Estudia la serie ¥;;%; 545 (mt2)

_ 258..3n-1)
N 345..(n+2)

2.5.8...(3.n-1).(3(n+1)-1)
3.4.5..(n+2).((n+1)+2)

an+1 =
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3n+2
Gntr — oy = 22,3 cyando n-- > 400

an n+3

+oo  1.5.10.15..(5.(n-1))
n=226.11.16..(5.(n—1)+1)

6.2.4.- Estudia la serie )

_ 1.5.10.15...(5.(n—1))
n T 2611.16..(5.(n-1)+1) ’

a _ 151015..(5((n+1)-1)) _ 5.10.15...(5.n)
n+l ™ 5611.16..(5.(n+1)-1)+1)  6.11.16..(5n+1)
apy1 . 1.510.15..(5n) | 1.5.10.15..(5.(n—1)) _ __5n
an 2.611.16..(5n+1)  2.6.11.16..(5.(n-1)+1) " 5n+1

Por criterio del cociente queda dudoso.

Lo . 5n . 1 1
Criterio de Raabe: limy,_, o7 [1 = —] =limp 0. [—]= ¢

por lo tanto es Divergente.

4.2.5.- Estudia la serie Y% (1 — cos (%))

1-cos(2x)

Recordamos que: sen?(x) = -->2.sen (g) =1 — cos(x)

Tengo que 1 — cos (%) = 2.sen? (%)

H H H H : k 2 i = 1 k i 2 =
Por Criterio de Pringheim nl_l)rlloon .sen (2\/7_1) nl_l)rfoon '(zﬁ)
0,si0<k<1
= lim 2.pk-1 =] +oo,sik>1
no+oo 4’

z ,Sik =1 —> Divergente
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4.2.6.- Estudia laserie %10 )1+ Ak

1+++ e
() n-1

1 S
e = (TG

1 L .. .
% = ...= (3 ) . Por criterio del cociente queda dudoso.
n

Criterio logaritmico: Tenemos en cuenta también el hecho ya probado
que la suma de los inversos

1 1 1
1+E+§+"'+E —C+ln(n)+e

In(an) _ 4o (Ugtgtetag)n(G) _
In(n) lim = ln(nr; =

=In (3) lim, 40

Tengo: lim,,_ 4o

C+in(n) _ c . In(m),_
In(n) =In (3) llrnn_)'"oo[ln(n) + In(n) ] B

= 1n( ) [0+1] = In (g) = -In(3),

In(an)

In(n)

por tanto - lim,,_,; =1In(3) >1 -- > Convergente

4.2.7.- Estudiar la serie Y% ()”

Esp.g. derazon r=2/3, a;=1. Susumatoma el valor
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4.2.8.- Estudiar laserie Y% (- 1)”()"
1.1 1 _ _
1_E+Z_§+'" Esp.g.conr=-1/2, a =1

2
Susumatomael valor S=-L=...= 3

4.2.9.- Estudiar laserie Y12 1G )”

%_ﬁ_,_%.,.... Esp.g.conr=1/2, a; =1/2
suma S=-2L = 12 1
1-r  1-1/2

Sz o Sinpar

4.2.10.- Calculalasuma de laserie ¥+ a,, a, =
— ,Sinimpar

Tengo:

Szt lttm+ sttt byt

Agrupo términos: 22,(_1+22,1_2 = ZZi_l , con lo cual me queda
S= 4+ Sttt =33 o

. 1
El sumatorioes p.g. con r= 22 u= Y%

=4 M2 _ % 5 g-38 =402 =2
1-r  1-1/4 6

4.2.11.- Calculalasuma S=Y;}2 1—

22n-1

128



Lo hemos visto antes
S=XZ 122n ;=S =332 122n - =...(como 2.10)=
=3.§ =2

4.3.- Suma por descomposicién en suma de fracciones simples

1
n.(n+1)

4.3.1.- Sumar la serie Y%

Ha sido comprobada su convergencia (Método de Pringheim)

Descompongo en fracciones simples: L~ é+ B
pong P " am+l) n | n+l
1=A.(n+1)+B.n=(A+B).n+A——>{AZ€T0 ~>B=-1
Entonces
S — 141412 1 1,1 1 _
n= TG g = (T4 454y =Gyt ot =

=(1-—), limpoye(l——) =1

n+1 n+1

4.3.2.- Sumar la serie Y2 1#&”)

Después de comprobar su convergencia descompongo en fracciones
simples:

_3n-1 ﬂ+ L+L > A:_—l,B=4—, C = _7
n.(nm+1)(n+2) n n+l n+2 2 2

Entonces

n 3k—1

Sn = 2= Ko 0
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= l_(1+l+l+...+1)+4.(1+l+...+l+L)_
2 2 3 n 2 3 n

n+1
Gt TR
=2 @+ + 5 (G Ao+ A (G -
Gt TR

4 1 1 _E i L - =
teat T Gt = it OGO+ Gt ) > S

5
4
) . +o0 1 .
4.3.3.- Sumar la serie Zn:l(2n—1).2n.(2n+1).(2n+2) Conviene recordar
que:

. 1
Suma inversos de los naturales: ZLl; = C+In(n+l) + ¢

. 1 1
Suma inversos de los pares = Y3 —, =3 [C+In(n+1) + €]

. . _on 1 1 2n+1
m m = —=-.[C+ +
Suma inversos de impares k=157 = 3 [C 2.In(m) £]
Comenzamos:

Descomponiendo en suma de fracciones simples obtenemos:
1=A.2n.2n+1).2n+2)+B.2n—-1).2n+1).2n+2) +

+C.2n—-1).2n.2n+2)+D.2n—-1).2n.2n+1) »
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1=A.2n.(4n*+6n+2)+B.2n—1).(4n*> + 6n +2) +

+C.2n.(4n* +2n—2) + D.2n.(4n%> — 1) -

1=-2.B
0=4A-2B-4C-2D ,_ 1
0=12.A+8.B+4.C BT T

0=8A4+8.B+8.C+8.D

0=4A+1-4.C—-2.D
0=3.4-1+C , c=1-3.4
0=2A4-1+2.C+2.D

{—124.A—4.(1—3.A)—2.D9{ 3=16.A—-2.D

1=2A+2.(1-3.4)+2D ~-1=-4A4+2.D
. 1 1 1
Sumandolas: 2=12A->A=->C=5,D= —=,
Tengo
1 1 /1 1 1 1
Sa=5-( ) o Gttt
t2 Gttt ) s (Gt ) =
2 3 2n+1 6 \4 6 8 2n+2

:(1+1)_(1+l+l+l+...+ 1 )___l_ 1
6 3 5 7 2n+1 2 2n+1

)_

_G-}_%)'( + +- +2n+2n+2)+%'%+% 2n+2 =

Vimos que: Q=1T1—1 = % [C+2. In(\z/ﬂ) +¢],

o0 de forma equivalente: Z}{‘:lﬁ = % [C+2. |n(2n+1) +é]

131



y Figr =5 -[CHN(n+1) + €],

o de forma equivalente

1

1
le =7 [C+In(n+1) + €]

donde C es la constante de Euler.

4 1 2n+1 41
M=%i.C+2m(E=)+ ) -23.C+inm+1) + &)+
_1_ 1.1 rr,1 1
2 6 2n+1 6'2 2 2n+2

=2 (2m(ES)-mm+ D +e) -+ fO)

= %.(1n((2:+1)2)—1n(n+ 1)) —%+f(n) + &=

+1

_2 (2n+1)2 5 _1 2n+1) 5
_E'ln((n+1)2 )_E+f(")+ e=3.2.In (2% ) >+ f(n) +
€
f(n)+e—-0,sin - +oo, 1n(?jf)—>ln(2),sin—>
+o00

=2 _5
S—3.ln(2) v

_ - +00 4n+3
4.3.4.- Sumar laserie ;2 PGt D).t 2).@nT3)

132



Después de comprobar su convergencia descompongo en fracciones
simples:

1 A B c D
2n.(2n+1).(2n+2).(2n+3) T 2n 2n+1  2n+2  2n+3

A=2,B=—2,C==>,D=1
2’ 2 2

1 1 1 1 1
Sp=2.yp_ ~ -1 .yn L _ +2 =
NT g tek=1,, g tER=1op4 Je= 12k+2 Xk= 12k+3

=2 M -t (Gt

1 oen 1
k=177 T
2n+1) 4 =1%41

A, 1,1, L =(*
+2'(5+7+9+ +2n+3) ()

Tengamos en cuenta que

. 1
Suma inversos de los naturales: Zﬁ:@ = C+In(n+1) + ¢

. 1 1
Suma inversos de los pares = Y3 —, =3 [C+In(n+1) + €]

Suma inversos de impares =Y _ 12k1 - % [C+2In(2_"+1)+ €]

1 1 1 1 2n+1
(=7 .[C+In(n+1)+ s]—E.[—l+2n+1+5.(C+2.1n(m)+
s)]-

s HcHmm )+ g+
4 n+1

1 1, 1 2n+1
+E'[_1_§+2n+1+2n+3+_ (C+2iIn(Z) + o)1=

_(1,1 4 -1 -1 1 1
- (2 + 4 6) + (2.(2n+1) + 4.(n+1) + 2.2n+1) = 2.(2n+3) )

+(i—i—— —)C+[— ln(n+1)—— In (Z_n:i)—%.ln(n+1)+
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2 2n+1 _
+2n () 1+ =
_1 -1 -1 1 1
T 12 (2.(2n+1) + 4.(n+1) + 2.(2n+1) = 2.2n+3) ) +0.C+
0.In(n+1) +

+0.1n (\Z/ié)+s = (**)

s = -1 -1 1 1
Veamos el valor del limite de

2.(2n+1) + 4.(n+1) + 2.2n+1) = 2.(2n+3)

-1 -1 1 1 -1 1 _
2.(2n+1) + 4.(n+1) + 2.2n+1) = 2.2n+3)  4.(n+1) t 2.2n+3)

—2n—4

_1 [ -1 1 _1 —(4n+6)+(2n+2) )
T2 " 4.(n+1).2n+3)

L2.(n+1) t 2.(2n+3)] T 27 4(n+1).(2n+3)

1
T2

Portanto S= L
12

4.35.- Calcula los valores Z*‘”i : yie (-2

Sol.:

Mas adelante resultara Gtil la siguiente notacion:

cos(Zx) cos(3x) +00 COs(nx)

S;(X) = cos(x) + ——=+ = e 0
S,(X) = cos(x) — M + %(23’5) Z (=)™ 1 cos(nx)

Hago S(x) = S (~1)"~1 =

Derivadando: S’(x) = Y12 (—=1)"*"1. cos(nx)
Por otro lado llamo
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S=Y}® (—1)" Lsen(nx),
C=Y}2(—1D)" L cos(nx)

Tengo C +i.S = Y & (—1)" L [cos(nx) + i.sen(nx)] =

Z ( 1)n 1 nxl_z ( 1)n 1 (exl)n_i —

1+e'™
. 1
(Del mismo modo que ——=1—x +x? —x% + )

cos(x)+isen(x) cos(x)+i.sen(x)
- 1+(cos(x)+i.sen(x)) - (1+cos(x))+i.sen(x)) -

[cos(x)+i.sen(x)].[(1+cos(x)—isen(x)]
- [(1+cos(x))+i.sen(x))].[(1+cos(x)—isen(x)] -

_ [cos(x).(1+cos(x))+sen? (x)]+i.[sen(x).(1+cos(x))—cos(x).sen(x)] _
- (1+cos(x))%+ sen2(x) -

(1+cos(x))+l sen(x) _ 1+cos(x) . sen(x)
2+2.cos(x) ~ 2.(1+cos(x)) " 2.(1+cos(x))

sen(x)

N . _1 _
Por consiguiente: C = > S= T(Lrcos)

Pero, teniendo en cuenta queC representa Y% (—1)™ L. cos(nx), y
que S’(x)=X;& (—1)" L. cos(nx), tengo

$'(x) =

N R

Integrando S(x) = §+ K ,y por tanto

© _1 sen(nx) x
(DL === +K

Parax=0,tengo 0=K, luego Yi%(—1)"" 159"("") g

(-1). cos(nx)
n2

Integrando de nuevo tengo: —+K OSSN oy § Lo

=yre (—Dn Cos‘n(nx), por lo tanto

2
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_+ K = Z ( 1)n cos(nx) _ —COS( )+ cos(Zx) cos(3x) 4=

32
—52 (x)

n sen(nx)

Integrando de nuevo: —+ K.x= Y 2 (=DM
definida en el mtervalo [0 m]:

3 3
(:—2+K.x]g=711—2+1(.7r

(z ( 1)n sen(nx)] Z ( 1)71 sen(nrr) 2 ( 1)n sen(o)
0

3 2
Por lo tanto 71r—2+K.7r:0, de donde K=—71T—2 , y ahora

n cos(nx) x*  n
Zaa(=D™ =T T
Para X = 0 nos queda
71'2

+oo n 1
(_]) — — E ,
1

- Z (1)n_= n—(l)nl n2

. 11 2
esdecir TrH (-1 5= T

CONTINUAMOS:

Tomo ahora Y% (—1)™ M , 'y en ésta hago el cambio de x por
m—X.

Teniendo en cuenta que

cos(k. (m— x)) = cos(km).cos(kx) + sen(km).sen(kx) =
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o _ ( cos(kx, sikpar
= (—1)*.cos(kx) + 0 = {_ cos(kx), si k impar

tenemos: Y52 (—1)n, @)

n2

_ cos(2x) (-cos(3x)) , cos(4x) (—cos(5x))
= —(—cos(x)) + 3! 4 s

cos(Zx) cos(3x) . cos(4x) _ v+ cos(nx)
= cos(x) + 20 YL net

n!

Pero vimos mas arriba que

2 2
Yo (—1)n 22 Cos(nx) = % — =,y cambiando x por 7 — x
to ,_qyn Cos(n(n-x)) _ (m-x)*  n?
n=1(=1)" n? T4 12
. w2 —2.wx+x> 2
o0 bien ——— — —=
4 12
_ cos(2x) cos(3x) ., cos(4x) _ w©+oo cos(nx)
= cos(x) + t— Tt = Last
Haciendo x = 0 da = - T = e 1
aciendo x = nosquea——ﬁ— n=1
+00 1 _ 7T2
n=1ln ~ 6
. ny 1
4.3.6.- Calcula el valor de las series S,, = ;‘l=1(k)'k_+1

Sol.: Recordamos que

@+ = (o) + (1) %+ ()2 ot () () 2n =

_\n n k @™t o n ﬂ
—Zk=0(k).x . Integrando tengo: = Zk=0(k)'k+1 +C
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Haciendo x =0 obtengo valor de la constante C = ﬁ , Y por tanto

1+x n+1 n Xk+1 ;

a0 _ LO( ) .—— + —. Haciendox =1 resulta
n+1 k) k+1 = n+1
n (n) 1 _ 2n+1 1 _ 2n+1_1
k=0\k/) k+1 ~ n+1  n+1~  n+1

g (n) 1 2l
k=1\k) k+1~ n+1

4.3.7.- Calcula el valor de las series

1
§= ZaZ 1on.(2n+2).2n+4)

1

Sol.: Evidentemente S-— i D). )

1
n.(n+1).(n+2) ’

resulta 4 = —, B=-1,2C =1
2 2

Calculamos S* =Y, Descomponiendo en sumas simples

T2 Zk 1k k= 1k+1 + Xk= 1k+2 (*)

Recordamos que:

[ 1k = C +In(n) + €, donde C es la constante de Euler
(=2 Epog +[1-Tpe]+5 [F1 -5+ ] =
= . [C+In(m) +e] +[1—-(C+In(n+1)+)]+
to |12+ CHmm+ D+ = (1-3)+ (G-1+3).C +
+[ln(\/ﬁ)—ln(n+1)+ln(\/n+2)]+s =
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=1+0.C+ln(—vn'("+2)>+e
4 n+1

. Jyn(n+2) _ . n.(n+2) _
lim,, 40 - lim,_ ;0 /(n+1)2 =1

. 1 1
Por tanto S’=11mn_,+0057’1=2 , Yy S= =

NOTA: A modo de ilustracion presento otra forma, observando que los
términos presentan la forma de una Progresion Hipergeométrica:

ny1 _ Xn+f

an xn+y
En efecto

1 1
an = 2n.(2n+2).(2n+4) '’ An+1 = 2(n+1).2(n+1)+2).2(n+1)+4)

Any1 2n.(2n+2).(2n+4) _.2n _ n_ .
a,  2(n+1).2(n+1)+2).2(m+1)+4)  2n+6  n+3’ de donde:

x=1,=0,y=3

1 1

_ ———[n]-—3
. , |xX.n+ .
Aplicando la formula: s, = SnlxntFlzary _ znGninGniy s
«+pB-y 1-3
__+r _3
_ 2.2n+2).2n+4) 48 — 3 1 __>i cuando n — +oo
-2 96  4.4.(n+1).(n+2) 96 ’

Por tanto S=i = —
96

4.3.8.- Calcula el valor de las series

— Yt !
S= Zn:l(Zn—l).(2n+1)-(2n+3)
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Sol.: Por descomposicion en sumas simples

1 A B c . )
(2n-1).2n+1).2n+3)  2n-1 + 2n+1 + 2n+3 "’ obteniendo:

A=1/8,B=-1/4,C=1/8
1
El resultado es S = o

Otra forma (Que interesa por formacién): Vemos si es
Hipergeométrica.

1

& = (2n-1).2n+1).(2n+3) ' 81 =
1
2M+1)-1).2M+1)+1).(2(n+1)+3)
any1 _ (2n+1).(2n+3).(2n+5) _ 2n-1
a,  (2n-1).2n+1).2n+3)  2n+5
. sy . _ _ _ _ L_i
Es Hipergeométricacon: «x=2,= -1, y=5. a; = T35 1%
-1 1
Susuma S=—4¥ — ;° _ 5 _ 1
<+B-y 2—-1-5 -4 12

(Observa que es suma de una serie ilimitada)

4.3.9.- Calcula el valor de las series

g = y+o 8n%+n—1
T 4n=1y (n+1).(4n2-1)

Sol.: Descompongo en sumas simples: Teniendo en cuenta que
m?-1=02n+1).2n-1)

8n?+n—1 A B C D . ]
n(n+1).(4n2-1) n Yot T onm T obteniendo:

A=1B=-2,C=1,D=1
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Tendremos en cuenta que
. 1
Suma inversos de los naturales: Z’ﬁ:@ = C+In(n+l) + ¢

. 1 1
Suma inversos de los pares = Y %_, — = = . [C+In(n+1) + ¢
k=13, 7 2

. . _on 11 2n+1
Suma inversos de impares k=137 = 5 [C+ 2In(F) €]

Qe —ym n+1_1 n 1 n 1 _
= - —+ —_— =
Entonces: S, = Y k—1-—2.2k= 10yt Lk=1507 T 2k=135

=[C+ln(n+1)+£]—2.(—1+ﬁ+22=1%)+

1 1 2n+1 _
+ (_1 Y onet 2n+1 + Xk=1 2k— 1) 2" [C+2. In(\/ ) te] =

_ 2 1
= (2—m—1+2n+1)+[C+ln(n+1)+€]—2.[C+
In(n+1)+¢]+

2n+1 2n+1
+ 1/2.[C+2. In(J_)+£]+_ [C+ 2In(\/_) €] =
(n+1)—(4n+2)

=1+ e

+0.C+ (B2 .

(n+1)2

—-(3n+1)

. _ ] n+1)?\ _
llmn_,+oo m =0, In (llmn_)+oo m) = 11’1(4‘) , por lo

tanto

lim, .S, = 1+1In(4), S=1+In(4)
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4.4.- Progresiones Aritmético-Geométricas
441 Sea Y% a,, donde a,=Db,.c,

Def.: Si {b,} esp.a. y {c.} esp.g. decimos que {a.} es aritmético-
geométrica.

Sires larazon de la p.g., siguiendo lo que se dira a continuacion
conseguimos obtener su suma.

Paso A: Como hicimos en las p.g., podemos hacer
S—-rS=(a,+a;+az+--)—r.(a; +ta;+az+-) =

=(1-n.(ay+ay,+az+:)=1A-1).S

PasoB: (1—-7).S—r.(1-7r).S=1-r)25= ..

Al realizar (1 — r)2.S ocurrira que todos los términos, salvo un
namero finito, son nulos. Esto nos permitird despejar el valor S.

Si {b.} esp.a. ordinaria ( b+, = b, +d), se cumple la siguiente formula

d.Cz

1
S -(@m+ )

+o00 2n2+3

4.4.2.- Calculalasuma )72 San

Hago b,=2n*+3, ¢,= 3Ln , que es p.g. con r=1/3
bnit = 2.(n+1)% +3 = 2.(n*+2n+1)+3
bpy1 —bp =+ =4n+2, Lamo b, = by 1 — b, =4n+ 2

fa—bh=4(n+1)+2—-(4n+2)=4->
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Es aritmética de orden 2 con d =4 (No podemaos aplicar (*))

+oo 2243

Tengo S=%. el =-Z 1bn-cn

—p 5 1
a =0b1.6,=3, G2=73

! _ w+too 2743
Llamo S" = »;2 el

s=1g
2

Iy e (5,11 21 35 ...)_EEE 21,35, .y=
(1 )S (3+9+27+81+ 3'(3+9+27+81+ )

(5,1 ,21 3 \_ (5,1 21 35
_(3+9+27+81+ ) (9+27+ +243+ )

—(5,6,10 14, Y_2 «
_(3+9+27+81+ ) 3'5
Resto de nuevo

(1 1)25, <5+6+10+14+ )
3/°3 3 9 27 81

1(5610 14 )

Sttt —+-
3

379727 81
N R N S
= CHitttotosn) =28

Resto otra vez

21—5).§.S’=(+ R e e R
243" =

(5 it 4 A4 N _ (5.t 44 )
_(3+9+27+81+243"') (9+27+81+243+ )

5 -4 3 8 , 36 , 36 9 9
= |- —)—S: — —)S = =-- S:—
(3+9+27) 27 27 8 2 4
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4.43-  Calculalasuma: Y12

. L,y 1 1
b,=n, esaritméticacond=1, Ch== esp.gconr=-=

2n

dCZ

Aplico la formula S—— (a1 + =

1 1 1 1 1,1
al—E, CZ_Z' S——; <+—>—2(E+E)—2

Otra forma:

o M+2

4.4.4.- Calculalasuma Y7o 5

bp=n+2,espacond=1, ¢, = esp.g.conr=§

3n+1

H 4 3 1
Aplico la formula. Tengo a; =3, ¢ =

1
S = _l_ §.+.iéz ::E (E +._£L_) = eee ::;1
1_§' 9 1_§ 2°\9 227 12
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El alumno puede aplicar el proceso visto en el ejemplo anterior y
obtendra el mismo resultado.

445- Calculal 4o WL
A4.5.- alculalasuma »12 o

b, =n?+1; Compruebo: by — by, =+ = 2.n+1
Hago b, =2.n+1; i — bl = =2
Por tanto {b,,} es p.g.de orden 2, cond = 2

1 1
Cn =g esp.g. conr =

— Sn
Aplico el procedimiento general:
1 2 5 10 17 1
(1-2).s=C+2+3+5+)-:.C+2+3+5+)=

(2,3 .5, 7, ...\=4
_(5+25+53+54+ ) 5'5

(1-3)25= CHl+3+o++)-2.CG+2+2+2+

1 16 2 1 2 2 1 2 1 2 2
(1-3)5e5=Gromratat) -5 Grotetat

2 -1 1 64 46 23
=|—- E— _— = — . — —_ — = —
(5 + 25 + 125) 125 § § 64 32
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o 2n+1

4.46.- Calculalasuma Y& o

b,=2.n+1, esp.a. ordinariacond = 2

1
Cp = esp.g. conr = -

7n

. , 1 d. . 3 1
Aplicando la formula S=— .(a; + =2), siendoa; == ,¢c, = —
1-r 1-r 7 49

5
obtenemos S = 5

El alumno puede aplicar el procedimiento general visto en anteriores.

+00 2n2+3
4.4.7.-  Calculalasuma Y55 ——
2n“+3
En primer lugar S = = Z+°° nn . Calculamos
r_ 400 27’l +3
S - n=1 3n

Se puede comprobar que b,, es p.a. de orden 2, cond = 4.

1
Cn:_

_1
~m » €sp.a. con =2

Hemos de aplicar el proceso ya conocido, tres veces, obteniendo

S =

N | ©

9
- S=-=
4

_ vt 1P
448.- Calculalasuma S = Zn=0ﬁ

1
Tomamos el desarrollo de pp

ﬁ=1+x+x2+x3+---+x"+- Yheyan
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Derivamos miembro a miembro:

ﬁ=1+2x+3x2+4x3+-~-+nx"‘1+- Yie nx™t

Multiplicamos por x

ﬁ:x+2x2+3x3+4x4+---+nx”+- Yhe nx™

Derivamos otra vez:

1+x

m—1+4x+9x +16x3 + -+ 0% 4 e n?xn1

= TL_

Multiplicamos por x:

1
?f:;cg—x+4x +9x3 4+ 16x* + -+ n2x™ 4 o = YT n? x"
1 11
1 vt M _o(ty) oz 110 _ 110
Hago x = — y me queda: Y72 —o="—0= == ==
(1-19 )
b M 110
Ln1ign = 729

NOTA: Llamamos operador 6 al que opera asi: f(x) --- > x.f ‘(x)

En el anterior hemos aplicado dos veces este operador a la funcién

f(x) = —

_ _ n 2n+1 E 2n—1
4.4.9. Calculalasuma S = Y (D™ (Zn)!.(B)

Tomo el desarrollo en serie de cos(x):

S I S AT n X
cos() =1 -+ -5+ = LaS-D" s

147



Multiplico por x:

5
-t = n
X.C05(x) = x + 41 + - =D (Zn)u
Derivo:
cos(x)-x.sen(x) =1 — 3x2 + sxt _ 7x° 4. Z (— 1™ 2n+l _ on
. - 2! 4! 6! o
Divido entre x:
M _1\n 2n+1 2n—1
x Z D™ " (2n)!
Hago x = g ,'y obtengo
T 1 TT\/§
n 2n+1 2n-1 — COS(;)—?sen(E) 3w s _ _ 313
Z o(=1" “n)t ( ) g = g P

+00 4 \n 2n+1 T 2n—1 _ 3-m+3
(-1 oo @ =
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4.5.- Series de Tipo Hipergeométricas

45.1.- Seaunaserie ;% a,

. . sy - R n+
Def.: Decimos que es Hipergeométrica si cumple que % = % ,
. .

para ciertos valores reales «a, B, y talesque a.n+y #0
y a+pf—-—y+0
En estas condiciones se cumple la siguiente formula

Sn _ anp.(an+p)—ay.y

o donde a+pB —y#0

y si la serie es convergente, lo cual exige que a, — 0, entonces

_ —ay _
S——Mﬁ_y , a+f—y+0

Demostracion: Supongamos que existen los citados valores de modo

n+
que —a;“’l: —Z:llf;, para todo n.
, .

Entonces
a.(a+y)=a;.(a+p)
az.2a+y)= a,.(2a+p)
ay.-Ba+y)= az.(3a+p)
Ani1-(Ma+y)= ay.(n.a+p)

Sumando miembro a miembro obtengo
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Y. (Spe1—a) + a.(a, + 2a3+3a, + -+ n.ayq) =

=a.(a, +2a, +3az +4a, +-+n.a,) +B.5,

y.(Sp +apy1 —aq) + a.(aq + 2a, + 3az +4a4 + -+ n.a,) —
—a.aqtanag— a.Sy+ a.a =

=a.(ay + 2a, + 3a3 + 4a, + -+ n.ay) + .S, . Simplificando

V-(Sntapy —a1) +anap — a.Sy=

= B.S,, dedonde

y—a=p)Sp=v.(an1ta) = anan, = —(r+
a.n).apeq = -

y—a—- p).S, = —(y + a.n).ay4q +y.a, , donde finalmente

S = an+1-((@nty)-v.ay
m at+ -y

Teniendo en cuenta que

Antq _ an+p

= = apip.(@.n+y) =ay.(a.n+p)

an an+y

an.(an+p)-y.aq

la anterior puede quedar asi: S, = Py c.q.d.
- +00 1
45.2.- Calculalasuma} ;2 —
Dos formas:
. . 1 A B
Descompongo en suma de fracciones simples: = —+—
n.(n+1) n  n+l
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Obtengo A=1,B=-1. Obtenemos S=1

1

. . . itping. iD.m+2) _  n(n+l)
Otra forma: Es el tipo Hipergeométrica: 7 = Do =
n n.(n+1)
(n+2)
1 1 1
.(n+0)—=.2 — 1
— — — — nm+1) 2 _ n+1 — 1 _
x=1 =0, y=2. S, = — ==
1 1
n+1
. +00 n! .
45.3. Calcula la suma Y2} DD para x > -1
Convergencia: limy,, ;o ~2% = - lim nﬁix = 1 - Caso dudoso
T __n+1 EERT X _
Por Raabe: lim,,_,; o, n. (1 n+1+x) = lim n. (n+1+x) =x
> 1 - conv
Por tanto
x { <1 -div.

En lo que sigue suponemos x > 1

Veamos si es Hiper.g: (Tratando x como pardmetro-valor constante)

Gnir _ = ML B=1 y=x+1

an x+n+1'’

Observa que, si x > 1 se cumple

n! li n! -
D) M S D)

lim, .o a, = lim
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n 1 1 g
D) lim D) 0. Por tanto puedo utilizar

=lim

1
g = D e
1+1—-(x+1) 1-x x—1

4.6.- Reglade Horner para sumar series
o P  n

4.6.1.- Seaplicaal tipo de series Y1 %, ot
enn

, P(n) polinomio

Sea P(n) =c0 + cl.x + c2.x° + ... + ck.x¥, de grado k
Veamos que puede ser expresado de la forma
PN =ay+a;.n+a,nnn—1)+az.nn—1).(n—2)+ -+
tap.n.(n—1).(n—-2).. (n —(h - 1)) + .

PM=ay+Y¥apn(n—1)..(n— (h—1))
1)

Calculo de los coeficientes a,:  Dando valores a n en la expresion (1)
Pl)=ap+a;, - a;=P(1)—a, (a fijado previamente)
1

P(Z) = Qg + 2a1 + 2.1. a, — ap; = E (P(Z) - (ao + 21 al))

P3)=ag+3a; +3.2.a,+3.2.1.a; -
1
a3 = ;(P(3) - (ao + 3a1 + 3!.a2)

P(4) = Qg + 4a1 + 4.3. a; + 4.3.2. as + 4.3.2.1. a, -
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a, = (P(4) — (ag + 4a; +43.a; + 4. a3)
Ph)y= ap+h.a; +h.(h—1).a,+h.(h—1).(h—2).a3+ -+
+h.(h—1).(h—-2)..2.1.ay, —

an = (P(h) = (ap + hay + h.(h = 1).az + -+ hl.ay_y)

Para lo que sigue tomo esta notacion : A, = i'f) .x™, de modo que
Ay = P(0) = a,

Ay = P(1).x =(ay+ay).x

A, = %.xz =% (ag + 2a; + 2.1.a,).x?2

4y =" 23 =21 (ap+3a; +32.a; +32.1.a5).°

P(4) 1
Ay =" x* =1 (ao+4a;+43.0, +432.05 + 43.2.1.a,). x*

P(h)
Ah = T.xh

:%.(a0+h.a1+h.(h—1).a2+h_(h_1)_(h_2)_a3+,_,+

+h.(h—1).(h—2)..2.1.a;).x"

153



— PR Lk

Ag="2.x* == (ap+ka+k(k—1).a+

+k.(k—1).(k—2).a3 + -+ kl.ag).x*
Si n >k =grado de P(n):

Anzm.x” = %.(a0+n.a1+n.(n—1).a2+n.(n—1).(n—

n!
2).a3+

+n.(n—1)..(n—(m—k))agy +0+0+--+0).x"
Sumamos miembro a miembro
Si(X) =Xh-0An =
=a0.(1+x+§+§+i—‘:+---+%) +

nx‘l’l—l

2 3
tapx I+ +2+ 2k )+

n!

2 4.3x? 4x3 -1)x™2
3.2x 3x +54x +m+n(n 1).x )+

2 242
Tag.x® (14 3! 41 5! nl

+

+

n (h+D.h2x | (h+2).(h+1)..3x2 | nn-1..(n—(h-1)x""
ap.x". (1 + (h+1)! + (h+2)! ot n! )

+

+

154



+
k (k+1D).k..2x = (k+2).(k+1)..3.x2
a.x*. (1+ (k+1)! (k+2)!

n(n-1) ...(n—(k—l)).xn_k)+
n!

+ 0+0+ (parah>k)

Reescribo la anterior
Sn(X) = Xh=04n =

—a0(1+x+ + + + +—)+

n-1

X
+a1x(1+ + + + +(n_1)!)+

nZ
+ay. x2. (1+ + + + +(n2)|)+
+

xn—h
+ap. x". (1+ + + +(nh)')+

+

f et (142454, +(’::;)+

+ 0+0+ (parah >k

Interesa ahora tener en cuenta el desarrollo en serie del €%, que es la
siguiente:

2 3 n
x 1 Xy
1! 2! 3! n!
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Haciendon —» +o en S,(x) , obtengo

S(x) = ag.e* + a;.x.e¥ +a.x%.e¥ + -+ ap.x*.e¥ +0.e¥ +
..+

+ 0.eX 4=

=e*.(apg+ a;.x+a,.x*>+ -+ a.x*), k=grado de P(n)

2
462- SumaS=Yyins .x"

Calculo de los coeficientes:

1
_j!'

+j.G-1D..(—G—2).a-4]

Ph)=ag+h.ay+h.(h—1).a, ++h(h—1)..(h—
(h—l).ah

a.

g) [P(j)_(a0+j.a1+j.(j—1).a2_|_..._|_

donde
an = o [P(h) = (ao + h.ay + h.(h—1).ap + -+
+h(h=1)..(h—(h—2)).ap_4]
0=P0)=ag+0.a;+0.a, +-+0.a, ->ay=0
1=P(l)=ay+1l.a;+0.a,+-+0.ay, ->1=0+a;->a; =1
4=P(2)=ag+2.a; +2.1.a, +0.a3+ -+ 0.a,-->4=2+2.a,
a, =1
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9=P(3)=ag+3.a;+3.2.a,+3.21.a3+0.a, + -+ 0.a, ->
9=34+324+321.a329=94+6.a3> a3 =0

Del mismo modo a, =0 sih > 2
Por tanto S(x) = Z;‘X’On—' XM = e* (x + x?)
Por ejemplo: Si haciendo x =1 nos queda: S = Z+°° L 2.e

Si x = 2 nos queda: S=Z$°°On| 2" =e2.(2+4) = 6.e?

2
NOTA: Puesto que %.20 = %.1 =0, tengo: Y32 — n ;2" =6.e”

4.6.3.- Casos deducibles de ¥+ %, PT(:) x™

w P _
S0 = Bi ooy X"

. P .
Derivando en Z;flfo%).x" , teniendo en cuenta que

;{Z’O%.x" = e*.(ag+ a;.x +az.x?+ -+ ay.x*), tengo

P(n) —
e —— D) a1l = e  (ag+ apx+azx?+ 4 apxt)+

+e*. (ay+2.a;.x+3.a3.x%+ -+ k.ap.x¥"1) =
=e*.(ap+a;.(1+x)+a,x.2+x)+az.x2B+x)+ -+

+agxk L (k+x) = e¥.ag+e*. YK, ap.x" L (h+x)

157



NOTA: Puesto que ay.x.x™! = a, tengo

o P _ _
S(x) = Y32 1(n(nl))' xm = eX YK o a,. (h+x).xM1

Cuando x = 1 tengo:

(00} P j— f—
S=Yy+ 1(n(n1))v ze.(ap+2.ay+3.a,+ -+ (k+1).ay)=

=e.YX_,a,.(1+h), k=grado de P(n)

2_
4.6.4.- Suma S = Yo L2t

n=1 (p_1)

S(x)=e*.Yk_, ap. (h + x).x"1
Calculo de los coeficientes a,: Obtenemos ay =1, a; = —1,

a, =1, az =0, ydel mismomodo a,=0, h>2

Por tanto, haciendo x = 1 tengo: S(1) =e'.Yk_, a,.(h +1).1"71 =
—e.(1-2+43)=2.e

o) n —2n+1 n—-1
L (-1 -

Ejemplo 2: Calculalasuma S=Y}/2
S(x)=e*.YKk_, ap. (h + x).x"1
Calculo de los coeficientes ay, :

PN)=ay+a;.n+an(n—1)+aznn—-1).(n—2) + -

Por otro lado P(n) =n? —2n + 1
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P(O):l-->a0=1, P(l):o-->0: a0+a1_1=1+a1_> a, =
-1

PR)=1->1=ay+a;.2+0az.2.2-1)>1=1-2+
+2.qa,

2.a,=2->a,=1,
PB)=4-->4=qay+a;.3+a,.32+a3.3.21-->
4=1-3+6+6.a3>6.a3=0- a3 =0
y del mismo modo a, =0, si h>3
Por tanto, haciendo x = 3 tengo: S(3) = e3.Y¥_, a.(h +3).3"71 =
=e3.(3371-43°4+53)=(1—-4+15).e3 = 12.¢3

465- S=y+e PO n-2

n=2 o) "

. P .
Derivando dos veces en Y%, %) .x™ , teniendo en cuenta que

+ 00 P(n) xn

n=0 ", = e*.(ap+ a;.x+a.x*+ -+ a.x*), tengo

Derivando:

P()

_xn—l —
— 1)1
] (n-1)!

=e*.(ap+ ap.x+azx?+-+ aqp.x*)+

+e*. (ay+2.a;.x+3.a3.x%+ -+ k.ap.x¥"1) =

=e*.(ap+a;.(1+x)+a,x.2+x)+az.x2B+x)+ -+
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+ax® 1 (k + x))

Derivando otra vez:

P(n) _ K
m.x" 2 =(e*(ap+ ar.x+azx?+ -+ ap.x¥)+

n=2

+e*.(a;+2.a;.x+3.a3.x°++ kap.x¥1))+

+(e*.(a;+2.a5.x+3.a3.x%>+ -+ koagx¥1)+
+e*.(2.a,+3.2.a5.x++ k.(k—1).a,.x*?%))=

Haciendo x = 1:

P(n)
o (n—2)!

=(e.(ap+ a;tay+-+ ag)+

te(ar+2.a,+3. a3+ -+ k.ap))+
t(e.(ag+2.a,+3.a3+ -+ k.ap) +
te.(2.a,+3.2.a3+ -+ k.(k—1).a;)) =

ze.(ay+ ay+a,++ ap)+2.ea +2.a,+3.az+ -+
k.ak)+

te.(2.a,+3.2.a3+ -+ k.(k—1).a,) =
=e.YK jap+t2.eXk_ha,+eYk ,h(h—1).a,
NOTA: Observa que

e-ZZ:oah =e.(aptay) + e-ZZZZ ap
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2.e.¥%_ha,=2.ea +eYK ,2.ha,=
e Yk h(h—1).a,=eYk_,h%a,—e.YK_ h.a,
Entonces
e Yk jap+2.e.¥k_ha,+eYk  h(h—1).a, =
=e.(ap+a)+eY ,a,+2.ea,+eYk 2 hay,+

+e Y htap—e Y hoay =
=e.(ap+3.a;) +e.Yf ,(h*+2h+1).a, —e. Yk _,h.a, =
=e.(ag+3.a1) +e. Xk ,((h + 1)? = h).aj, = ()
Si observamos que:
ap+3.a; = ag.(0+1)2=0) +a;.((1+1)?—1), tengo
(*) = e.Xk=o((h + 1)* = h).ay

+oo 2n3-3n242n+1 5 o

4.6.6.- Calculalasuma S(x) =X )]

Tomo S(x) = ZZS’O%.x” =e*.(ap+ a;.x + az. x% + -+ + 5. x¥)
donde k = grado de P(n)

Caélculo de los coeficientes ay:

P(n)=2n3—-3n%2+2n+1

PN =ayg+a.n+a,nn—1)+aznn—-1).(n—2) + -
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PO)=1->qgy=1,PQ)=2->2=qgp+a;.1=14+0a;-> a1 =1

P2)=9-->9=qp+0a,.2+0a,.2.2-1)->9=1+2+
+2.q,

2.a,=6- a, =3,
P(3)=34-->34= ay+a;.3+a,.32+a3.3.21-->
34=1+3+18+6.a3 >6.a3=12-> a3 =2
y del mismo modo a, =0, sih>3. (P(n)esde grado 3)
Por tanto S(x) = X, Pf:) =eX. (1+x+3.x2+2.x3)

Derivando:

S'(x) = 3+ (Z(’g, X1 = ¥ (1+x+3x2 +2x3) + e*. (1 + 6x +
6x?) =

=e*. (2+ 7x + 9x? + 2x3)
Derivando otra vez:

LX) + 00 P(n) n—-2 _—

=eX. (24 7x +9x?% 4+ 2x3) + e*.(7 + 18x + 6x2) =

=e*.(9 + 25x + 15x2% + 2x3)

Por lo tanto: Z;{Z’z%.x”‘z = e*.(9 + 25x + 15x2 + 2x3)

162



4.6.7.- Calculalasuma S=Y;%

8n+1n[

Tomo S= % e n' ( )” , Yy teniendo en cuenta que ya que a, =0,
escribo

D ANy
2
Tomo S(x) = %.Z;SO % .x™ , y operando como en anteriores obtengo

= Z+°° n X =e* (x +x?)

i 1 1 1 9.8
Haciendo x = =, resulta: S =-= es_(— + _) S — ‘3/5
8 8 8 64 8
2n3-3n2+2n+1
4.6.8.- Calculalasuma S =y o ——="
2" n!

Z+Oo 2n3-3n2+2n+1
2n.n!

Tomo S = -A,, donde Ay=1

2n3-3n?42n+1
Me quedo con S .- Yo, =" 20

-G - A

Calculo de los coeficientes ay,;

P(n)=2n3—-3n%2+2n+1

PN =ay+a,.n+a,,n(n—1)+aznn—1).(n—2) + -
PO)=1-->ay=1, PQ)=2->2=gy+a;.1=1+4+a;, > a; =1

P(2)=9">9=a0+a1.2+a2.2.(2—1)—>9=1+2+
+2.a,

2.a2 =6- a, = 3,
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P(3)=34-->34= ay+a;.3+a,.3.2+a3.3.21-->
34=1+3+18+6.a3 > 6.a3 =12 > a3 =2
y del mismo modo a, =0, sih>3. (P(n)esde grado 3)

Tengo

S(X) =X+, Pgl) m=e* (1+x+3x%+2x3)

Hagox=%—>5(;)—ez (1+ + += ) e%(ﬁ)zg.\/@

Por tanto: S:SG)—A0= ;.\/E— _ 54e-2

1
Calculalasuma Y;2 1 anz_1)?

Descompongo en suma de fracciones simples.

1 _ 1 _ A B, c LD
(4m2-1)2 ~ (2n+1)2.(2n-1)2  2n+1 = (2n+1)2  2n-1  (2n—1)2

0=8.A4+8.C
0=A.(-8+4)+B.4+C.(8—4)+D.4
0=A.(-2)+B.(-49) +C.(-2)+D.4
1=A4.14+B.1+C.(-1)+D.1

Nos lleva al sistema:

C=-A

0=-8A+4B+4.D .
0=-4.B+4.D ">D:B“>ﬁ:2312%{»
1=2A+B+D =2 :
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Por tanto

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=1.GHzt )i (Fra+) -7 (L5434

4 3 4

+i .(1+3i2+5—12+---)= (*) , simplificando

2

*)=_1 (_l) E( R ...):_Z 2
M=—c+(-7)+;-(1+5+=+ PR

—8+4m?2

5= 16
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47 .- Series Potenciales

4.7.1.-

Def.: Llamamos series potenciales a las de la forma »}% a,.x™

. . 1 . n
Def.: Radio de convergencia: R = =, donde L = limg, o Yay,

Recordamos que si existen
L=1lim,,,a, ,y L= llmn_hLOo o, , entonces coinciden.

Puede no existir L = lim,_, a;‘:ll ysiexistir L = lim,_ 4 /@y -

Puesto que es mas facil calcular L = lim,,_, aZ“
n

Si existe éste, es suficiente.

472~ S =yte, 3L yn

n=2 (n4+1)’

. a _ (3.(n+1)2-1).(n+1)! _
L - hmn_)+oo Z:l - llmn—>+00 (3n2_1).(n+2)! -

- lim 3n?+6n+2
n=+0 (3p2_ 1) (n+2)

Por lo tanto R = +c0  (Es convergente para todo valor de x)

Suma: Descompongo en suma de fracciones simples:

3n2-1 _ A n B n C - A.(n+1).n+B.(n+1)+C >
(n+1)! (n-1)!  n!  (n+1)! (n+1)!
3=4
0=A+B -->A=3,B=-3,C=2
-1=B+C
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Entonces

. 3 3 2
Sp(x) = 315 ((n-1)!_ﬁ (n+1)!).x" . Separando en tres sumas
tengo
xh—l x
3. X0y ) = 3.x.(-1+e%)
xh X
—3. 35 = (- (1+ D) +e)
h+1 2
2 T _2(_ X X x
e z=2(n+1)!_x'( (1+1!+ 2!)+e )
Sumando estos reultados resulta:
- —x2 _ 2
S,(x) = 2+§ X 42 3’:’3" .eX (Resultado
comprobado)
4.7.3.- S(x) = Yre n%x"
T Ant1 _ q: (n+1)* _
L= lim, e . = lim,_ 4 o = = 1, caso dudoso
L= lim, ;e VnZ = lim n?™ =1, dudoso también

n-—-+oo
Si tomo el término incluyendo la variable x:

n+1
an+1-X an+1

= L= lim,_, s "

L= lim,, e X=x

ap.x™

|x| <1 - converg
Por lo tanto: < |x| = 1 - dudoso
|x| > 1 - diverg
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Para x dentro del intervalo (-1, 1) hacemos lo siguiente:

Tomo ﬁ=1+x+x2+---+x”+- Yhe xn
- . . . X _
Derivo: (1— YrE n.x™ 1. Multiplico por x: T =
Zn 1. x™
. . 1+x _ n—-1
Derivo otra vez: T YaXnt
x.(1+x) _

Multiplico por X : T = Yt nZ.x™ . Final: ¥ n? x™

x.(14x)
(1-x)3

474- S@) = 545 (5) "

5.0 = T (§) 2

Recordamos que (k) = 202Dy entonces
2 2
Sn(x) = Xk k(kz_l).xk =%.x2 +32;2.x3 + ?.x“ + ot

n.(n—-1)
-

2.5,(x) = 2.x2+6.x3+ 12.x* + - +n.(n—1).x"
1)

2..5,(x) = 2.x3 + 6.x* + 12.x° + -+ n.(n— 1).x" (2
Las resto
(1) -@)=2.1—-x).5K) =
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=2.(x2+2.x3+ 3. x*+ -+ (n—1).x™ —n.(n—1).x"*1
@)

Observa que hemos hecho:
nmh-1)—-n-1).(n-2)=--=2.n—-1)
23—-2=--=22, etcetc,

Multiplico de nuevo por X el resultado anterior:

2.(1—x).x.5,(x) =

=2.(x3+2.x*+ 3.x5+ -+ (n— D.x™D) —n.(n— 1).x"2
4)

Resto
(3) —(4)=2.(1 = x).5,(x) — 2.(1 — x).x.S,(x) =
=2.(1—-x).(1—x).5,(x) = 2.(1 —x)%.5,(x) =
=22+ x3+xt+ -+ xM —n(n—-D.x™M - (n—1).x"1 +
+n.(n—1).x"*2, (Observa que: (n-1)-(n-2) = 1)
Puedo escribir
2.(1-x)%.8,(x) =
=2(0+x)+2. A +x+x?>+x3+x*+-+x")—
—(n—-1.(n+ 1. x™" +n.(n—1).x"*?
2.(1-x)2.8,(x) =
=—2.(1+x) + 2= — (= 1).x™*1 4 n.(n — 1).x"*2
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n.(n-1)
(l)n+2 ’

Ahora tenemos en cuenta que n.(n — 1).x"*? =

y teniendo

.(n-1)

1 , :
en cuenta que |;| > 1, tengo 7;1) — — 0,sin - +oo,ylomismo
X

2
n [—
2 _ n+1l _
(n* = 1).x™" = (l)n+1

X

- 0,sin— +oo

Por tanto, en el limite cuando n -- > +o00 tenemos

2 - 2 _ o 22 _
2.(1—-x)“.Sx) = P 2.(1+x)="-= Y Sx) =
x2
(1-x)3
475- S(x) = Yie n

=1y (x+1).(x+2)..(+n)

n!
x.(x+1).(x+2)...(x+n)

Convergencia: Tomo a,, =

Ans1 _ m+D)x.(x+1).(x+2)...(x+n) _ n+1 .
an  nlx(x+1).(c+2)..(x+n).(x+(n+1))  x+(n+1) > 1,sin - to,
todo x

Por Raabe: lim,,_, ;o 7. (1 — a;l—:) = lim,,_, 4 o0 7. (1 — x+TEZil)) =

"X _ lim * =foy
x+(7l+1) n—-+oo £+n+1
n n

=lim, 00

x > 1 - conveg
Por lo tanto: {x < 1 - diverg
x =1 - dudoso

Sea x > 1, y calculamos la suma:
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+
Inyy - T nos dice gue es hipergeométrica con
an x+(n+1)

x=1, f =1, y=1+x Puestoque a, - 0 puedo utilizar

(Observa que a, = T )
— L _(1+%) 1
—_ ~a1 Y _ x(x+1) _ -1 1 —
S(x) Tt -y 1+1-(14x)  x(l-x)  x(x-1) ( )_x.(x—l)’
x>1

Casox=1 x=1->5=) #'(Tl*'l)

calculada en otro lugar (Suma de los inversos ...)

= yro — — »que ha sido

476.- Sea Yo O yn

n= 1(2 )|
Radio de convergencia: a, = &2
Y o (2n)!
_ Ans1 _ . _ (n+1)? 1
L=lim,  ,— . = —nl_l)r_'l_’loo G = 4,portantoR 4

Converge para todo x tal que |x| < 4

47.7.- Sea Yt % x™

"t
n

1
v lag| =

Radio de convergencia: : a, =

L= lirp % =..=1,portantoR=1 (Convergeen (-1, 1))
n—>+oo n
NOTA: Laserie Y72 & .x™ esel desarrollode y =
In(1+x) .
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478- Sea Y72 (zk1+)1 x 2k

Se trata del desarrollo de y= arcTan(x), que es

3 5 7 k
x x x 400 (1) 2k+1
X——+—=———=4-= g .

Yi=o 2k+1

Radio de convergencia: Aplico D’Alamber incluyendo x

ak+1 | _

. x2.(2k+1)
= = im0 | — | = X2

llIrlk—>+oo | 2k+3

Converge para los valores de X tales que x? < 1,estoes |x| < 1

47.9.- Sea YA%— . x"
R =+o. Eseldesarrollode y=¢*

- k_L1 2k
2.7.10.- Sea Yr&,(—1k. o X

R = +oo. Esel desarrollo de y = cos(x)

+o0 4k _1 2k =1 _ x_z x_4 — e i
Zk:O 1) " (2k)! X =1 2! + 4! + 2r)! £
) k_ 1 2k+1
4.7.11.- Sea Y% (—1Dk. SerrenRE
R = +o0o. Es el desarrollo de y = sen(x)
too ( ayk L 2k —, X% x5 o xP
ZkZO 1) . (2k)! X =X 3! + 5! i (2k+1)! i
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4.7.12.- Sea Yf&ynlx™ =14+ x+2Lx% +3Lx3+ -+ nlx™+ -

R=0.

4.7.13.- Seaz 022 x™ =24+ 22. x4+ 2% x2+ 2523 4+ +
227 x™ 4 .

22(n+1)

—..=4 R=-2

Ant1 _ 1; 1
= lim,_ ;0 o "

L=1im, "

4714- @) Ti2x", b)) LA, o Lins

Para lost res casos: R=1

A4715- 2.x+2.x2+23. 03 +23.x* + 25 x5+ 25.x0 + - +

+22k+1.X2k+1 + 22k+1.x2k+2 4 ... =

= Yo (22kH1 2K+l p2k+1 y2k+2)

Separamos en dos subSucesiones:
S1= Z;ioo 22k+1.X2k+1, S2 = Z 22k+1 x2k+2

Por criterio del cociente:
b. .
L= limy,e| 7| == limy,_, 400 |22. 22| =
n

1 1 1
=4x°, 4x*<1--> x| < 5 S, converge en (_E , E)

b :
ParaS2: L = limy_ ;| ”+1| = = limy_40]22. 22|, Obtenemos

lo mismo de antes.
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1 1
S, es convergente en (—-, -)

400 x™ _ 1
4.7.16.- Al =
Radio de convergencia:
1
P ™ T . n™ _
L= limp e nin = lim m+1D)"(n+1)

WI)—‘

=0->R= +x

=i N S
=lim <n+1 (n::l) > 0.

4.7.17.- Yo pin xn In(n)

, ap=n

Radio de convergencia:
In(n)
L= lim, e +/|n"™| = lim,_ ;e n )

Tomo logaritmos:  In(L) = lim,_ 4 (ln,(ln)

In(n)) =

In(n) ln(n)) —0.0=0

= limn_)+oo (W I
In(L)=0—-L=1. R=1. Convergeen(-1,1)

ln(x)

NOTA: Recordamos lo siguiente: lim,_, ;o —— ke = (%) szo —

1
Aplico la Regla de H’Lopital: (*) =lim,_ ;o (ﬁ) = lim — =
0

En particular: limn_,w,% = = lirp - == 0
n—>+oo n 2
2
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4.7.18.- e

nn

n!
' an =

. 1
El alumno comprobara que L =-

,R=e
i roo @M _ (2!
4.7.19. Pt X W= o
El alumno comprobard que L=4, R=-
4.7.20.- M N
. (n+1).2" . n+1 1
L= limyo(Co) = lim (35) =3,
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Vv Series de Funciones

5.1.-  Series de Funciones
nZ
51.1.- ;flz—n (+2)", ay,= =
2
Hagoy = x + 2, con lo cual tengo la serie de potencias: Y72, ;ln "

Como siempre obtenemos, por criterio del cociente: L = % , R=2

Converge para los valoresde y € (=2,2). y=X+2->x=y-2,

Asii y=-2-x= -4, y=2- x=0.Portanto x €
(—4,0).

] _ 2)2k-1 _ 2
5.1.2. Iy 1k(k+1) (x=3) TS

k
Hagoy =x-3, Zklmy -1

Criterio del cociente al término completo:

2k+1 y2k+1 2
. 3 E . Zky 2
lim e~ | =...= lim = 2.
k—>+00| 2k ka—l | k—)+oo| (k+2) | y
k.(k+1) "
2
292 <1 -yl < \/7_
2 6+/2
x—3< 2 - x < V2
V2 V2 2 2
yl< == lx-3[< -
2 2 A 6—2

—(x—3)<7—>x> —
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6\/_ 6+\/—

Por lo tanto converge para x € (—— > )
—1)n-1 _1\n-1
5.1.3.- re S -, a, = S
Hago y =x—1. Contiar como en el anterior.
(o] (_1)11 2
514- :{zom . n
Actividad para el alumno.
5.1.5.- Realiza las siguientes sumas:
+oo XM too KL
8) Xnz1 R T T (+) , (hagom=n+1)
() =0 Th2 5 = (—x+ T ) = ()
Teniendo en cuenta que Y ;& x— es el desarrollo de In( 1+i)
(**)=—x*+ x.% In (g)
) S = Sh i = -SSR =

== (r+3)+ 3 ()
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5.2.-  Series Telescopicas
5.2.1.-

Def.: Llamamos telescdpicas a las series de la forma

a0y, donde a, = by, — by

Se cumple que Y} a, es convergente precisamente si lo es
la sucesion (by,) .

1

} fo0

522 n=1 (2n+1).(2n_1)
1 1

le - (21’1-1) ) bn+1 - (2n+1) !
_ B 11 _ 2n+1-(2n-1) _ 2
n n+tl1 ™ (on-1) (n+l)  (@n+1).2n-1)  (2n+1).2n-1)

1 1 1 1

Por tanto Cn+).(zn-1) 2 ° ((Zn—l) T (2n+1) )

. Y+ 1 _ 1
Por tanto: )2 G DD — 2 O

1 1 1

Y

(2n-1) 2 (2n+1)

. 1
5.2.3.- 1% In(1 - ;)
Estudiela el alumno

+00 n+2 1
n=1yn (n+1) 2n

5.2.4.-

n+2
n.(n+1) -

Sy L5 4=2B=-1
n n+1
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. 40 _nt2 1 +00 (E_L)i:
Por tanto: N1y = =1\ T )
-(2_1)1 21N 1o (2_1N1, 4 (2_
_(1 2)'2+(2 3)'4+(3 4)'8+ +(n
L) 1_ -
n+1 /' 2n
:(1_l)_|_(l_i)+(i_i)+...+(E_L)_i=
4 4 12 12 32 n n+1/ 2m
-q. 1 1 ; I G
= — o hmn_)m(nﬂ 'zn) 0, por tanto
+00 n+2 i _
n=1, (n+1) 2n
5.3.- Otros casos:
5.3.1.-
+oo NH1 _1 1 _1
Yoz (n+2)!’ "0 ey §= 8
+oo  8n%4n-1 _
n=1p (n+1).(4n2-1) ' §=1+In(4)
4
Mt S=15.¢
+oo 2n+3 Y
n=1p (n+1).(n+3) ’ T 12
o n3+2n+1 S= 20e

n=1 (p_q)y ~’

+00 1
n=1(2n-1).2n+1).(2n+3) ’

Es hipergeométrica con:
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x=2, f=-1 y=5,
que se obtienen descomponiendo en suma de fracciones simples.

+oo 1ltsen(nx)

+oo , Est4 acotada por Y12, = el

n2

pInsy 1 ) limy 400 " = limn—>+oo; =
n= (ln(n))” (In(m))™ In(n)

Por lo tanto es convergente.
Todrboteds a
X2 ( ) , limy 40 ;H = hmn—>+oo( )nH =
n

= (%)0 =1, caso dudoso.

Aplicar otro criterio mas “fuerte”.

Z+4n—1 P
Z;;Sl% .x™ . Esttdiela el alumno.

& (=1, 135-@n73)  Estidiela el alumno.

2nn!

5.4.-  Aproximacion de un valor dado mediante una serie

5.4.1.- Aproxima el valor de e:

1+x+x2+x3+ +xn+ i n+1
= = =+ —.x
11 21 3! n (n+1)!
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Haciendo x = 1 tengo

6
e=1+1+-4-4 -t
2 6 n!  (n+1)!

2]

e , . . .
i €S el término complementario, que sumado, si su valor

fuese conocido, nos daria el valor exacto de e.

En la realidad no es conocido v, si no lo afiadimos cometemos un error.
De lo que se trata es de acotar este error. En este caso

et

(n+1)! < (n+1)!

,yque e<3y 0<6<1

5.4.2.- Aproximacion de los siguientes valores
e% , sen(0,2), In(1,3), In(3),

NOTA: Es oportuno recordar aqui lo que sigue

_ f'(@) fr@ 2 f (@)
fla+h) =f(@)+—~-h+== .h*+-+—=.h"+ R(a,h)
(n+1
R(a,h) = ”mi—“l*)f"’).h"“, 0<c<1

5.4.3.- Aproxima elvalor /9

1
Tomo (1+x)s = (desarrollo...)

5.4.4.- Otros:
Sea a, = n?. (n!)%. (cos(b))3", cy b reales

181



lim,,_, 4o (ay) = nl_i)rpoonz.(n!)%. (cos(h))3" = (*)

n"~\2.mn
Tomamos n! = ———, con lo cual

(*)=
im n2. (cos(b))3"(

.n\/ (2.m)°. (W )C) = (*%)

Teniendo en cuentaque Vn — 1, y que \/(2.m)¢ -
2.m)°=1

ARRR L = Tim_(n?. (cos(b))*". (2)"

nos queda:

+o0, sicos(b) =1

n\ €
(**) - lim (TLZ. (COS(b))3n- (Z) ) =< too, si COS(b) = —1
n—+0o +.0, si|cos(b)| <1

Actividad: Halla lim,_ . Ya,=...=

(cos(b))3. lirll " %3 A (2.mn)e
n—+0oo

3

(cos(b)). lim (. (2. ) =

[

= (cos(b))3.2 . lim (2.m)w.nn? = -
1 n-o+4oo
Continte el alumno.
. ., 1\ ,
5.4.5.- Estudio de la sucesion a,, = (1 + ;) . El nimero e
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1 n+1

n+1
:S_nlarl)t(nql-l).ﬁ+...+ (n-li-l)_(njl)k+...+
n
(n+1)'m
= (1+4) -

2o Qe () =0

Desarrollando los nimeros combinatorios obtengo

. n(n-1)  n(n-1).(n-2) n(n-1)..(n-(n-1)) _
(*) =1+1+ 2l.n2 + 3l.n3 Tt nlnn -
—1+14+ (n-1) n (n—l).(rzl—z) I (n—l)...(n—_(ln—l)) _ (**)
2ln 3ln nln™
Haciendo 2t=1-21, ..  2Fk_q1_k
n n n

9=2+3(1-9 +1(1-3).(1-2) ¢ -+

+%.(1—%).(1—%)...(1—”T‘1)

De forma analoga
s = 23 (1-55) #5175 (17 -+
+-(1-) (1-5) - (-5 +

1 1 1 1
Secumple — < =, porlocual 1 ——> 1 —=, y por tanto
n+1 n n+1 n

a, < a,y; - Conclusion: {a, } es mondtona creciente.
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. , - 1
(Observa que ademas en a,,,; suma el término m)

Veamos que esta acotada:

1 1 1
123 % 122 2 2k y entonces, teniendo en

1
Observa que o=
cuenta ademas que

(1 - é) <1, tenemos:

a, = 2+%.(1—1)+3, (1——) (1——)+ 4

+=(1-2).(1-2) .. (1-2F) <24 45+ 42 <

<2+%+2i2+---+21n. Sumamos la p.g —+ >+ +—
LAl (),
S“=21212 = 2 31 1——, por tanto a, <2+
2
1
(1-5¢) <3

n
La sucesion {(1 + %) } estd acotada. Por tanto tiene limite.

L , v . 1\"
Su limite lo llamamos “nimero €”: e = lim,_, ;e (1 + Z)

5.4.6.- Otros casos

9 o= (102" (1) = (142).(42)' -

l.e=c¢e

B) a,= (1+%)n+h=(1+%)h.(1+%)n—>1h.e=e



C) ap= (1+%)h'n=((1+%)")h—>eh
D) a,= (1+2)*, a>0. lima_>+oo(1+%)a=e

1 1
E) a,= (1+a)a, a>0. limg, o(1+a) = e
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Vi Algunos Teoremas
6.1.- TEOREMA DE Dirichlet para progresiones aritméticas

El teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticases un
resultado de lateoria analitica de numerosdemostrado por el
matematico Dirichlet. Este teorea sobre la distribucion de los nimeros
primos en, fue conjeturado por Gaussy finalmente demostrado
en 1837 por Dirichlet, nombre por el que actualmente se le conoce.

Enunciado:

Sean a y d tales que su méximo comun divisor sea uno (primos entre si),
(Mia: Numeros enteros positivos primos entre si, entonces la progresion
aritmética a, = a + n.d contiene infinitos nimeros primos) entonces
la progresion aritmética a + n.d contiene infinitos nameros primos.

Quiere decir:

Que los nimeros a + n.d forman una progresion aritmética en la que hay
infinitos nimeros primos congruentes (con a ) mddulo d (Mia: Existen,
en esa sucesion, infinitos nimeros primos que son congruentes (con ay
entre si) modulo d) .

Por ejemplo, el teorema asegura que hay una cantidad infinita de
ndmeros primos que terminan en 7, ya que los nimeros que terminan en
7 forman una progresion aritmética (7, 17, 27, 37, ...), es decir, es una
sucesion de numeros de la formaa + n.dcona = 7 yd = 10, siendo
estos primos entre si.

Demostracion:

La demostracion del teorema utiliza las propiedades de ciertas funciones
multiplicativas (conocidas como funciones — L de Dirichlet) y varios
resultados sobre aritmética de nimeros complejos y es suficientemente
compleja como para que algunos textos clasicos de teoria de nimeros
decidan excluirla de su repertorio de demostraciones.

NOTA: La demostracion la tenemos en un pdf llamado ap-
Dirichlet.pdf, en la carpeta OS(C:)>User>Alejo>Documents (No
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permite pasarlo como documento.doc, ni interesa de momento).
Estudiarla en su version pdf.

6.2.- Pequefio Teorema de Fermat

El pequefio teorema de Fermat es uno de los teoremas clésicos de teoria
de numeros relacionado con la divisibilidad. Se formula de la siguiente
manera:

Si p es un nimero primo, entonces, para cada nimero natural a, con a >
0, a®=a(mod p)

Sin embargo, el teorema suele ser presentado de esta otra forma:
a”' = 1 (mdd p)
Demostracion (Condicion necesaria para que p sea primo):

La prueba original de Euler (y Leibniz) es sencilla, en términos de
comprension légica, ya que sélo utiliza métodos elementales que una
persona con nociones basicas de algebra puede entender.

Su demostracion se basa en el principio de induccién, que consiste en
demostrar que: “Si cierta propiedad P de los numeros naturales se
cumple para n y también se cumple para n + 1, entonces se cumple para
todo n”.

Es fécil ver que si se cumple para n, y para n + 1, también se cumple
paran+ 2, n+ 3, etc. ya que, llamando como n; an + 1, se cumple
para ny y n;+1, por tanto, para n, n+1y n+2, y asi sucesivamente.

Para la demostracion también se utiliza la propiedad de que: “Si p es

un numero primo, entonces el coeficiente binomial (i) es divisible

por p, para todo k, tal que 1 < k < p. Esto es asi puesto que
el coeficiente binomial se define como:

(Z) - k!.(::!—k)!
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Donde el signo ! corresponde al factorial de un nimero, que indica la
multiplicacion de todos los nimeros naturales menores o iguales a dicho
namero, por ejemplo, p! = p-(p-1)-(p-2)-...-2-1.

Puesto que en el denominador, los factoriales son valores enteros
menores que p, estos factores no pueden coincidir con p ni dividir al
namero primo p del numerador, de modo que el resultado es multiplo de
p.

NOTA: Observemos que n° = n (mod.p) « nP —n = 0 (mdd.p), es
decir n° —nes divisible por p.

Dicho esto, la demostracion consiste en los siguientes pasos:
Supongamos que

- Utilizamos el binomio de Newton para expandir la potencia

0o =) s (Qrts Qoo

+(p£1)n+ (g):

ey e LS S AR LR
1.p! 1.(p—-1)! (p—-1)11

— D p—1 p! p-2 4 ... =
n’ +p.n +2L(p_2)!.n +--+pn+1

(Resto n y sumo n al miembro derecha)

=(mP —n)+p.nPt+ 2!.(5!_2)!.111"‘2 +-+pn+(n+1)
de donde
(M+2P-(+1) =@ —n) +p.nP " + L~ (S’_z),.n?’-z +oet

+p.n
- Agrupando factores ypreordenando la identidad:
- Por hipétesis, hemos supuesto que n® - n es divisible por p, y dado
que todos los términos del sumatorio del miembro de la derecha
son divisibles por p, tenemos que p divide a (n + 1)° - (n + 1).
- Ahora bien, 1° - 1 es divisible por p, por lo tanto 2° - 2 también
es divisible por p, y asi sucesivamente.
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6.3.- Test de primalidad:

El pequefio teorema de Fermat da una condicion necesaria para que un
namero p sea primo. ES necesario que, para todo nimero natural
amenor que p, a"* - 1 sea divisible por p, o sea, que

a”* sea congruente con uno médulo p (en notacién moderna como

a”" =1 (mod p)).

Este principio es la base del test de primalidad de Fermat. Este test, al
que asumimos una entradan, consiste en ir probando quea™ = 1
(mod n) para una serie de valores de a, tales que sean menores que n.
Si nes primo, entonces la congruencia se cumplira siempre (condicion
necesaria del teorema) mientras que si n es compuesto, la congruencia
puede no cumplirse. Si para algin valor de a (menor que n) no se
cumple la congruencia, entonces n es compuesto. Una descripcion de
este test de forma general, en forma de algoritmo escrito
en pseudocaddigo, podria ser la siguiente.

Algoritmo Test de primalidad de Fermat.

Entrada: Un nimero natural n > 1, el nimero k de veces que se ejecuta
el test y nos determina la fiabilidad del mismo.

Salida: COMPUESTO si n es compuesto y POSIBLE PRIMO si n es un
posible primo.

1. Para j desde 1 hasta k haga lo siguiente:
1. Generamos un nimero entero aleatorio, a,
comprendidoentre 1 y n-1

2. Sia™ 1 /= 1 (mdd. n) entonces:
Retornara COMPUESTO, en otro caso
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Retornara POSIBLE PRIMO

Mi NOTA: El valor de k determina la fiabilidad del resultado. Es el
namero de veces que toma un valor aleatorio a, entre 1y (n-1), y hace la
prueba.

Lo ideal seria un algoritmo que me garantice si p no es primo. Propongo
el siguiente pseudocddigo:

Dado p, si para algin enteroa, 1 < a < (p — 1), se cumple que
aP~! /= 1 (mod. p),
entonces p no es primo. En otro caso es posible primo y haciendo el

cociente p:ay comprobando si el resultado es o0 no entero, podemos
garantizar si p es primo.

Sobre Criptografia asimétrica

La criptografia con clave publica corresponde a un codigo que se agrega
para asegurar la confidencialidad de los mensajes con la ayuda de
dos claves criptogréaficas. Una, que permite cifrar el mensaje, es publica.
La otra, que tiene como objetivo el descifrado, es privada.

Una importante familia de cdédigos asimétricos utiliza la tecnologia
Ilamada RSA. La clave secreta estd determinada por la descomposicion
de un nimero entero grande, a menudo de varias centenas de cifras. Este
tiene dos factores primos. Lo esencial de las técnicas industriales de
principios del siglo XXI se basa en el pequefio teorema de Fermat para
generar grandes numeros primos o para comprobar la primalidad de un
namero.

6.4.- Generalizacion del T. de Fermat:
A)

Una pequefia generalizacion del teorema, que se sigue de él, dice lo
siguiente: “Si p es primo y m y n son enteros positivos tales que
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m =n (mod p-1), entonces a™ = a" (mod p) para todos los enteros a .

Expresado asi, el teorema se utiliza para justificar el método de
cifrado de clave publica RSA.
B)

El pequefio teorema de Fermat se puede generalizar mediante el teorema
de Euler; para cualquier modulo ny cualquier entero a coprimo con n,
se tiene:

a®™-1 =1 (méd.n)
donde @(n) es la funcion ¢ ( fi ) de Euler que cuenta el numero de

enteros entre 1 y n coprimos con n. Esta es de hecho una generalizacion,
ya que si n = p es un nimero primo, entonces @(p) = p - 1.

Aun asi, todavia se puede generalizar mas, como asi se muestra en
el teorema de Carmichael. Como antes, para cualquier médulony
cualquier entero a coprimo con n, se tiene:

a*™-1 =1 (mbd.n)
donde ahora A(n) es la funcién de Carmichael (A lambda).
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La Sucesion de Fibonacci en la Naturaleza

Parece ser que la sucesion de Fibonacci esta estrechamente emparentada
con la naturaleza. Algunos aseguran que Leonardo encontro estos
nameros cuando estudiaba el crecimiento de las poblaciones de conejos,
y es muy posible que asi sea.

Reconozco que la primer vez que encontré un texto que relacionaba la
citada sucesion con la cria de conejos me dejo6 perplejo, porque no
explicaba con claridad cdmo comenzaba ese proceso, ya que decia algo
asi: “... el primero engendra uno, este engendra dos, cada uno engendra
otros dos, ... “. Pero no quedaba muy claro que se cumpliese la
construccion de la sucesion de Fibonacci.

Posteriormente encontré que algo asi como: “... la primer pareja
engendra ...y aqui la duda, engendra un conejo macho, 6 una hembra,
0 una pareja macho y hembra”. No lo dejaban claro.

Maés tarde, gracias a otras referencias que aludian a estos hechos, llegué
a la siguiente conclusion, confirmada en otros textos consultados
después.

De ser cierto el asunto de los conejos, es decir, que Leonardo de Pisa
pasase algunos de sus ratos libres criando conejos, parece que en lo que
hemos de fijarnos es en el nimero de parejas engendradas y no en el
total de parejas ni en el total de conejos. Otro detalle importante a tener
en cuenta es que solo las dos generaciones mas jovenes tienen capacidad
para engendrar.

Ocurriria asi: “El primer mes compr6 una pareja de conejos (de sexos
opuestos), y al final del segundo mes aquella habia engendrado otra
pareja. Al final del tercer mes cada una de las anteriores habia
engendrado otra pareja, por tanto dos parejas engendradas, tres parejas
con capacidad de engendrar. Al final del cuarto mes se han engendrado
tres nuevas parejas, y asi tiene cinco parejas con capacidad de
engendrar.
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Para ilustrarlo graficamente represento por O una pareja: hembray
macho. Entonces lo que trato de explicar queda representado en el
siguiente grafico:

MUmero mes MlUmero pares
1
5 ﬂO 1
a0 1
3 |

00 00 2=1+1

4 / I
o 90 Q0 3=1+2
g 5=2+3
4]

] a Q0 Q Q o0 o0 0 8=3+5

y continuaria de la misma forma.
ADEMAS:
Otro hecho que los especialista han constatado es el siguiente:

Las ramas y las hojas de las plantas son mas 0 menos eficientes para
atrapar el maximo de luz solar posible de acuerdo a la forma en que se
distribuyen alrededor del tallo. Si miras un poco en tu jardin, veras que
no hay plantas en que las hojas se encuentren una justo en la vertical de
la otra. En general, las hojas nacen siguiendo una espiral alrededor del
tallo. Fijemos nuestra atencidn en una hoja de la base del tallo y
asignémosle el nimero cero. Luego, contemos cuéntas hojas hay en el
tallo hasta encontrarnos directamente sobre la hoja “cero”. Veremos que
en la mayoria de las plantas este nimero pertenece la sucesion de
Fibonacci. Ademas, si contamos cuéntas vueltas dimos antes de obtener
la superposicion de las hojas, nuevamente se obtiene un nimero de la
sucesion de Fibonacci. (Esto dicen los especialistas en el tema).
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VIl De Geometria

7.1.- Cambio de Sistema de referencia en el Plano

Cambio de Sistema de referencia (s.d.r.) de S (O; {el, e2}) a S’ (O;
{ul, u2}). Llamo B = {el,e2} y B’ = {ul, u2}, que consideramos
ortonormales, estando relacionadas mediante

ul =allel +al2.e2
u2 =a2l.el +a22.e2

Sea un punto P representado en las dos referencias.

Y P,y
% . Pz y)
ez X'
u? ul
hY:
a \ el X

OP =x.el +y.e2
OP=x".ul +y’.u2
Tengo:
xel tye2=xul +y.u2=
=x".(all.el +al2.e2)+y’.(a2l.el +a22.e2)=
=(x’.all +y’.a2l).el +(x’.al2 +y’.a22).e2 -->

{x = x.all + y'.a21
y = x.al2 + y’.a22

o bien, matricialmente:
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all a12)

(59 = 63 (01 g2

Giro del s.d.r.:

Realizo el giro G con centro en O y amplitud g, de tal forma que el eje
Ox pasa a Ox’, el eje Oy pasa a Oy’.

Plx.y])
% Plx y]
ezl * X
uz ul
Ry
o \ 21 x

OP =x.el +y.e2
OP=x".ul +y’.u2
Sean las expresiones de la base B’ en la base B:

ul=allel +al2.e?

u2 =a2l.el +a22.e2
x’=0P *ul =(x.el +y.e2)*(all.el +al2.e2)=allx+al2y
y’=0P *u2 =(x.el +y.e2) * (a2l.el +a22.e2)=a2l.x+a22.y
Es decir, matricialmente

oy = (A1 412) (), obien ()= (411 912)7 (%)

Por otro lado
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all= ul*el= cos(g)
al2 =ul *e2 = sen(Q)
Por tanto: ul = cos(g).el + sen(g).e2
a2l =u2*el=-sen(g)
a22 = u2 * e2 = cos(g)
Por tanto: u2 = -sen(g).el + cos(g).e2
Volviendo a (1) tengo

{x’ = cos(g).x + sen(g).y

y' = —sen(g).x + cos(g).y

Matricialmente:
"\ _ 9) 9)
()= (Soonta) voniy ) G)

1)

7.2.- Giroenel plano

Vamos a ver como ocurre en el cado del giro con centro en O en el
que la imagen de P(x,y) es P’(x’,y’)

En este caso el sistema de referencia queda fijo.

OP =x.el +y.e2
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OP’=x’el +y’.e2
x=0P *el =cos(t), Yy=sen(t)
x” = 0P’ * el = cos(t + g) = cos(t).cos(g) — sen(t).sen(g) =
=c0s(g).x -sen(g).y
y’ =sen(t + g) = sen(t).cos(g) + cos(t).sen(g) =
= cos(g).y + sen(g).x

{x’ = cos(g).x —sen(g).y
y' =sen(g).x + cos(g).y

Matricialmente:
"\ _ (g) —sen(g)
()= (entey ~coste) } )
(2

Observa que esta matriz es la traspuesta (también inversa) de la
obtenida en el cambio de sistema de referencia, matriz (1)

Otra forma:

Giro del s.d.r. :

Observando la siguiente figura quedan justificada la relacion entre las
coordenadas (X, y), (x’,y’) de un punto P del plano.

Giro en sentido contrario a las agujas del reloj.

Plx.y')

i Plry]
ol ;Wﬂ % =x.cos(y) - y'senfy)
e ' ¥ =x'sen(g) +y cosfg)
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Expresado en forma de matriz (vector fila)

cos(g) sen(g)) 3)

(x,y)=(’, y’)'<—sen(g) cos(g)

Haciendo las traspuestas
(X) _ (cos(g) - Sen(g)> (x’)
v/}~ \sen(g) cos(g)/ \y'

Teniendo en cuenta que la inversa de la matriz coincide con la
traspuesta nos queda

(i D6

Observa que coincide con (1). Esto es asi porque también aqui lo que
realmente hacemos es un cambio de sistema de referencia.

Traslacion mas giro:

Plx.y')
) Plxy)
! i "*Lﬂ’ﬁi" ¥ = x.cos(y) - v 'sen(g)
. i I}' v =x'senfg) +y cosfg)
A EAUE
'--Dnl‘\' X

Al giro mostrado en la figura la traslacion afiade la suma del vector que
traslada el origen O al origen O’: OO’ =(a, b)
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B, ¥
LRI,y
Blx't,y)
¥
- Ez 1
uZkt w1 * x =g +x.cos(g) - y'senfg)
il ¥ = b +x'senfg) #y 'cosfy)
//ﬂﬂ" | =1 x
o x 00" =ael + bel --= o, b)

Tengo

cos(g) Sen(g))

(X, Y) = (a, b) + (X,a y,)'(_sen(g) Cos(g)

O bien

., . (cos(g) sen(g)
xX-ay-b=(",y )'(—sen(g) COS(Q))

y multiplicando por la derecha con la inversa

cos(g) —sen(g)\_ ., ,
(x—a,y-b). (sen(g) cos(g)) =0 y7)

0 bien tomando las traspuestas
(x’) _ (cos(g) sen(g)) (x - a)
y') " \=sen(g) cos(g)/ " \y —b

que es similar a la (4).

®)

Giro: Caso de otra posicion relativa:
El giro g se hace en el sentido de las agujas del reloj.
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y' P(x,y)
\ ' '
\ u2 i Sl A
- \ -
e2 // Y s
g _ ¢ ~3d3 ~ el

P s

i da*, g
g / 5 ¢ lo tomo en su valor

al g> d2_- absoluto
- \ . K
Og'/ ul x*
X = dl + 42 x = x'.cos(g) *y'.sen(q)
y = d3 - d4 Yy = y'.cos(g)-x"'.sen(g)

cos(g) — Sen(g)>

x,y) =, y’).( sen(g) cos(g)

cos(g) Sen(g)>

x’,y)=(x, y)'(—sen(g) cos(g)

Giro expresado mediante los cosenos directores
Giro en sentido contrario a las agujas del reloj.

Me propongo expresarlo en funcién de los cosenos directores:
cos(gl), cos(g2) de la recta ox’ conforme se muestra en la siguiente
figura.

¥
¥
' Pix.¥)
] "
u? a2 L | B .
- 4 -
- -
g L~ ._a-’. ul
S N
_H‘\,‘\// ' a2 = K:.ﬂl{q’il'}':.tﬁtlg?l
\F , ¥ = x'.comigli+ty’ . comigl)
f L
@ al e
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Teniendo en cuenta que sen(gl) = cos(90-gl) = cos(g2) nos queda

{x = x'.cos(gl) — y'.cos(g2)
y = x'.cos(g2) + y'.cos(g1)

donde cos(gl), cos(g2) son los cosenos directores de la recta Ox’
respecto del sistema de referencia S inicial.

Matricialmente

()= (0, y) (9D sl

—cos(g2) cos(gl)
Realizacion préactica: Datos:

-Sistema de partida S = {O; ox, oy}, ortonormal y con la base
canonica de vectores

B={el=(1,0);e2=(0,1)}

-Sistema destino S’ = {O; ox’, oy’}, ortonormal, que puede estar
relacionado con el primero de tres formas posibles:

a) Conocemos la base B’ = {ul, u2} asociada con S’ es ortonormal y
gue viene dada por

(G2

b) Conocemos la ecuacion de la recta ox’ respecto del sistema S

cll.el + cl2.e2
c2l.el + c22.e2

¢) Conocemos el angulo g que forma el eje ox’ con el eje ox.

Resolucion:
Caso a:
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g
el
uz ul x'
g
O

cos(gl) = c11
{cos(gZ) = sen(gl) =Vv1—c11?

cos(g) =el*ul =cll -->

Caso b:
Sea ox’: ax+hy =0

Obtengo un vector director: x = b,y = -a
cos(g) = el*w = T
cos(gl) = ﬁ

b2
cos(g2) = sen(gl) = /1 — =

Observa: cos(g2) = \/ﬁ

Caso c:
En este caso lo tenemos muy sencillo

{cos(gl) = cos(g)
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7.3.- Giroen el espacio ligado a un plano

¥

OP =x.el + y.e2
OP=x’.ul +y’.u2

X’ =O0P *ul =(x.el + y.e2) *ul = x.(el*ul) +y.(e2*ul) =
= €0s(g).x + cos(pi/2 + g).y = cos(g).x - sen(g).y

y’ =PO *u2 = (x.el + y.e2) * u2 =x.(el*u2) + y.(e2*u2) =
= cos(pi/2 — g).x + cos(g).y = sen(g).x + cos(Q).y

Por tanto, matricialmente
\ _ (g) —sen(g)
()= (oontey ~conta ) &)
(6)

Observa que coincide con el resultado (2)

7.4.- En el Espacio: Cambio de Sistema de referencia
Introduccion

Datos:
-Sistema de partida S = {O; ox, oy, 0z}, ortonormal y con la base
canonica
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B ={el=(1,0,0);e2=(0,1,0); e3=(0,0,1)}

-Sistema destino S’ = {O; 0x’, oy’, 0z’ }, ortonormal, del que
conocemos su relacion con el sistema S de alguna de las siguientes
formas:

a) Conocemos la base B’ = {ul, u2, u3} asociada con S’,
ortonormal, dada por

ul cll.el + cl12.e2 + c13.e3
u2 = c2l.el + c22.e2 + c23.e3
u3 = c31l.el + c32.e2+ c33.e3

b) Conocemos la expresion del plano x’Oy’ respecto del sistema S
Caso a)

z PXY.Z)

OP =x.el +y.e2+z.e3

OP=X.wul+Y.u2+2Zu3

Entonces
xel+ye2+zed3=Xul+Y.u2+Zud=

=X.(cll.el + cl2.e2 +cl13.e3) +Y.(c21l.el + c22.e2 +
c23.e3) +Z.(c31.el + c32.e2+ c33.e3) =
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=(X.cll+Y.c21 + Z.c31).el + (X.c12 + Y.c22 + Z.c32).e2 +

+ (X.c13 +Y.c23 + Z.c33).e3, Yy por tanto

y= Xcl2 + Y.c22 + Z.c32

{x = X.cl1l1l + Y.c21 + Z.c31
z= X.c13 + Y.c23 + Z.c33

y matricialmente

cll cl12 c13
Xy, 2)= (XY, 2).| c21 22 23

c31 c32 ¢33
1)
c1l 12 13\ !
XY, ) =(x,¥,2) .| c21 ¢22 23
c31 ¢32 ¢33
(2)

Caso b):

Cambio de s.d.r. mediante un giro G compuesto por tres giros
Deseamos pasar del Sistema S(O; x,y, z) al Sistema S’(O; x’,y’,2’)
Sea OX la recta comun a los planos de coordenadas xOy, x’Oy’.

Sea m: ax + by + cz=0 el plano x’Oy’ expresado en el sistema S.

Girogl: Ejede giro el eje Oz, angulo de giro g1 por el que el eje Ox
pasa a la recta OX.

Obtendré cos(gl):
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El eje ox pasa a la recta OX , pasando asi al nuevo sistema de ejes (O;
X1, Y1, 0Z1). El plano X10Y1 es ortogonal con Oz, por serlo con
0Z1.

Calculamos la recta OX interseccion de los dos planos xOy, x’Oy’
(xQy es el plano z = 0, por lo que OX esta en z = 0).

Para la recta OX tengo

ax+by+cz=0__>{ax+by=0
z=0 z=0

OoX: {

Obtengo vector director de OX haciendo:

X=b-->y=-a-->pl(b, -3 0)
x=0-->y=0-->p2(0,0,0),y obtengo

v=(b, -a, 0), enlabase B(el, €2, €3), y sumddulo |v|=Va? + b?
Un vector director de Ox es el

El producto escalar v*el = |v|. cos(gl) = Va? + b? . cos(gl)

y por otro lado v*el=b, portanto b =+va? + b? . cos(gl), de donde
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b
cos(0h) = e
Resumen: cos(gl) = D

va?+b?

Giro g2: Eje de giro es larecta OX , que es el eje OX1 del sistema de
ejes (O; X1, Y1, Z1) , y angulo g2 de modo que el eje Oz pasa a
coincidir con el eje Oz’, resultando el nuevo sistema de ejes (O; X2,
Y2, Z2), donde OX2 coincide con OX1 y OZ2 coincide con Oz’.

Obtendré cos(g2):
El eje Oz pasa al eje Oz’, el eje OY1 pasa al eje OY2.

Puesto que OX1 queda fijo, los nuevos ejes 0OZ2 y OY2 son ortogonales
con OX1, es decir yacen sobre el plano ortogonal con OX.

X X1X2

Por otro lado, puesto que OZ2 coincide con Oz’, el eje OY2 esta sobre
el plano x’Oy’, 'y por tanto es la recta comdn a los planos X10Y1,
x’Oy’.

Necesito el vector director w de la recta Oz’ expresado en la base B(el,
e2, e3). El eje Oz’ es ortogonal con el plano x’0Oy’ : ax + by +¢cz=0, y
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por tanto nos vale el vector w = (a, b, ¢), en la base B(el, €2, €3). Su
médulo es

i =VaZ + b2+ ¢
Producto escalar w*e3 = |w|.|e3|.cos(g2) = Va? + b% + c? . cos(g2)

Por otro lado w*e3 =c, y por tanto ¢ =+va? + b% + c? . cos(g2)

c

de donde cos(92) = ===

. _ c
Resumen: €08(02) = =———;

Giro g3: Eje de giro esel eje OZ2 (0z’) y angulo g3 de modo que la

recta OX pase al eje Ox’, y necesariamente la recta OY2 pasa al eje Oy’.

Obtendré cos(g3):

PR
#2223 P2
¥y ¥3
<43 Y1 Y2
-
Y
=]
¥
S
g3 = X3
X X1X2

El angulo g3 es el que forman la recta OX con la recta ox’, que son
conocidas ya que OX es la interseccion de los planos xOy, x’Oy’ y fue
calculada al obtener g1, la segunda es el eje ox’ del nuevo sistema de
referencia.

Volviendo atras:

Plano x’0Oy’: ax +by +cz=0, recta OX: {ax l_ Ey0= 0
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Vimos que el vector director de OX es v = (b, -a, 0), expresado en la
p _ 1

base B(el, €2, €3), y sumodulo |v| = T

Un vector director de Ox” es ul expresado en B(el, €2, e3).

Sea ul = cll.el + cl12.e2 + c13.e3, cuyo mddulo es

-1
ul]= Vcil12+c122+c132

Teniendo en cuenta el producto escolar v*ul = |v|.|ul|. cos(g3) =

1 1
" VaZ+b? ' Jel12+c122+c132

. €0s(g3)

Por otro lado sabemos que v*ul = b.c1l—a.c12, y por tanto

1
VaZ+b? " Vec11?2+c122+c¢132

.cos(g3) = b.c11 —a.cl2, dedonde

COS( 3) _ b.c11-a.c12
g Va2+b? \c112+c122+c132

COS( 3) _ b.c11 -a.c12
g VaZ+b? Vc112+c122+¢132

Resumen:

Entonces, el giro G que deseamos realizar es el resultado de la
composicidn de los tres giros anteriores (operando de derecha a
izquierda):

Si operamos por columnas: G =03.02.01
Conocidos los tres angulos tomamos las matrices de transformacion
obtenidas en el punto 4.3:

Obteniendo las nuevas coordenadas (x’, y’, z’) en funcion de las
originales (X, Yy, 2).

Continuamos:



Giro g1: Matricialmente (vector columna)

x1 cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
<y1> = (—sen(gl) cos(g1) 0)-(3’) 1)
z1 0 0 1/ *Zz
Giro g2: Matricialmente (vector columna)

x2 1 0 0 x1
<y2> = < 0 cos(g2) sen(gZ)).(yl)
z2 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

Realizando g1 y a continuacién g2 tengo

x2 1 0 0
<y2>: ( 0 cos(g2) sen(g2) )
z2 0 —sen(g2) cos(g2)

cos(gl) sen(gl) O x
(—Sen(gl) cos(gl) 0)--(3’)

0 0 1 z
Giro g3: Matricialmente
x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
<y'>=<—sen(g3) cos(g3) 0)-(3/2)
z 0 0 1 z2
(Comprobadas)

Como en 4.3, realizamos la composicion de los tres giros:

x' cos(g3) sen(g3) 0 x2
(y’) = <—sen(g3) cos(g3) 0)- (yZ) =
z' 0 0 1 z2
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cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0 x1
= (—sen(gS) cos(g3) 0)- <0 cos(g2) 53”(92)>. (yl)
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2) z1
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0
= (—sen(g3) cos(g3) 0>. <0 cos(g2) sen(g2)>,
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
-(—sen(gl) cos(g1) 0)-(3’)
0 0 1 Z
Productos: g3*g2*gl =
cos(g3) sen(g3) 0 1 0 0
(—sen(g3) cos(g3) 0) < 0 cos(g2)  sen(g2) >
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) O
. (—sen(gl) cos(gl) 0) =
0 0 1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
= —sen(g3) cos(g3) cos(g2) cos(g3)sen(g2) |.
0 — sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) 0
. (—sen(gl) cos(gl) 0 > =
0 0 1
Col. 1 Col. 2 Col. 3
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cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
| sen(g3)sen(g2)
I —sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(gl) + cos(g3) cos(g2) cos(gl)
\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(gl) — sen(g2) cos(gl) cos(g2)

Entonces

cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(g1l) + cos(g3) cos(g2) cos(gl)
cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1l) — sen(g2) cos(gl) cos(g2)

()

(/ separa elementos dentro de la fila)

Primer col. Segunda col. Tercer col.
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