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1.1.- Potencias de una matriz cuadrada
Potencia: A"=A....(n veces... .A

Se cumplen las mismas propiedades que en las potencias de
nUmeros.

También (A" = A™....(nveces ....A = (A... (nveces ....A)" =
(A", que expresaremos A™

(A-l)n - A-n
Radical:

Definicion: Definimos la matriz A" como aquella

matriz que siendo del mismo orden que A satisface la igualdad

(Alln)n — A
Ejemplo:

Dada A = (é 2) halla A2

s (1 Y= 2 4 D=(2 2y

1= a®+bc
¢ e - fiat
1=cb+d?

Resolviendo, no sin esfuerzo, hemos obtenido el siguiente
conjunto de matrices que lo cumplen

G OGO (e 2)
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Matriz Periddica:

Llamamos ‘Matriz periodica’ a aquellas matrices cuadradas A tal
que

A" = A para algin entero positivo n
Decimos que n es su periodo.

Matriz ldempotente:

Llamamos asi a aquellas matrices cuadradas A tal que A=A,y
por tanto que su periodo es 1.

Matriz Nilpotente:
Llamamos asi a aquellas matrices A tal que

A" = 0 para algln entero positivo n

Matriz Involutiva:
Llamamos asi a aquellas matrices A tal que AZ=|

. . 0 . - -1
Si A es involutiva, su ‘inversa’ coincide con A: A" =A

Matriz Ortogonal:
Llamamos Ortogonal a aquella matriz cuadrada y regular ( det(A)
<>0)talque A'=A*

es decir, que su ‘traspuesta’ coincide con su ‘inversa’. (La
traspuesta también la expresamos como A’)

Consecuencia: A'A =1
Ejemplo: Sea A= (a b
cd

teniendo en cuenta que A’.A = I, tenemos

) que suponemos ortogonal. Entonces,

16
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a’+c?=1
acy (a by_(1 0\ )ab+cd=0_
(b d)'(c d)‘(o 1) P Vbatde=0""
b*+d* =1
a’ +c? =
ab+cd=0
b*+d* =1

Se puede comprobar que, en todos los casos, si A es ortogonal, y
por tanto A’. A =1, se cumple:

-La suma de los cuadrados de los elementos de una fila, o
de una columna, es 1

-La suma de los productos de una fila, o columna, por los
correspondientes de otra fila, o columna, es cero.

1.2.- Polinomios de Matrices:
La matriz A siempre sera ‘matriz cuadrada’

Dada una matriz A podemos considerar un polinomio p(x) en el
que ahora cambiamos x por A

p(A) =a0.l + al. A+ a2. A’ + ... + an.A"

Podemos descomponerlo en factores de la misma forma que el
polinomio p(x), incluso aplicando la Regla de Ruffini.

Ejemplos:

a) El polinomio p(x) = x* +3x -4 descompone
p(x) = (x-1).(x+4)

17
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Del mismo modo p(A) = A +3.A -4.1 descompone
P(A) = (A-1).(A+4.1)

Un caso que hemos de tener en cuenta es
A®— 1 = (A-1).(A*+A+]), y en general
A" 1= (A-D.(A"+A™ + L+ A+])

b) Ecuacion p(A) =0, (matriz cero), donde A es de orden
2X2

A+3A-41=0, donde A= (“ b

=€ a6 D=6 o

Después de calculos laboriosos llegamos a que admite las
siguientes soluciones:

D) G DG )

(2 )
4—-a?-3a
> —(a+3)

1.3.- Ecuacion Caracteristica de una matriz A cuadrada.
Teorema de Hamilton-Cayley

) es la incognita

Siempre se tratard de una matriz cuadrada

Dada A podemos asociarle la matriz A-x.l y su determinante
det(A-x.1)

Definicion:

18
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Tenemos asi el polinomio p(x) = |A — x.I| que llamamos
‘Polinomio caracteristico’ de A.

Se puede demostrar (Teorema de Cayley-Hamilton) que la
matriz A satisface la ecuacion
p(A) =0, donde p(x) =4 — x.1|

No lo demostramos, por no ser objetivo de este trabajo
(Puede verse una demostracion en Algebra y Geometria
Analitica, de Francisco Granero Rodriguez, p. 129)

Ejemplos:
_(1 2
1-SeaA= (3 4)
P9 =14 —x.11= |3 " 2| = @x0.45) - 6= -5x 2,
Comprueba (es facil) que A satisfice la ecuacion

A25A-21=0

Observacién: Si A es cualquiera de orden 2
_(a b . . .
A= (C d)’ su polinomio caracteristico
p(x) = (a-x).(d-x)-bc

p(x) = x* —(a + d).x + (ad - bc)
a + d lo llamamos ‘traza’, ad - bc es det(A)
2.- Sea A de orden 3
all al2 al3
g

a2l a22 a23>, y su polinomio
a31 a32 a33

caracteristico es

19
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all —x al2 al3
p(x)=|A—x.I| = |a21 a22—x a23|=
a3l a32 a33—x
= [ g1 ]=........ =

llegamos a laforma  p(x) =

—X3+tra(A).X2—(|a11 a12| _ |a11 al3 |a22 a23

X+
a21 a22! " 1a31 a331 7 la32 a33|)X |4

En el caso de matriz A de orden n resulta la siguiente expresion
p(x) = (-1)".[x" —KkL1.x"* +k2.x"? —k3.x™3 + ... + det(A)], donde

kl=all +a22 +a33 +.... +ann = (que llamamos traza) y
represento tra(A)

k2 = Suma(Menores centrales de orden 2) =

_ |a11 a12| _ | all 13

=[a21 az2l ~las1 azsl ¥ E

k3 = Suma(Menores centrales de orden 3) =

all al2 al3
=|a21a22 a23
a31l a32 a33

20
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1.4.- Polinomio Minimo asociado a A

Hemos visto que la matriz A satisface su polinomio caracteristico
p(x) = A —x.1|

Pero puede ocurrir que A satisfaga alguna ecuacion m(A) =0
donde m(x) sea de grado menor que grado de p(x). Lo tratamos en
el siguiente punto.

Defi.:

Polinomio minimo de A es aguel polinomio m(x) de menor grado
tal que m(A) = 0. Evidentemente gr(m(x)) < gr(p(x))

Propiedades:
a) El polinomio m(x) es Gnico

En efecto, si m(x) y m’(x) son ‘mimos’ de A, y por tanto del
mismo grado,

m(x) = x" +alx"™t+ ... +ar
m’(x)=x"+b1.x"+ ... +br

m(x)-m’(x) = (al-b1).x"* +... + (ar-br)
que es de grado r-1 y también es satisfecho por A, en contra de
que aquellos son de grado minimo. Los coeficientes (al-bl), ...,

(ar-br) han de ser cero, y por tanto aquellos ocinciden.

b) El polinomio m(x) es divisor de cualquier otro polinomio
q(x) tal que gq(A) =0

r

h(x) x)
— = + < m
En efecto, tenemos o q(x) o donde gr(r) < gr(m)

m

21
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h(A) = m(A).q(A) + r(A), de donde, si h(A) =0y m(A) =0,
tengo
r(A) = 0, lo que es contradictorio.

Consecuencia:
El polinomio minimo de A es un divisor de su polinomio
caracteristico

p(X) = m(x).q(x)
Aplicaciones del Polinomio minimo, su célculo:
Descompongo en factores el polinomio caracteristico p(x)
p(x) = (x-al).(x-a2)... .q(x), donde q(x)
no descompone mas.

Probamos si la matriz A satisface alguna de las siguientes
igualdades (en orden ascendente), y en caso afirmativo ahi
tenemos el polinomio minimo m(x):

A-al.l=0 -> m(x) =x-al
(A-al.l).(A-a2.1) =0 -> m(x) = (x-al).(x-a2)

qA)=0 ->  m(x)=q(x)
(A-al..q(A)=0-> m(x) = (x-al).q(x)

En el peor de los casos llegaremos a p(A) =0, m(x) = p(X)

Ejemplos:
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23 3
1.- Sea lamatriz A = (3 2 3). Su p.c. es p(x) = det(A-x.l) =
33 2
2—x 3 3
=3 2—x 3|=[(2x)°+27+27] -
3 3 2—x
=[9.(2-x) + 9.(2-X) + 9.(2-X)] = .... = X + 6x* +15x +8,

Intentamos descomponerlo en factores
-p(x) = x> -6x* -15x -8 = 0, obtengo
p(x) = (x-a).(x* -7x -8)
Probando Illegamos a que m(x) = x? -7x -8,
Otra forma de proceder es la siguiente:
1°.- Pruebo si m(x) es de la forma x + a
23 3 a 00 24+a 3 3
A+a.|=<3 2 3)+(0 a O>=<3 2+a 3><>0,
33 2 00 a 3 3 2+a

evidentemente.

Pruebo si lo es de la forma x? +ax +b

23 3\ /23 3 22 21 21
A*=(32 3|03 2 3])=(2122 21+
33 2/ \33 2 21 21 22

23
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2a 3a 3a b 00
+13a 2a 3a|+(0 b O
3a 3a 2a 00 b

22 21 21 2a 3a 3a
A+aA+bl=(21 22 21 |+|3a 2a 3a]+
21 21 22 3a 3a 2a

+ (0 b 0 ],y paraque sea la matriz cero ha de
00 b

cumplirse
22+2a+b=0
{ 214+3a =0

dedondea=-7,22-14+b=0->8+b=0, b=-8

m(x) = x* -7x -8

2.- Aplicacion al calculo de Potencias de A:

Supongamos que deseamos calcular determinadas potencias de A
A?=7.A+8.1

Puesto que p(x) = -x> +6x° +15x +8
A®=6.A*+15.A +18.1

Veamos las siguientes: A A

De ser A>=7.A+8.1, tengo A’=(7.A+8.1)°=
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3.- Existencia de la inversa de A:

Supongamos que A satisface la una ecuacion
A" +al A" +. . +ar.I =0, por ejemplo el p.m.

Entonces tengo A.(A™ +al. A2 +.....+a.. 1) = -ar.l, y
cambiando el signo y dividiendo por ar obtengo la inversa de A

Al =-l/ar (A" +al. A2+ L +al)
Ademas podemos afirmar que A es regular
(det(A) <> 0)

4.- Aplica el estudio realizado al caso de una matriz A que
satisface

A3-7.A28A=0

1.5.- Forma Candnica de Matrices. Equivalencia, Semejanza 'y
Congruencia de Matrices. Forma candnica de Hermite

A) Transformaciones elementales entre filas (columnas):
El rango de una Matriz no cambia si efectuamos sobre sus filas, 0

sobre sus columnas, las siguientes operaciones. El valor del
determinante se modifica en la forma que indicamos:

25
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-Intercambiar entre si las filas i-ésima y j-ésima. En
particular permutar dos filas consecutivas. Modifica o no el signo
del determinante conforme a que:

Cada permutacion para llevar desde i hasta j provoca un
cambio del signo.

-Multiplicar una fila por un escalar k no nulo. El rango no
cambia; el determinante queda multiplicado por este valor k.

-Sumar a la fila i-ésima la fila j-ésima multiplicada por k.
No cambia el rango: no cambia el determinante.

-Sumar a la fila i-ésima una combinacion lineal de las
restantes. No cambia el rango; no cambia el determinante.

B) Forma Candnica de Hermite:
Dada una matriz A, cuadrada o no, mediante ‘transformaciones
elementales’ (descritas antes) podemos obtener una matriz H, con
el mismo rango que A, cuya forma es la que describimos a
continuacion.

De momento suponemos que A es cuadrada:

-La diagonal principal estd compuesta por 1y,
posiblemente, completada con ceros.

-A la derecha de la diagonal principal seran todos cero.
-Si un elemento de la diagonal principal es cero, todos los
de esa linea son cero. Si el de la diagonal es 1, todos los de la

columna son 0.

En la préctica procedemos asi:
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-Conseguir que all sea 1, y operando con las columnas
conseguir 0 en todos los de la primera fila.

-Conseguir que a22 sea 1y repetir el proceso anterior.

-Continuamos del mismo modo con el elemento a33, y asi
hasta el final.

Ejemplo:

12 3 10 O
A=145 6| llegamosa H=(0 1 0],

78 9

pasando por

10 O 10 0

01 2}, 01 0}

01 2 01 0

En general, si A es cuadrada llegamos a la siguiente forma
/Ir : (0)\

H= k ) donde (0) es la matriz cero.
0). (0)

Si A no es cuadrada podemos tener los siguientes prototipos

10 1 0.0 0
10.0
H:o1,( _),0 1.0 0
0o o/ 1% \o 0.0 0

Ejemplo:
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12
<3 4) ---—> lleva al primer tipo
6 7

(123

5 _1 6) ---> lleva al segundo tipo

1 2 3 4
5 6 7 8 |-—-—->llevaal tercertipo
9 10 11 12

1.6.- Equivalencia de Matrices. Semejanza'y
Congruencia de Matrices.

Defi.:
Decimos que A y B son ‘equivalentes’ si podemos pasar de una a
la otra mediante transformaciones elementales.

Se puede demostrar, pero aqui no lo haremos, que la condicién
necesaria y suficiente para que A y B sean equivalentes es que
sean del mismo orden y tengan el mismo rango.

Defi.:

Decimos que A y B son ‘semejantes’ si existe una matriz Q,
cuadrada y regular, tal que

B=Q'AQ

Defi.:
Decimos que A y B son ‘congruentes’ si existe una matriz Q,
cuadrada y regular, tal que

B=Q.AQ (Q es la traspuesta)

Nota: Observa que si Ay B son semejantes o congruentes
también son semejantes:
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Haciendo P = Q™ tengo B = P.A.Q, con lo cual son semejantes,
y lo mismo si hago P =Q’

Ejemplo:

Dadas las matrices A = (3 %), B

(o 1)

b

Obtener las matrices de la forma Q = (f d

=1talesque B=Q"A.Q

), con b<>0y det(Q)

0 b
Sol.: Matrices de la forma Q = (—_1 0>, b<>0

b
Polinomio caracteristico y minimo de dos matrices
semejantes:

Si A'y B son semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico
p(x), y el mismo polinomio minimo m(x). Son condicién
necesaria pero no suficiente para que sean semejantes.

En efecto

IB—x.1=|07YAQ—x.1=10"L.AQ—-0Q L.(x.).Q| =
=17 (A—x.D.Ql = Q7. |A—x.1].|Q| =
=1Q M. 1QI.|[A=x.I| =]A—x.1|,yaque|Q!.|Q] =1

Ejemplo:
Aquella condicidn no es suficiente para que Ay B sean
semejantes. La siguientes matrices tienen igual polinomio minimo

m(x) = x*-3x +2, y sin embargo no tienen igual determinante ni
igual rango:
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100 1 00
A={02 0) B={0 1 0
0 0 2 0 0 2

$$$$000$3$$

PROMOCION
NO VENTA
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Tema 2
Ampliacion al estudio de las

Aplicaciones lineales
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N
S
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2.0.- Recordatorio:
Cambio de base en un Espacio vectorial,
efecto sobre las coordenadas de un vector. Ejemplo

Razonamos tomando E; porque el seguimiento que hacemos es el
mismo para cualquier otro caso.

Sean dos bases B = {el, 2, e3}, donde v =(x1, x2,x3),y B’ =
{v1, v2, v3}, dondev = (y1, y2, y3).

Supongo expresados los vectores ei de la primera base en
funcién de la nueva

ei =ail.vl +ai2.v2 + ai3.v3

gue determina una matriz A cuyas filas sean las coordenadas de
cada ei = (ail, ai2, ai3)

all al2 al3
A=|a21 a22 a23
a3l a32 a33

Para un vector v tengo
v=yl.vl +y2v2+y3.v3 en B’
v=xl.(all.vl +al2.v2 +al3.v3) + x2.(a2l.vl + ... ) +
+x3.(a31.vl + a32.v2 + a33.v3) =

= (al1.x1 + a21.x2 + a31.x3).v1 + (al2.x1 + a22.x2 + a32.x3).v2
+(al3.x1 + a23.x2 + a33.x3).v3, enlabase B’

Teniendo en cuenta que la expresion de v en una misma base es
Unica, ha de cumplirse
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yl = all.xl+a2l.x2+a3l.x3
y2 =al2.x1 +a22.x2 + a32.x3
y3 =al3.x1 +a23.x2 + a33.x3

que puedo expresar matricialmente asi

all al2 al3
(y1,y2,y3) = (x1, X2, x3). <a21 a22 a23>
a3l a32 a33

Llamamos matriz del cambio a la matriz A.

Las filas de A son las coordenadas de los vectores de la primera
base B expresados en la nueva, base B’.

Abreviadamente escribimos: y = x.A
Puedo despejar x = y.A™*
Otra forma:

Suponemos los vectores vi de la nueva base expresados en la
primera base B:

vi =ail.el + ai2.e2 + ai3.e3

all al2 al3
Determinando una matriz A’= | a21 a22 a23

a3l a32 a33
Tengo
v=ylvl+y2v2+y3v3=yl(allel+al2.e2+
+al3.e3) +y2.(a2l.el + a22.e2 + a23.e3) + y3.(a3l.el +
+a32.e2 +a33.e3) =
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=(yl.all +y2.a21 +y3.a3l).el + (yl.al2 +y2.a22 + y3.a32).e2
+(yl.al3 +y2.a23 + y3.a33).e3,

y teniendo en cuenta que
v =xl.el + x2.e2 + x3.e3,
llego a que
(x1, x2,x3) = (yl.all +y2.a21 +y3.a3l, yl.al2 +y2.a22 +
y3.a32, yl.al3 +y2.a23 + y3.a33),

y matricialmente
all al2 a13>

(xl,x2,x3)=(y1,y2,y3).(a21 a22 a23
a3l a32 a33

Abreviadamente x=y.A’

Observa que A’ = A, donde A es la obtenida en el proceso
anterior.

Las filas son las componentes de los vectores de la nueva base B’
expresados en la primera, base B.

Ejemplo:

Sea la base de vectores en V3 : B = {el,e2,e3}, y la base B’
relacionada con la primera asi:

vl =(1,0,2) 10 2

v2=(0,12)> A= (O 1 2)
v3 = (1,2,0) 120

Seaw = (3, 1, 2) respecto de la segunda base {v1,v2,v3}.

Sus componentes respecto de la primerason  w = (5, 5, 8)
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Una comprobacién:
w=(3,1,2)=(respecto de S’) = 3.vl +Vv2+2Vv3=
= 3.(e1+2e3) + (e2+2e3) + 2.(e1+2e2) =
=5l +5.e2+8.e3->(5,5,8) respectode B S.
Obtengo la inversa de A:

-4 2 -1
Det(A) = -6; Adj(A)=(4 -2 —2>—>
-2 =2 1

L[ 4 -2
A'1=? 2 -2 =2

-1 -2 1

100
El alumno comprobara que A.A™ = (0 1 0)
001

Componentes de w respecto de la base B’, siendo w = (5, 5, 8)
respecto de B:

(y1,y2, y3) = (x1, x2, x3).A™
w==.(-18,-6,-12) =(3,12)

como esperabamos.

2.1.- Recordatorio: Aplicaciones lineales. Nucleo e Imagen
Siempre operamos en el cuerpo de los reales R, salvo que se diga

otra cosa, esto es, que los espacios vectoriales lo son sobre el
cuerpo R.
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Def.:
Dados dos Espacios vectoriales E, y E’n,, llamamos Aplicacion
lineal a toda aplicacion

f.E--->F’
X -—--> y=1f(x)

que cumpla estas condiciones:
a) Para todo par v1, v2, f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2)
b) Para todo v de E y todo escalar k, f(k.v) = k.f(v)
Resumiendo: f(k1.vl + k2.v2) = k1.f(v1) + k2.f(v2)
Cuando E’ = E la llamamos ‘Endomorfismo’.
Nucleo e Imagende f: E--->FE’
Defi.:
Llamamos ‘Nucleo’ de f al subconjunto N constituido por todos
los vectores cuya imagen es el vector O:
N={veE;f(v) =0}
Afirmo que N es un subespacio vectorial de E.
En efecto, 0 esta en N ya que f(0) = 0.
Sean vl, v2 de N, y escalares k1, k2. Tengo
f(k1.vl + k2.v2) = k1.f(v1)+k2.f(v2) = 0, y por tanto también

kl.vl + k2.v2 estaen N (esto nos garantiza que N es Subespacio
vectorial).

Def.:
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Llamamos ‘Imagen’ de f al subconjunto de E’ formado por todos
los vectores w que son imagen de ‘algun’ vector v:

Imf)={w e E"; w= f(v) paraalgun v € E}
Afirmo que Im(f) es un subespacio de E’.

En efecto, 0 estd en Im(f) ya que f(0) = 0; sean wl, w2 de Im(f);
existen v1, v2 tales que wl = f(v1), w2 = f(v2); entonces, para
todo par de escalares tengo

f(kl.vl +k2.v2) = k1.f(v1) + k2.f(v2) = kl.wl + k2.w2, y por
tanto k1.wl + k2.w2 estd en Im(f)

Consecuencias:

-Las iméagenes {f(ei)} de una base B={ei, i=1,...,n} de E forman
un Sistema generador de Im(f).

-Si N(f) = {0}, entonces {f(ei)} es ademas Sistema libre, porque
la aplicacion f es inyectiva.

-Sean n = dim(E), m = dim(E”). Si m=ny N(f) = {0}, fes
biyectiva, Im(f) = E’, y {f(ei)} es una base de E’. Decimos que la
aplicacion f es un ‘Isomorfismo’.

2.2.- Matriz asociada a f respecto de basesen E 'y en E’

Tenemos bases B = {el,e2,....en.} en E, B’ = {ul,u2,...,un} en E’.
Estamos suponiendo n = dim(E), m = dim(E’).

Para un vector v =xl.el +x2.e2 + ... + Xn.en

tengo su imagen
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w = f(v) = f(x1.el1+x2.e2+....+xn.en) =
=x1.flel) + x2.f(e2) + ... + xn.f(en)
Por otro lado la expresion de w respecto de B’

w=ylul +y2.u2+....+ yn.Un,
y por tanto

ylul +y2.u2 + ... + ynUn =

=xl1.flel) + x2.f(e2) + ...+ x,.f(e,)

() fEZB

(y1, y2,...,ym).lk )I = (X1, X2,..., Xp)- k ' )
tn f(en)

Tomamos ahora la expresion de las imagenes f(ei) en la base B’,
sean

Matricialmente

f(el) = all.ul + al2.u2 + ...+ ayp-Upy
f(e2) = a2l.ul + a22.u2 + ...+ ayp. Uy

f(ep) = anl.ul + an2.u2 + ...+ aym-Unm

y ahora matricialmente tengo
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ul
(1)
| . |
YL,y2,.....¥m)- =

Um

all al2 ....alm ul
(aZl a2?2 ....aZm\’

a3l a32 a3m
/ \um/

Resumiendo: La relacion entre las coordenadas xi de v en B, y las
coordenadas yj de w =f(v) en B’ es

all al2 ....alm
/aZl a?2?2 ....aZmN
a3l a32 ...a3m
(y1,y2, ..., ym) = (x1, x2,..., xn).| . |

=(x1,X2,....,%5).

\ anl an2 s J

anl an2 ...anm
Llamando A a la matriz tengo
y=X.A

Hemos operado por ‘vector fila’. Por vector columna habria
resultado la traspuesta de la anterior:

y'= A'x', donde x' y y' son vector columna.

40



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Las filas de A, f(ei), son las coordenadas aij de estas imagenes
expresadas en la base B’ de E’. Estas coordenadas son tnicas, y
por tanto la matriz A es Unica.

Resumen:

Dadas las bases B = {el, ¢2,...,e,} en E, B’ = {ul, u2,..., un}
en E’, la matriz A respecto de estas bases estd formada tomando
como filas las imagenes f(ei) expresadas en la base B’.

Cuando m =n y /A/ <> 0, entonces Im(f) = E’, ker(f)= {0},y
estamos exactamente en el caso que llamamos ‘Automorfismo’.

2.3.- Caso de un Endomorfismo en E
Cuando E’ =E, a la aplicacion lineal

f.E-->E
X --->y

la llamamos ‘endomorfismo’: y = X.A
Matriz asociada:

Respecto de una base B = {el,e2,...,e.}, las filas de A son las
imagenes f(ei) expresadas en la misma base B:

Analisis de f:

a) En general se cumple
dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = n
b) Im(f) es un subespacio vectorial y las filas de A constituyen
un Sistema generador.
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¢) Si/A/<>0 entonces existe A lo que significa que f admite
inversa
y=XA<->x=yA"

Significa que ker(f) = {0}, subespacio constituido por el vector
cero. La aplicacion es biyectiva.

En este caso decimos que f es un ‘automorfismo’.
Ejemplos:
1.- Sea f: R® -—-> R?, f(x1,x2,x3) = (3x1+2x2-4x3, x1-5x2+3x3)

Tomo en R®y en R? las bases candnicas: B = {(1,0,0), (0,1,0),
(0,01)}, B ={(1,0), (0,1)}

f(el) =(3,1) =3.ul +u2
f(e2) = (2, -5) = 2.ul -5.u2
f(e3) = (-4, 3) = -4.ul +3.u2
3 1 3 1
A= (2 — 5),(y1,y2) = (xl,x2,x3).<2 - 5)
-4 3 -4 3
Obtenemos la imagen de v = (1,-1,2)
3 1
(1,-1,2). (2 — 5> =(-7,11)
-4 3
2.- La misma definicion de f

f(x1,x2,x3) = (3x1+2x2-4x3, x1-5x2+3x3)
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pero tomamos las siguientes bases: B = {v1=(1,1,1), v2=(1,1,0),
v3=(1,0,0)} en de R®, B’ = {w1=(1,3),w2=(2,5)} en R?.

Obtener la matriz A asociada a f respecto de estas bases.
Sol.: f(x1,x2,x3) = (3x1+2x2-4x3, x1-5x2+3x3)

S {yl = 3x1+ 2x2 — 4x3
y2 =x1—5x2+ 3x3

En la base B en E y el la base canonica {ul,u2} de E’ tengo:

3 1
vl = lel+l.e2+1.e3 - f(vl) = (1,1,1). (2 - 5) = (1,-1)

-4 3
3 1 3 1
f(v2) = (1,1,0). <2 - 5> =(5,-4), f(v3) = (1,0,0).(2 — 5> =
-4 3 -4 3

= @1
Estas imagenes he de expresarlas en la base B’ de E’:

1=a+2b

(1,-1) =a.(1,3) + b.(2.5) > {_1 — 3ath

a=1-2b, -1=3-6b + 5b, -4 = -b,

Por tanto: f(vl) =-7.wl +4.w2 = (-7,4) en la nueva base B’

5=a+2b

(64 =a(13+25) >{ 25770

a=>5-2b, -4 =15-6b + 5b, -19 = -b,
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b=19, a=-33
f(v2) = (-33, 19) en la nueva base

3=a+2b

1=34+45b" a=23-2b, 1=9-6b +

(3,1) =a.(1,3)+b.(2,5) --> {
5b, -8:-b, b:8, a=-13

f(v3) = (-13,8) en la nueva base

Por tanto la matriz respecto de las nuevas bases es

-7 4
A=1-33 19
—-13 8

3.- Tomo el vector v = (1,-1,2) expresado en la base B =
{v1=(1,1,1), v2=(1,1,0), v3=(1,0,0)} del punto 2. Obtenemos la
imagen f(v) expresado en la base B’ = {wl1=(1,3),w2=(2,5)} de
E’ y en la base canonica de E’. Comprobar el resultado
obteniendo para f(v) mediante la definicion de f.

Sol.: Tenemos la matriz A respecto de las nuevas bases By B’

(obtenida en el ejemplo 2), obtengo f(v) aplicAndola

-7 4
(1,-1,2). <—33 19) =(0,1), expresado en B’
-13 8

En la base candnica de E’ sera: 0.(1,3) +1.(2,5) =(2,5)

Las coordenadas de v = (1,-1,2) respecto de la base canonica
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de E son

v=1.(1,1,1) -1.(1,1,0) +2.(1,0,0) = (2,0,1)

Su imagen f(v) aplicando la definicion es
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f(v) = (3.2+2.0-4.1, 2-5.0+3.1) = (2, 5)
(Comprobado)

4.- Sea el espacio vectorial M, de las matrices de orden 2x2.
Definimos un endomorfismo

M, > My, f(M) = .M, donde T = (12 - ;)

a)Determina la matriz asociada a f en la base canodnica del espacio
de matricas (M,,+,.).

b)Determinar su nucleo: Dimension y una base
c)Determinar una base de Im(f)

Sol.:

Recordamos que una matriz de la forma M = (‘Cl Z) la

expresamos como vector asi
M = (a,b,c,d)

a) La base canonica de M, es la misma que la de R,
Por definicion de f tengo

fen=(", )0 0)=(5 %)
€=, )0 o)=(_2)
=1, )¢ =G o)
fe=(1, )00 V=% %)
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La matriz asociada a f es

b) Nacteo: (1, TD) (¢ D)= (0 0) -
0=a-c
022—12)61_+d2C' C=a, Ogul
0= —-2b+2d

N={(? Z) abeR}

Una base de N esta formada por (11 %) = (1,0,1,0), (8 1) =

(0,1,0,1), por lo que dim(N) = 2

c) dim(Im(f)) =4 -2 =2, y una base esta
formada por el maximo de las columnas f(ei) que sean L.i.

r(A) = 2,y las dos primeras columnas son L.i.

1 0 -1 1 0 -1
0 1 0|=[2]-[2]=0;]0 1 o0 (=[0]-[0]=0
-2 0 2 0 -2 0

y por tanto la tercera es c.l. de las dos primeras.

1 0 0 1 0 0
0 1 —1|=[0]1-[0]=0;[0 1 —1|=[2]-[2]=0
—2 0 0 0 -2 2

y por tanto la cuarta es c.l. de las dos primeras.

Una base de Im(f) es {(i2 %) (8 _12)}
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2.4.- Cambio de base: Efecto sobre la Matriz asociada
a una Aplicacion lineal

Sea una aplicacion lineal f: E ---> E’ , y su matriz asociada

all al2 ....alm
(aZl al? . aZmN

a3l a32 ...a3m

SN—

=|
k anl anZ .anm

respecto de las bases
B = {el,e2,....en}de E, B’ = {ul,u2,...,un} de E’.

Recuerda:

Dadas las bases B = {el,e2,...,e,}, B’ = {ul,u2,...,un} en E’, la
matriz A respecto de estas bases esta formada tomando como filas
las imagenes f(ei) expresadas en la base B’.

all al2 ....alm
a2l a22 ...a2m
a3l a32 ...a3m ‘

\anl an?2 ... anm/

(yl,y2,....,ym) = (x1, x2,...., Xn).

y=XA

Sean dos bases en E:

Bl =B = {ei}, donde v=(xl,x2,...,xn)
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B2 ={ei’}, donde v = (x1’,x2’,..., xn’)

Hacemos un cambio de base de B1 a B2
Sea la Matriz del cambio de coordenadas P1, tal que

ei =ei’.P1, (la antigua base en funcion de la nueva)
y entonces

(xi) = (xi’).P1

(antiguas coordenadas en funcién de las nuevas)
Recuerda:

Las filas de P1 son las coordenadas de los vectores ei’ expresados
en la base B1.

Recordamos:

En un cambio de base en un espacio vectorial, su efecto sobre las
coordenadas funciona asi

all al2 al3
(x1,x2,x3)=(x1",x2°,%x3").| a21 a22 a23
a3l a32 a33

donde las filas representan lo dicho anteriormente.
Por otro lado, sean dos bases en E’:
Bl’=B’= {uj}, donde w= (vl,y2,....ym);
B2’ ={uj’}, donde w’ = (l’, y2’,...,ym’)

Matriz del cambio de base en E’, P2:
uj =uj’.P2,
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vj) = (y3)-P2

Entonces, siendo w = f(v) en el par de bases B1, BI’, y w’ =
f(v’) en el par de bases B2, B2’, tenemos

(yj)= (xi). A —--> (yj’).P, =(xi’). P;. A, dedonde
(yj’)= (xt’ ).PL.AP," | ylanuevamatriz es
A= Pl.A.Pz-l

Diremos que las matrices A y A’ son ‘equivalentes’, la imagen
w del vector v es la misma, s6lo cambia su expresion en
coordenadas.

Caso de un Endomorfismo f: E --- > E

Si E’ =E, con lo cual f es un endomorfismo, entonces P2 = P1, y
tenemos
A’=PAP"

En este caso, diremos que A y A’ son ‘semejantes’.
El caso concreto de f: E5 --- > E;

Sea el cambio de base de B1={ei} a B2 = {uj}, dado por la

matriz
pll pl12 pl13
P=<p21 p22 p23) ,
p31 p32 p33

ei = pil.ul + pi2.u2 + pi3.u3
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pll pl2 pl13
(x1, x2, x3) = (y1, y2, y3). <p21 p22 p23>
p31 p32 p33

Si A es la matriz de frespecto de B1, y A’ la nueva matriz
respecto de B2, estan relacionadas por la igualdad

A’=P.AP!
y equivalentemente: A=P*.A’.P
Lo confirmaremos mediante alguno de los siguientes ejemplos.
Ejemplos:

1.- Sea f: R®-—- > R? f(x1,x2,x3) = (3x1+2x2-4x3, x1-5x2+3x3),
estudiada en el ejemplo 1.

En las base canonicas obtuvimos
3 1
Al=|l 2 -5
—4 3

B = {vl=(1,1,1), v2 = (1,1,0), v3 = (1,0,0)},

y en las nuevas bases

B’ ={wl=(1,3), w2 =(2,5)}, obtuvimos

-7 4
A2 = <—33 19)
-13 8

Deseamos comprobar la aplicacion de la férmula

A2 = P1.A1.P2*
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Obtengo las matrices del cambio de base P1y P2

Un cambio de base en E es en realidad un endomorfismo

h: E --- > E en el cual la imagen de la base {ei} es la base {ei’}:
ei’ = h(ei), (xi”) = (xi).P1,

Las filas de P1 son las coordenadas de ei’ expresados en {ei}, por
tanto, en nuestro caso

11 1
P1=<1 1 0),yanélogamenteenE’, P2=(1 3)

10 0 2.5
Inversa de P2: det(P2) = -1, P2’=(31 ";) Adj(P2’) =
5 -3 . 1_(—5 3
(_2 1) , inversa P2 —(2 _1)

11 1 3 1 1 -1
Hago Pl.A1=<1 1 0).(2 —5)=<5 —4)
1 0 0 -4 3 3 1

1 -1 7 4
(P1.A1).P2'1=(5 —4).(;5 B 13)=<—33 19)

3 1 -13 8
Vemos que coinciden.
2.- Tomo el endomorfismo f: R® --- > R® definido por
f(x,y,z) = (2x-y, 3y-z, z-2x)

Si no se indica otra cosa los vectores dados estan referidos a la
base canonica.

51



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

a) Obtener su matriz (respecto la base canonica)

b) Obtener su matriz respecto de la base B1= {v1(1,1,0),
v2(1,0,1), v3(0,1,1)}

c) Realizo el cambio de base de B1 a B2 = {w1(1,0,1),
w2(2,-1,0), w3(0,-1,3)}

Obtener la matriz de f respecto de la base B2 por dos
procedimientos distintos:

-Directamente,
-Por la férmula de cambio de base

Sol.: Resuélvalo el alumno.

2.5.- Vectores y Valores propios en un Endomorfismo

A lo largo de este trabajo estamos siempre operando en el cuerpo
R 6 excepcionalmente en C.

Sea un endomorfismo f: E ----= E, con matriz asociada A

respecto de una base B = {el,e2,....,en}, igual o no a la canonica.

Defi.:
Llamamos ‘vector propio’ de f, o ‘vector caracteristico’ de f, a
aquel vector v tal que

f(v) = k.v, paraalgan valor k de R

(k puede ser 0)

Al valor k lo llamamos ‘valor propio’, o ‘valor caracteristico’

Su calculo:
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Si A es la matriz asociada a f tenemos, operando por vector-fila,
k.(xi) = (xi).A,

escribiendo k.(xi)= (xi).(k.I) tengo

(xi).A = (xi).(k.1), de donde (xi).(A-k.)=0

y por tanto, los vectores propios pertenecen al ‘ntcleo’ de (A—K.I)

all al2 .. aln

siA=| a2l a22 .. a2Zn _tenemos

anl an2 .. ann
all—k al2 .. aln
Ak|=|a21 a22—k .. a2n

anl an? .. ann—k
(xi).(Ak.1) = 0

representa un sistema lineal homogéneo, y la condicion para que
admita solucién no trivial es que su determinante tome el valor
cero:

all—k al2 .. aln
A—k.I| = a2l a22—k .. a2n|| -

anl an2 ... ann—k
Al desarrollar este determinante obtenemos la llamada ‘ecuacion

caracteristica’, o ‘polinomio caracteristico’ de la matriz A, cuya
expresion es

p(k) = (-1)".(K" - Tra(A).k"* + Suma(Menores
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centrales de orden 2).k"2 +- ...... + o )+ 4|

Cuando planteamos su resolucidn escribiremos p(x) en lugar de
p(k)

Recordatorio:

En la resolucion de Ecuaciones se demuestra que
k1+k2 + ... + kn = coefi. de x"*
Yi<sji<j ki-kj = coefi. de x™
klk2...... .kn = término independiente

(Recomiendo consultar los puntos 2.3, 2.4)

Ejemplos:

1.- Determina los vectores y valores propios del endomorfismo
definido en R® mediante f(x,y,z) = (2x+y, y-z, 2y+4z)

Sol.: La base de vectores es la candnica. Obtengo su matriz
f(el) = (2,0,0), f(e2)=(1,1,2),
f(e3) = (0,-1,4)
2 0 0
A =< 11 2 ) (Operamos por vector-fila:
0 -1 4
() = (xi).A
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2—x 0 0
1 1—-x 2
0 -1 4—x

p(x) = /A-x.I/ =

= X +7x2 —(2+8+6)x + 12,

p(x) = -x3 +7x* -16x +12
X3 -7x% +16x -12 = 0 -> x = 3 simple, x =2 doble
Vectores propios (Subespacios propios):

-1 0 O
Valor propio k1 = 3: A-3.I=<1 -2 2>

0 -1 1
-1 0 O —-x+y =0
(x,y,z).< 1 -2 2 ) =(0,0,0) --> {—Zy—z =0,
0 —1 1 2y +z=0
y=X,2=-2y

Hago x libre,y 1y = x, z = -2x

Asociado a k1 = 3 tengo el subespacio S1 =<(1,1,-2)>, dim=1

0 0 O
Valor propiok2 =2: A-21=|1 -1 2
0 -1 2

0 0 0 y =
0 -1 2 2y+2z=0
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x libre ya que ninguna restriccion le afecta;
z=-y=0

Asociado a k2 = 2 tengo un subespacio de dim = 1 generado por
(1,0,0), S2 = <(1,0,0)>

(a pesar de ser de multiplicidad dos)

2.- Tomamos el endomorfismo en C? donde C es el cuerpo de los
complejos, definido por la matriz

A= (1 - 1), respecto de la base candnica de C?
2 -1
a) Obtener sus valores y vectores propios

b) Si tengo el vector v = (i, -1-i) expresado en la base B =
{v1(i,0), v2(0,-i)}, comprueba si este es un vector propio
de f

c) Determina los vectores propios l.i. del endomorfismo.

Sol.: a) La base candnica es {(1,0), (0,1)}

(1,0).A=(1,-1), (0,1).A=(2,-1), por eso tengo A = (1 ~ 1)

2 -1
I=x —1_ox+1, x2+1=0->

2 —1—x

KL= +i, k2 = -i

Vectores propios:
. 1—i —1\_ B
Kl=i: (x,y).(2 _1_i)_(o,0) >
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{(1 —).x+2y=0 X =-(1+)y

—x—(1+i.y=0

-(1-0).(1+i).y + 2y = 0, -(1-i®)y + 2y = 0, -2y+2y =0, 0.y =0, por
tanto ‘y’ es libre;

Subespacio asociado a k1 =i: S1 = <(1+i, -1)>,

(he hechoy =-1)

_ 1+i —1\_ (1+i).x+2y=0
k2= (X’y)'(z —1+i)'(o’o)'9{—x+(—1+i).y=0’
X = -(1-i)y

-(1+i).(2-1)y + 2y =0, 0.y =0, por tanto ‘y’ es libre;
Subespacio asociado a k2 = -i:
S2 = <(-(1-i), 1)>

b)Las coordenadas de w en la base candnca son: w = i.(i,0) +(-1-
1).(0,-1) = (-1, 0) +(0, i-1) = =(-1, -1+i)

f(w) = (-1, —1+i).(21 : 11) = (-3+2i, 2-i) --> No es vector propio
c)Sea w = (a, b) cualquiera

f(w) = (a,b). (2? - 11) = (a+2b,-a-b), (a+2b,-a-b) = k.(a,b)
nos lleva al sistema
(a2b=ka 4= (k+1)b, -(k+1).b+2b =k (k+1)b,

—a—-b=kb’
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operando kb +b =0, b.(k* +1) =0,
Posibles soluciones: b=0--2> a=0---> w = (0,0) sin interés.
K+1=0-->k=+-1i, y ‘b’ libre,
k=i-2>a=-(i+1).b --> w=(1+i,-1)
k=-i-->a=-(-i+l).b --> w=(1-, -1)
Propiedades de los valores y vectores propios:

a) A un vector propio v <> 0 le corresponde un unico valor
propio

En efecto, f(v) =kl.v, f(v) =k2.v--> 0= (k1-k2).v -->
kl-k2=0
b) Una combinacion lineal de vectores propios asociados al

mismo valor propio k es también un vector propio
asociado a k.

En efecto, f(al.vl+a2.v2+... tam.vm) = al f(v1l)+a2.f(v2) + ... +

+ am.f(vm) = k.(al.vl +a2.v2 + .... + am.vm)

Consecuencia:

Los vectores propios asociados al valor propio k constituyen un

subespacio vectorial.

c) Ladimension del subespacio S asociado a un valor propio
k la obtenemos como sigue:

dim(S) = dim(E) — rango(A-k.I) = dim(Ny), donde N es el nucleo
del endomorfismo definido por
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(A-k.1).

En efecto, sabemos que en un endomorfismo
dim(ker(f)) = dim(E)- dim(Im(f)), y que

dim(Im(f)) = ran(Af). Aplicamos este hecho al
endomorfismo fy definido por la matriz

(A-k.1), siendo S = {ve E; v.(A-k.l) =0} = ker(fy)
NOTA: ker(f) simboliza el nacleo del endomorfismo f
d) Si el polinomio caracteristico p(x) tiene

n raices (soluciones de p(x) = 0) distintas: k1, k2, ..., kn,
entonces, los vectores propios asociados vi, i=1, ..., n, son Li. y
constituyen una base de E.
En efecto, supongamos E = V3, n=3. Sean k1, k2, k3 distintos,
y V1, v2, v3 sus vectores propios asociados. Este razonamiento
vale en general.
Supongamos al.vl +a2.v2 +a3.v3 = 0 (combinacién lineal = 0)
0 =f(al.vl+a2.v2+a3.v3) = al.f(vl) +a2.f(v2) +a3.f(v3) =

(al.k1).vl +(a2.k2).v2 +(a3.k3).v3
0 =kl.(al.vl +a2.v2 +a3.v3) - (al.kl).vl +(a2.k2).v2 +(a3.k3).v3
0 = a2.(k1-k2).v2 +a3.(k1-k3).v3
Llamo b2 =a2.(k1-k2), b3 =a3.(k1-k3), con lo cual

0 = b2.v2 +b3.v3, y aplicando otra vez f
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0 =f(b2.v2 +b3.v3) = b2.k2.v2 +b3.k3.v3

0 =k2.( b2.v2 +b3.v3) — (b2.k2.v2 +b3.k3.v3)

0 =Db3.(k2-k3).v3, de b3 =0, de donde a3 =0,

de donde 0 =a2.(k1-k2).v2, de donde a2 =0,0=al.vl,
de donde al = 0, por lo que aquellos son L.i.

Corolario:

Si k1 <> k2, los vectores propios asociados v1, v2 son
linealmente independientes

e) En el caso d) anterior con n vectores
propios distintos: k1, k2, ..., kn, cada ki lleva asociado un tinico
vector propio vi independiente
En efecto, f(vl) =kl.v1,
flw)=kl.w=kl.(al.vl + ... + an.vn)
Puesto que w=al.vl + ... +an.vn, f(w) =

= al.f(vl)+ ... +an.f(vn) = (al.kl).vl + ... + (an.kn).vn

0=Kkl.(al.vl +a2,v2 + ... + an.vn) - (al.k1).v1 +(a2.k2).v2 + ...
+ (an.kn).vn

0 = a2.(k1-k2).v2 +a3.(k1-k3).v3 + ... + an.(k1-kn).vn

y por ser Li. ha de ser a2.(k1-k2) =0, ..., an(k1-kn) = 0, y por
tanto ha de ser

a2=0,a3=0,...,an=0
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guedando w=al.vl, l.d. de vl

f) Supongamos los valores propios distintos
k1, k2, ..., kr, con multiplicidad m1, m2, ..., mr, de modo que
ml+m2+ ... + mr = n (El polinomio p(x) tiene n raices, lo cual
ocurre siempre si el cuerpo es C de los complejos. No asi en R de
los reales). Entonces, cada valor propio ki lleva asociado un
subespacio S; generado por m; vectores propios. Si ademas para
cada ki se cumple que este sistema generador es un sistema libre,
y por lo tanto cumplen que

dim(Si) = dim(ker(A-ki.l)) = n — ran(A-ki.l)

entonces podemos construir una base para E formada por ‘la
reunion’ de las base de los vectores propios de cada Si.

g) Evidentemente, la matriz A asociada a un
endomorfismo f: E ---> E respecto de una base formada por
vectores propios toma la siguiente forma (la escribo para Es
1 0 0

2 0
3

S o o

k
0
A=10
0
0

N
aoOoO

4
0 k

0 0 k
0O 0 O
donde cada ki figura m; veces.

Reciprocamente, si respecto de una determinada base la matriz A
tiene la anterior forma diagonal, los valores de dicha diagonal son
‘valores propios’.

NOTA:
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Teniendo en cuenta que el polinomio p(x) no varia al realizar un
cambio de base, es evidente que los valores propios no varian con
un cambio de base.

2.6.- Diagonalizacion de una Matriz
Consecuencia de los resultados del punto 2.3:
Una matriz cuadrada A es diagonalizable si, y solo si, el

endomorfismo que representa proporciona al espacio E una base
formada por vectores propios.

Ejemplos:
1 -3 3
1.-SealamatrizA=( 3 —5 3 ]querepresentaun
6 —6 4

endomorfismo
fRE -S> R,

Hacer un estudio completo de sus valores propios y los
subespacios propios asociados.

1-x —3 3
Sol:p(x)=[3 —=5—x 3|=....... =
6 —6 4—x

= x*+0.x° = (-12).x +16,

x*-12x -16 = 0, Por Ruffini obtengo:

1 0 -12 -16
2| -2 4 +16

1 -2 -8 0 X = -2 es solucién
2 -2 +8

1 -4 0 X = -2 es solucién

62



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

X-4 =0 ---> x =4 es solucion
Vectores propios asociados:
3 -3 3
k1l =-2, doble: (x,y,2). <3 -3 3) =
6 —6 6
0=3x+3y+6z
=(0,0,0) ——9{0 = —3x—-3y—6z
0=3x+3y+6z
Solo la primera es Li., (ran(A-k1.1) = 1, dim(ker(.) = 2)
y, z libres, x=-y -2z,
Base para ker(A-k1.1):
y=1,z=0-> x=-1--2>v1=(-1,1,0)
y=0, z=1 --> x=-2 --> v2 =(-2,0,1)

ker(A-k1.1) = <v1, v2>

-3 -3 3
k2 = 4: (x,y,2). ( 3 -9 3 ) =(0,0,0) ->
6 —6 0

0= —-3x—9y—6z

{0= —3x+3y+6z
0=3x+3y

Hallo el rango de A-k2.1.

Las dos primeras son L.i.
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-3 -3 3
3 -9 3
6 —6 0

0= —x+y+2z
Resuelvo {0 - —x—3y-27

=[-54-54]-[-3.54 +54] =0, ran(A)=2

, Sumandolas tengo
-2X -2y =0, x=-y

0=2y+2z2-->y=-z X=1,

hago z libre: z=1--> v3=(1,-1,1),

ker(A-k2.1) = <(1,-1,1)>

-2 0 0
La matriz diagonalizadaes A={0 —2 0|,
0 0 4

gue representa el endomorfismo expresada A respecto de la base
B = {v1, v2, v3} formada por los vectores propios.

2.7.- Diagonalizacion de una matriz A simétrica

Recordamos que cualquiera que sea A sus elementos son valores
reales, y por tanto los coeficientes de su p.c. p(X) = |[A — x.I| son
reales.

Obtenemos los siguientes resultados.

a) Los valores propios de una matriz simétrica so siempre
valores reales.

Sabemos que en toda ecuacion p(x) = 0, donde los coeficientes de

p(x) son valores reales, si a+ib es una solucion compleja también
lo es su conjugado a-ib.
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Supongamos que v(xi), y w(yj) son vectores propios asociados a
k1 = a+ib, y k2 = a-ib, respectivamente.

Opero con vectores fila.

Cualesquiera que sean k1, k2, y los vectores propios tengo
(xi).A = k1.(xi) 1)
(vi)-A =k2.(yj) )

Multiplico por (yj)' por la derecha:

(xi).A.(vi)' = k1.(xi).(yi)'
Haciendo la traspuesta en los dos miembros:
(vi)-A(xi)" = KL.(yj).(xi)'

Puesto que A es simétrica tengo A' = A, y entonces
(vi)-A.(xi)' = KL.(yj).(xi)'

Ahora multiplico (2) por (xi)' por la derecha, y tengo
(vi)-A.(xi)" = k2.(yj).(xi)'

Por tanto K1.(yj).(xi)! = k2.(yj).(xi)",

para cualquier par de vectores propios. Esto nos lleva a que k2 =
k1, es decir

a+ib = a-ib, de donde b = 0, y por tanto

k1y k2 son reales.
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b) Si A es simétrica, los vectores propios
asociados a valores propios k1, k2 distintos, son ortogonales
(Respecto el producto escalar ordinario)

Recordamos que los vectores propios y el producto escalar de dos
vectores son invariantes cualesquiera gue sea la base.

(xi).A = K1.(xi) , (vi).A = K2.(yj)

Multiplico la primera por (yj)",(En el miembro derecho equivale
al producto escalar):

(xi)-A.(y))" = kL.(xi).(yj)' )

y la segunda por (xi)' ,(En el miembro derecho equivale al
producto escalar) :

(vi)-A.(xi)' = k2.(yj).(xi)' )
Hago la traspuesta en la primera
(vi)-A.(xi)" = K1.(yj). (xi)' @)

De (2)y (3) resulta  k2.(yj).(xi)' = k1.(yj).(xi)' de donde
(k2-k1).(yj).(xi)* =0
Puesto que k2 <> k1, tiene que ser
(yp)-(xi)! =0  (producto escalar cero)
c) SiAessimétricay admite n =dim(E)
vectores propios, siempre se puede obtener para E una base

formada por vectores propios que ademas sea una base ortogonal
(los vectores son ortogonales dos a dos).
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En efecto, si los n valores propios ki son distintos, en virtud del
resultado anterior, la base obtenida con los vectores propios
asociados es ortogonal.

Si los valores propios tiene multiplicidad m1, m2, ..., mr,
(ml+m2+...+mr = n), vectores propios pertenecientes a distintos
subespacios Si asociados son ortogonales entre si. Por tanto es
suficiente que dentro de cada subespacio S; asociado
construyamos una base ortogonal (Podemos aplicar el método de
ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt), y reuniéndolos después
tenemos base ortogonal de E.

Ejercicios/Ejemplos:

1.- Sea el endomorfismo en R® definido por la siguiente matriz

simétrica
110
A=l1 1 0
0 0 2

Hacer un estudio completo obteniendo una base ortogonal y la
matriz del cambio de la base candnica a la citada base ortogonal.
Sol.:

a)Valores y vectores propios:

P(X) = X +4x2 -4x +0, X.(X* -4x +4) =0
= 0 simple
X p
{x = 2 doble

110 O=x+y
k1=0: (x,y,2). (1 1 0> =(0,0,0) --=> {O =x+y
0 0 2 0=2z

z=0,x=-y, y libre. Vector vl = (1,-1,0)
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-1 1 0
k2=2: (x,y,2). (1 -1 0) =(0,0,0)
0 0 O

--9{0 =Y e,
O=x-y

y libre, x =y : Vectores:
y=1, z=0 ---> v2 =(1,1,0),
y=0, z=1---> v3=(0,0,1)

Ortogonalidad: Los vectores v2, v3 han resultado ortogonales,
evidentemente (Casualidad, porgue no se ha buscado).

v1 debe ser ortogonal con estos dos (por ser asociado de
un valor propio distinto):

vi*v2=1-1=0, v1*v3=0+0=0
Tengo una base ortogonal: B = {v1,v2,v3}

Respecto de esta base el endomorfismo esta representado por la
matriz diagonal

0 00
Al={0 2 O
0 0 2

La matriz del cambio tiene por filas las coordenadas de la nueva
base en funcion de la primera (en este caso la candnica):

1 -1 0
B=<1 1 0>,
0 0 1
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Calculo su inversa: /B/ =[1] - [-1] = 2,
1 1 0 1 1 0
B’=<—1 1 0), Adj(B’)=(—1 1 0>,
0 0 1 0 0 2

0

1
b)Convierto la base anterior en una base ortonormal:
(1 -1
vi->ut=(%,2 0),

V2 -2 u2= (%\/—15 0),

V3 "9 U3 = (O; 0; 1)1
La matriz del cambio de base de la candnica a la nueva base

ortonormal es
0 (1 -1 0
Bl= 0 :Ti'< 1 1 0 )

< wl= Sl
< 3l= Sl

Bl’1=715.<—11 11 Oo)
0 0 2

Finalmente comprobaremos que se cumple la férmula del cambio
de base
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Al1=Bl1.ABl'=

1 -1 0 11 0 1 1 0
:iz.iz(l 1 0).(1 1 0).(—1 1 0):
0 0 2/ \0o 0 2 0 0 V2

0 0 0 1 1 0 00 0
2 2 0 >.<—1 1 0):1/2.(0 4 o>:
00 0 242 0 0 V2 0 0 4
0

2

00
= (0 2 ) = Al gue tenemos mas arriba.
0 0

2.- Supongamos que en R* a un determinado valor propio k le
corresponde como asociado el subespacio propio de dim = 2,
constituido por

S = {(xy.ax+by)}
Obtener dos en S dos vectores propios ortogonales.
Sol.: x, y son libres;
x=1,y=0--->z=a -2 vl1=(1,0,)
x=0, y=1,-->z=b-->v2=(0,1,b)
Impongo la condicidn de ortogonales: 0 =(1,0,a)*(0,1,b) =a.b

Si hago a=0, b libre, son ortogonales. También b=0, a libre nos da
vectores ortogonales.

Afirmamos que si tengo una base ortonormal B’ =

ulu2,....,un}, la matriz P de cambio de la base canénica B a
esta base ortonormal es ‘matriz ortogonal’, es decir P™ = P'
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Dem.: Siul=(all,al2,...,aln)
u2 =(a2l,a22,....,a2n)

unl = (anl,an2,.....,ann)

all al2 ....aln
la matriz del cambioes P = a2l a2z ....aZn ,

anl an2 ....... ann

all a21 .... anl
y su traspuesta P' = | #21 @22 ... azn
anl a2n ... ann
Hacemos el producto  P.P'=

all al2 ....aln all a21 ..... anl
a2l a22 .....a2n a2l a22 ..... a2n

anl an2 ....... ann anl a2n ...... ann

10....0
01...0

=1, porque siendo B’ base

00....1
ortonormal, las filas fi de P y columnas fj de P' cumplen
1, sij=i

fi*f) = {0, sij<>i
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2.8.- Forma de Jordan

Un endomorfismo en general no siempre sera posible
representarlo por una matriz diagonal, lo cual ocurre cuando no es
posible obtener una base formada por vectores propios, lo cual
ocurre, a su vez, del caracter de los valores propios.

En este caso tenemos una forma sencilla de representar el
endomorfismo mediante un tipo de matriz llamada ‘Forma de
Jordan’.

Su forma y método para obtenerla es la siguiente:

Supongamos que los valores propios distintos son: k1, k2, ...., kr,
con r < n, obtenidos al resolver

|A —x.I| =0, donde A es la matrizde fenla
base candnica.

La matriz de Jordan es de la forma

71 (0) ... (0)
J= ©) J2 ... (0) , donde (0) representa
© ... Jr

una matriz cero no necesariamente cuadrada, y cada J; es una
matriz central (situada en la diagonal de J) asociada al valor
propio k;.

Para que se entienda mejor lo que sigue supongamos que la
multiplicidad de ki es mi = 4 pero que la dimension del
subespacio de vectores propios asociado es de dimension 2

dim = 2 = dim(ker(A-ki.1)).
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Entonces la matriz J; esta formada como sigue:

ki0 0 O
[0 ki 1 0 N = = MXm:
Ji= 00 ki1l donde ord(Ji) = 4x4 = mxm;

0 0 0 ki
En la diagonal principal lleva ki, y en la linea paralela por encima
de la principal van ceros y unos de modo que los unos van
consecutivos a partir de la columna 1+dim(ker(A-ki.l)), en

nuestro caso 1+2 = 3. El resto de elementos de Ji son cero.
Ejemplos:

1.- Consideremos el endomorfismo f: R” --> R’ , representado
por la matriz A tal que

p(x) = (x-2)".(5x)*= 0

Sus valores propios: k1 = 2 multiplicidad 4, k2 =5 multiplicidad
3

Supongamos conocido que dim(ker(A-2.1))=3 y que
dim(A-5.1)=1

Vamos a obtener la forma de Jordan

=(1 @)
© J2

2000

— . - {0 2 00

k1=2: 1+3=4, J1= 00 2 1

00 0 2
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51 0
k2=5: 1+1=2, J2=<0 5 1)

0 05

Finalmente la matriz J

2 0 0 0.0 00
/0 2 0 0.00 0\
0 021.000
j= 000 2 .0 0O
0 00 0.5 10
\0 0O 0 0.0 5 1/
00 0 0.0O0O55
2.- Sea la matriz
4 2 6 2
[0 0 3 1 .
A= 00 2 4 determinar
0 01 2

a) Valores propios: p(X) =|A —x.I| =
= (4-X).(-x).(x*-4x) = 0
k1l =0 doble, k2 =4 doble
b) Subespacios propios asociados:

k1=0: A-0.I=A, dim(ker(A)) =4-ran(A)

0 31 4 6 2
IA/=410 2 4]=4.0=0, Encontramos [0 3 1=
012 02 4

=4.(12-2) <> 0, por lo que ran(A) = 3, y dim(ker(A)) = 1.
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Esto nos indica que A no es diagonalizable ya que k1 =0 es de
multiplicidad 2.

Vectores propios:

(x,y,z,1). =(0,0,0,0) -»>

S O O B
S oo
=N WO
N B =N

0 =4x
0=2x
0=6x+3y+2z+t
0=2x+y+4z+2t

0=3y+2z+¢

0=y+4z+2t Y= (4220 >

Xx=0,--> {

0=-3.(4z+2t) + 2z +t, 0=-10z -5t, t=-2z, z libre,
y =-4z + 4z = 0, y finalmente

ker(A) =<(0,0,1,-2)>

k2=4: A-4l= -4 3 1=
0 0 -2 4| |7,
0 0 1 -2

= [24+16]-[-96-4] <> 0
ran(A-k2.1) = 3 -- > dim(ker(A-k2.1)) = 1

Vectores propios:
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0 2 6 2
0 —4 3 1])\_ _
(x,y,z,1). 0 0 —2 4 =(0,0,0,0) -->
1 -2
0=2x—4y
{0:6x+3y—22+t
0=2x+y+4z—-12t
_ 0=15y—-2z+¢t _ _

0 = 5y+4z+(30y-4z) =35y -- >y =0, x =0,
t =2z, z libre, y por tanto

ker(A-k2.1) = <(0,0,1,2)>

c) Matriz de Jordan:

$$$$000$$$$
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Tema 3

Formas Bilineales

Formas Cuadraticas
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N
S
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3.1.- Formas bilineales. Expresion matricial

Sean dos espacios vectoriales E y E’ sobre el cuerpo R de los
reales, n = dim(E), m = dim(E’)

Definicion:
Llamamos ‘forma bilineal’ a toda Aplicacion
f: ExE’ --->R

(v,w) --- > k = f(v,w)
lineal respecto de cada una de las variables v, w
f(a.vi+b.v2,w) = a.f(vi,w) + b.f(v2,w)
f(v,a.wl+b.w2) = a.f(v,wl) + b.f(v,w2)
para todo par de vectores y todo par de escalares.

Ejemplo:

f(x,y) = x1yl + 2x2y1 - x3y1l + 2x1y2 + x3y2
donde x = (x1,x2,x3), y = (y1,y2)

Mas adelante se demuestra que es forma bilineal, si bien, como
buen ejercicio se le aconseja al alumno demostrarlo en este
momento.

Se veran varios ejemplos mas adelante

Expresion matricial de una f.b. respecto de sendas bases de E
yE’:

Sean bases B = {el,e2, ..., en} de E,
B’ ={el’,e2’,...,em’} de E’.

Siv=al.el+a2.e2+ ... +tan.en
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y w=Dbl.el’+b2.e2’+ ... tbm.em’, tengo
fv.w) = 3; ai. f (ei,w) = ¥; ai. (X; bj. f (e, ej")) =
=Y xjai.bj.f(ei,ej") =

=al.bl.f(el,el’)+al.b2.f(el,e2’)+... +
+al.bm.fel,em’) +
+a2.bl.f(e2,el’)+a2.b2.f(e2,e2°)+... +
+ a2.bm.f(e2,em’)

+ ak.bl.f(ek,el’)+ak.b2.f(ek,e2’)+... +
+ ak.bm.f(ek,em”)

+ an.bl.f(en,el’)+an.b2.f(en,e2’)+... +
+ an.em.f(en,em’)

Operando de otra forma
f(el,w)
/ f(e2,w)
f(v,w) = Y, xi. f(ei,w) = (x1,x2, ... ,xn). ' =

f(er.l, w)
2jyj-f(elej")
(ijj-f(elej')w
=(x1,x2, ... ,xn). ) =
kz,- yi.f(en, e,-'))

=(x1,x2, ... ,xn).
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f(el,el’) f(el,e2") ... f(el,em’) y1
f(e2,el") f(e2,e2") ... f(e2,em’) y2
fe3,e1l) .. f(e3,em’) || ¥3

k flenel) flen,e2)... }('éﬁ',';;ﬁ')) \y'm/

f(el,el”) f(el,e2") ... f(el,em')
f(e2,el") f(eZ,eZ’) .. f(e2,em")
| fe3,e1)...... f(e3 em)

Llamando B =

I
|
\f(en el) f(en eZ) f(en em)/

la expresaremos asi

f(x,y) = (x1,x2, ...., xn).B.

i
Es habitual llamar bij = f(ei,ej’) y B = (bij),
Para simplificar escribiremos

f(x,y) = x.B.y!
Caso particular cuando E = R*, E’ =R®

f:R3---> R3
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Si x = xlel+x2e2+x3e3, y =ylel+y2e2+y3e3,

siguiendo el proceso anterior llegamos a

f(el,el) fel,e2)
f(x, y) = (x1,x2,x3).| f(e2,el) |.yl + (x1,x2,x3).| f(e2,e2) |.y2
f(e3,el) f(e3,e2)
f(el,e3)
+ (X1, x2, x3).| f(e2,e3) |.y3
f(e3,e3)

y por tanto tengo la matriz

f(el,el f(el,e2) f(el,e3)
B=| f(e2,el) f(e2,e2) f(e2,e3) |, f(xy)=x.By'
f(e3,el) f(e3,e2) f(e3,e3)

Ejemplos:
1.- Sean E; y E’, espacios vectoriales, y sus base canonicas.
Defino
f: ExE’ --->R
del siguiente modo:
flel,el’) =1, flel,e2”) =2

f(e2,el’) =2, f(e2,e2’) =0
f(e3,el’)=-1, f(e3,e2’)=1
Matricialmente

1 2
B=(2 0)
-1 1
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Obtenemos la siguiente expresion:

1 2
1

f(x,y)=(x1,x2,x3).(2 o). Y1) 2
1 1 (y2>

_ y1\ _
= (x1+2x2-x3, 2x1+x3). (yz) =

= x1yl + 2x2y1 -x3yl + 2x1y2 + x3y2
Evidentemente, por la forma en que ha sido definida sera forma
bilineal.
2.- Supongamos la aplicacion
f.EsxE,-—->R
definida por la expresién
F(x(xi),y(yj)) = x1yl +2x2y1 -x3y1l + 2x1y2 +x3y2
Compruebo si es bilineal.
Sol.: f(a.x+b.x’,y) =
= f((ax1+bx1’,ax2+bx2’,ax3+bx3’),y) =

= (ax1+bx1’).yl + 2.(ax2+bx2’).y1 —(ax3+bx3’).yl
+ 2.(ax1+bx1’).y2 +(ax3+bx3’).y2 =

=a.(x1yl)+b.(x1’y1) +2(ax2y1)+2(bx2’yl) —

-a(x3y1)-b(x3’y1) +2(ax1y2) +2(bx1’y2) +a(x3y2)
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+b(x3’y2) =

= a.(xlyl +2x2y1 —x3y1 +2x1y2 +x3y2) +
+b.(x1’yl +2x2°y1 —x3’y1 +2x1’y2 +x3°y2) =

= a.f((x1,x2,x3),y) +b.f((x1’,x2°,x3"),y) =

= a.f(x,y) + b.f(x’,y).

Si es lineal respecto de X.

Del mismo modo se comprueba para la variable y.
3.2.- Cambio de base en las Formas bilineales
Sean E y E’ y sendas bases Sy S’

repectivamente, y sea A la matriz asociada a una aplicacion
bilineal dada

f: ExE’ --- > R.

Tomamos nuevas bases T 'y T’, y supongamos que Al es la matriz
asociada a f respecto de estas nuevas bases.

Si P1y P2 son las matrices del cambio de base en E y en E’,
respectivamente, y tenemos

(xi) = (xi").P1, (vj)=(yj’).P2, entonces
(xi).A.(yi)' = [(xi").P1].A.[(yi").P2] =

= (xi’).[P1.A.P27.(yj")'

de donde
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Al =P, AP, *)
A=PLALP,

Si las matrices del cambio las tomamos en la forma
(xi7) = (xi).P1, (yj°) = (vj).P2
f((x0), (vi) = (xi).A.(yi)'
f((xi),(yi") = (xi").AL(y})'
Por otro lado
f((xi)P1,(yj)P2) = [(xi).P1].AL.[(yj).P2)] =
= (xi).[P1.A1.P27.(yj)"
y por tanto
A=P.ALP;,
Al=P;LA(P)*!
Ejemplos:
1.- Sea la aplicacion bilineal f: R*R* --> R
f(x,y) = X1yl + x2y2
Obtengo su matriz asociada respecto de la base candnica

f(elel) =1.1+40.0 =1, f(el,e2) =1.0+0.1=0
f(e2,e1) =0.1+1.0=0, f(e2,e2) =0.0+1.1=1

e-(3 )
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Tomo otra base S’= {v1=(1,0), v2=(1,1)}

f(v1,v1)=1.140.0 = 1, f(v1,v2)=1.1+0.1=1
f(v2,v1)=1.141.0 = 1, f(v2,v2)=1.1+1.1=1

v-( )
Matriz del cambio P1= (1 0), 1= ( 1 0 )
=3

(5 "6 D6 )= DG )=
=(47%)

Compruébelo el Alumno sustituyendo en la igualdad (*).

2.- Sea una forma bilineal representada por la
matriz
(11 o B
Al= (1 2) respecto de la base S1 = {v1=(1,0), v2=(1,1)}.

Tomamos la nueva base S2 = {w1=(0,1), w2=(1,2)}, y deseamos
obtener la nueva matriz A2 para la f.b., y la matriz de cambio
entre las bases S1y S2.

Sol.:

Obtengo la matriz de paso de S1 a S2 expresando los vectores wl,
w2 en la base S1:

W1=a.v1+b.v2-->{0szb,b=1,a=-1
W2:a.v1+b.v2-->{1;fzb,bzzya:-l
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Tengo: wl =-vl+v2, w2=-v1+2.v2,
wl=(-1,1), w2=(-1,2) respect S1

p= (:} ;) , A2 = P.ALP

(5 2:G 2D 5)=6 DG 2)=G %)
(Comprobada y correcto)

Otra comprobacion:

Comprobamos el resultado calculando f(wi,wj) mediante la
expresion x1yl + x2y2:

Tengamos en cuenta que wl =(0,1), w2 =(1,2) estan expresados
en la base canénica {(1,0), (0,1)}

f(wl,wl) =0.0+1.1=1, f(wlw2) =0.1+1.2=2
f(w2,wl) =1.0+2.1 = 2, f(w2,w2) = 1.1+2.2 =5

1

Tengo (2

é) gue coinciden.

3.3.- Formas Cuadraticas

Partiendo de una forma bilineal vamos a definir una aplicacion
lineal f: E --- > R.

En primer lugar, en el contexto de las formas bilineales
restringimos el entorno de trabajo exigiendo que E’ =E y que la
forma bilineal f: EXE --- > R sea simétrica: f(x,y) = f(y,x).
Cuando y = x, tengo f(x,x). Esta condicion y = x supone una
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‘limitacion’ muy fuerte en el dominio de definicion de la forma
bilineal f. Pero asi sera.
Defi.:
Dada una forma bilineal simétrica
f: EXE --- >R, f(x,y),
le asociamos una nueva aplicacion

fc: E --- > R, haciendo que
fc(x) = f(x,x), y la llamaremos

‘Forma cuadratica’ asociada a f.

Si A es la matriz que representa la forma bilineal, también
representa la forma cuadratica fc:

fo(x) = (xi).A.(xi)",
(A es siempre matriz simétrica)

Caso E = R®:
Veamos como es su desarrollo cuando E = R®
all al2 al3\ /x1
(xl,x2,x3).<a21 a22 a23>.<x2) =
a3l a32 a33 x3
= (allx1+a21x2+a31x3, al2x1+a22x2+a32x3,

x1
al3x1+a23x2+a33x3). (x2> = ...
x3

= allx1?+ 2.a12x1x2 + 2.a13x1x3 + a22x2% +
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+ 2.a23x2x3 + a33x3?

Decimos que ésta es una expresion ‘homogénea de grado dos’
Forma polar asociada a una forma cuadratica:

Defi.:

Llamamos ‘forma polar’ asociada a la forma cuadratica fc(x) a la
‘forma bilineal’ de donde ‘procede’.

En efecto, tenemos el efecto reciproco. Si tengo una forma
cuadratica fc(x), queda definida de forma univoca una forma
bilineal como sigue, que sera su ‘forma polar’.
Desarrollo la f.c. como sigue:
fo(x +y) =f(x +y, x +y) =f(x, x +y) + f(y, x +y) =
=f(x, x) +1(x, y) + Ty, x) + (y, y),
e imponiendo que es simétrica
fc(x +y) = fc(x) + 2.f(x,y) + fc(y), de donde
f(x,y) = 1/2.[fc(x+y) -fc(X) -fe(y)]

Ademas puede interesar la siguente:

fo(x +y) -fe(x-y) = f(x+y,x+y) -f(x-y,x-y) =
=f(x,x) + 2.f(x,y) + f(y,y) -f(x,x) + 2.f(x,y) -f(y.y) =

=41(xy) --> f(xy) = 1/4.[fc(x +y) -fc(x-y)]

Ejemplos:
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1.- A la forma bilineal definida por la matriz

1 2 -1
A=l 2 3 0
-1 0 2

va asociada la forma cuadrética (con la misma matriz) cuya
expresion es

fC((X,y,Z)) = x? +4Xy -2%7 +3y2 +272
Compruébelo el alumno.

2.- Sea la forma cuadratica fc((x,y)) = -y* +2xy
Su matriz asociada es

_(0 1 .
A= (1 _1) , Y esta misma es la que

corresponde a la forma polar asociada.

Forma polar: x = (x1,x2), y = (y1,y2)

fo(x+y) = fo(x1+yl,x2+y2) = -(x2+y2)* +

+ 2.(x1+yl).(x2+y2) =

= -[x22 +y2? +2x2y?2] +2.[x1x2+x1y2+y1x2+yly?2]
fe(x-y) = fo(x1-y1,x2-y2) = -(x2-y2)* +

+2.(x1-y1).(x2-y2) =
= -[x2? +y2? -2x2y2] +2.[x1x2-x1y2-y1x2+yly2]

fe(x+y) — fe(x-y) = 4x1y2 +4x2yl -4x2y2
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Por tanto f((x1,x2),(y1,y2)) = x1y2 +x2yl —x2y2
Aplicando ésta a los vectores de la base usual (canonica):
el=(1,0), e2=(0,1)

f(el,e1) = 1.0+0.1-0.1 = 0,

f(ele2)=1.1+0.1-01=1

f(e2,e1) = 0.0+1.1-1.0 =1,

f(e2,62) = 0.1+1.0-1.1=-1

Obtengo ((f _ 11)
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3.4.- Diagonalizacion de una Forma cuadratica.
Método de Jacobi

Consiste en ‘pasar’ de la matriz A simétrica que la define a otra
matriz equivalente Al que sea diagonal.

Esto lo tratamos en el tema 2 para los endomorfismos, donde
llegamos a obtener los valores y vectores propios que permiten
nuestro objetivo.

Cuando lo hayamos calculado los valore propios tendremos,

respecto de la base formada por vectores propios asociados, una
matriz diagonal (lo expresamos en R®, por brevedad)

k1 0 0\ x
fC((X,y,Z)) = (X,y,Z).<O k2 0>(y> =

— 2 2 2 00 k3 z
= kl1.x"+ k2.y"+ k3.z

donde ki son los valores propios.

El célculo de los v.p. y vectores propios los obtenemos como
vimos en los puntos 2.2, 2.3, 2.4, del Tema 2.

Decimos que esta es la ‘expresion candnica’ de la cuadrica.

Meétodo de diagonalizacion de Jacobi:
Supongamos la f.c. que en la base candnica
S ={el,e2,e3} viene definida por la matriz

all al2 al3
A=|al2 a22 a23

al3 a23 a33
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Sabemos que si sus valores propios son:
k1, k2, k3

y S’ = {wl,w2,w3} es una base formada por vectores propios
asociados, la matriz que la representa en esta base es de la forma

k1 0 O
Al=|0 k2 0
0 0 k3

El método de Jacobi consigue relacionar los coeficientes aij de A
con los valores propios Ki.

Mas adelante utilizaremos los siguientes elementos extraidos de
A

Do =1, D1=2all (menor central de orden 1)

_lall al2
D2 = |a12 a22| (menor central de orden 2)
all al2 al3
D3=1a12 a22 a23| (menor central de orden 3)
al3 a23 a33

Suponemos que ninguno de éstos es cero.
Procedimiento (o Método) de Jacobi:

NOTA:
Es aplicable cuando los elementos D; sean todos no nulos.

Tomamos la forma polar f(x,y) asociada a la f.c.
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Construimos una base de vectores B’ = {v1,v2,v3} tomando cada
Vi como sigue:

vl =al.el
v2 =bl.el + b2.e2 @
v3=cl.el +c2.e2+c3.e3
gue cumplan las siguientes dos condiciones:

0, si i<>j

9) f("i’ej)z{L sij =i
0, si i<>j

0 fivp={y; S
Resolvemos para obtener los coeficientes al, bi y ci

Recordamos que f(x,y) = f(y,X) por ser simétrica.

kl=f(vlivl) =f(al.el,al.el) =al.f(elvl)=al.l=al ->
al = ki1, y por tanto k1 = al

k2 = f(v2,v2) = f(bl.el+b2.e2, v2) =
= bl.fel,v2) + b2.f(e2,v2) = b2.1 ->

b2 = k2
y por tanto k2 = b2

k3 =f(v3,v3) = f(cl.el+c2.e2+c3.e3, v3) =
= cl.f(el,v3) +c2.f(e2,v3) +c3.f(e3,v3) =
=c3.1 -> €3 =k3, y por tanto k3 = c3

Lo que acabamos de hacer significa que si construimos una base
B’ = {v1,v2,v3} como en (1), obligando a cumplir las
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condiciones a) y b), nos va a permitir obtener los valores propios
k1, k2, k3, y al mismo tiempo los vectores propios asociados.

Aplicacion practica:
Repetimos lo anterior pero haciendo intervenir la matriz A que
define la cuédrica.

Lo que sigue nos permite obtener la referida base construida en
(1). Observa que ahora si hacemos uso de la matriz A como dato
de partida:

all al2 al3
A=|al2 a22 a23
al3 a23 a33

Tengamos presentes las condiciones a), b):

- 0, si i<>j
Q) fuie)={y 5 2}

- 0, si i<>j
o) fivp={y; "

Operando

1="(vl,el)=f(al.el,el)=al.all-->

all
D D
al==, ki1==2
Dy Dy
Continto

0 =1f(v2,el) = bl.f(el,el) +b2.f(e2,el) =

=bl.all +b2.a12
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1 =1f(v2,e2) = bl.f(el,e2) +b2.f(e2,e2) =
=bl.all +b2.a22, vy tengo el sistema
{bl.all +b2.al2=0
bl.al2 4+ b2.a22=1"
Multiplico la primera por al2 y la segunda por all (método de
reduccién):

{ bl.all.al2 + b2.al12.a12 =0
bl.al2.al1l1l + b2.a22.al1l1 = all

Sustituyo la segunda por ella menos la primera:
b2.(a22.a11 —al2.a12) = all,

Observamos que el paréntesis es el desarrollo de

|21112 22122| gue designamos por D2,
Por tanto tengo
b2=2 ko=
Dy ' D,

Continto

0 =1f(v3,el) =cl.all + c2.a12 + c3.a13
0 = f(v3,e2) =cl.al2 + c2.a22 + c3.a23
1=1(v3,e3) =cl.al3 + c2.a23 + ¢3.a33

y tengo el sistema
cl.all +c2.a12+c3.a13 =0

Sistema{cl.al2 + c2.a22 + c3.a23 =0
cl.al3+ c2.a23+c3.a33 =1
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Resuelvo por Cramer

all al2 al3
M=1|al2 a22 a23
al3 a23 a33

La incdgnita es c3

all al2 O
c3=|al2 a22 0]:/M/-->
al3 a23 1
_lall al2j.
c3= 12 a22 1 IM/,

y con la notacion adoptada antes

Vectores propios asociados:

Si deseamos obtener la base B’ = {v1, v2, v3} tendremos que
obtener ademas el valor de los coeficientes b1, c1, c2. Estos los
conseguimos resolviendo por completo los sistemas antes
planteados.

bl.all+b2.a12 =10

Sistema {bl.alz +b2.a22=1"

Multiplico la primera por a22 y la segunda por al2 (método de
reduccion):

{ bl.all.a22 + b2.al12.a22 =0
bl.al2.al2 + b2.a22.al12 = al2
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Sustituyo la segunda por ella menos la primera:
bl.(al2.a12 -all.a22) = al2,

donde el paréntesis es el desarrollo de

_ 12
| y tengo bl = D—

2

|a11 al2
al?

Sistema
cl.all+c2.a12+4+c3.a13 =0
Sistema {cl. al2 +c2.a22 +c3.a23 =0
cl.al3 +c2.a23+c3.a33 =1

Resuelvo por Cramer
all al2 al3
M = (alZ a2?2 a23)
al3 a23 a33

La incognita c1

0 al2 al3
cl=10 a22 a23

1 a23 a33
a12 a13| M,

M/ ->

cl=

all 0 al3
c2={al2 0 a23
al3 1 a33

M/ -->

all al3

©2="|a12

| M,

Resumiendo: La nueva base esta formada por:
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vl=1/allel

12 11
v2=-22p1+% 62
D D

2 2
al2 al3j. _|a11l al3|. Dy
g 6123| IM/.e1 -| |- M).62 + 2 3

v3= | al2 a23 X

Debemos probar ahora que son vectores propios asociados a los
valores propios

kl=1/all

Por la construccién de la nueva base es claro que
o (ki, sij=1i

fvi.vj) = {O, en otro caso

y por tanto la forma cuadratica queda representadas por
k10 0
Al=(0 k20
- 0 .0 k3 - - -

Es evidente que vi.Al = ki.vi, lo que muestra que vi es vector
propio asociado a Ki.
3.5.- Clasificacion de las formas cuadricas

Defi.:

Es habitual la siguiente clasificacion de formas cuadraticas:
Decimos que es

a) Definida positiva si fc(x)>0, para todo x # 0
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b) Definida negativa si fc(x)<0, para todo x # 0
c) Semidefinida positiva si fc(x) = 0, para todo x # 0
d) Semidefinida negativa si fc(x)< 0, para todo x # 0

e) Indefinida si existen x # 0 con fc(x)>0, y existen x= 0
con fc(x) <0

Veremos dos procedimientos para conseguir el tipo de una forma
cuadratica.

A) Si conocemos sus valores propios, y teniendo en cuenta

que toda forma cuadréatica puede ser expresada de la
forma

k10 0
Al=(0 k20
- - 0 0 .IC3 - -
la clasificacidn anterior nos lleva a la siguiente, segln se

comporte la lista de valores propios ki,i=1,2,...,n,:

a) Si todos los ki son positivos -- >Definida positiva
b) Si todos los ki son negativos -- >Definida negativa

c) Silos ki son positivos o ceros — >
Semidefinida positiva

d) Si los ki son negativos o ceros — >
Semidefinida negativa

e) Si existen valores ki positivos y otros negativos, y
posiblemente ceros, entonces queda Indefinida

B) No conocemos los valores propios. Tomamos la matriz

100



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

all al2 al3
A=|al2 a22 a23 | asociada,y calculando
al3 a23 a33

los menores centrales (o principales) como hicimos en el punto
3.4:

Do=1, D1=all,
all al2 al3
D2:|Zg Zg ,  D3=|al2 a22 a23|,
al3 a23 a33

Teniendo en cuenta los resultados del método de Jacobi para el
calculo de los valores propios ki, obtuvimos que

kl=20 ko=P1 (3=L2

Dy D, D5
Entonces podemos afirmar:
a) SiD0>0,D1>0,D2>0,D3>0, entonces es Definida
positiva
b) SiDy>0,D1<0,D2>0,D3<0, ..., esto es, alternando
el signo, entonces es Definida negativa

¢) Sino se cumple a) ni b), pero todos son no nulos,
entonces es Indefinida

d) Cuando alguno de los menores Di sea cero, aunque no es
posible obtener los ki, tenemos:

-Si los restantes son > 0 -- > Semidefinida positiva.

-Si la sucesion Dy, D1, D2, D3, ... presenta alternancia
del signo: +, -, +, -, +, ... --- > Semidefinida negativa.

Esta clasificacion es valida para cualquier matriz Simétrica.

101



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

NOTA: Por tanto sera de aplicacion cuando estudiemos las
Conicas y las Cuédricas.

Ejemplos:

2
1.- El Hiperboloide: x2 — y: — z? = 1 seré cortado por el plano
m: 2x -y = 0. Clasificar la conica resultante.

2_ ¥ _ 2 _
Sol.: Interseccion {x 7z =1
2x—y =0

2
y=2x—>xz—4%—z2 =1->-22-1=0,22+1=0
z=+1i->(z+i).(z—)=0. Producto de dos rectas imaginarias.

2.- Una forma cuadréticas viene definida por la matriz

030
A=(3 0 4], referidaa la base candnica.

040
Sol.: Comprueba que D1=0,D2=-9, D3=0

No podemos aplicar el método de Jacobi porque D3 es cero.

Aplicamos el método del polinomio caracteristico

-x 3 4
3 —x 4 |=-x +0.x* +25x +0,
0 4 —x

y sus raices son: k1 =0, k2 =5, k3=-5

0 0 O
con lo cual A1=<0 5 0)

0 0-5
La forma es indefinida.
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3.- Clasifica la cuadrica: x* +y* + 2xz + 2yz -1 =0

Sol.-

, Det(A) =2

1 0 1
A44 =10 1 1], Det(A44) = '2,
1 10

_|10
Dl - |0 1 ’
Se trata del Hiperboloide con una hoja.

4.- Clasifica la cuadrica:

X2 +y* + 47> —4yz + 4y -82 +4=0
Sol.-

0 0 O
— -2 2 — —
A= _a ) Det(A) =0, Ran(A) = 2

1
0 1

0-2 4
0 2-4 4

1 0 O
A44 = <O 1 — 2>, Det(A44) = 0,
0 -2 4
10
D, = |0 )

Se trata de una cuadrica degenerada formada por el producto de
dos planos (imaginarios):
0=X’+y* +47° —4yz + 4y -8z +4 =
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=2+ (y-22+2)°,

Tengo: x =/ —(y — 2z + 2)2 = (y-2z+2).,
X=-/—(y — 2z + 2)% = -(y-2z+2).i

x—(y—2z+2).i=0

Planos: {x +(y—22+2).i=0

3.6.- Meétodo de Gauss para la clasificacién de una cuadrica
La explicacién y comprension de este método s6lo es posible
mediante casos practicos. Si podemos decir que consiste en hacer
desaparecer (por absorcion) los términos del tipo a.xy, ¢.xz, ...,
mediante el llamado ‘ajuste de cuadrados’.

Ejemplo:

1.- La estudiada antes: fc(x, Yy, z) = 6xy + 8yz

Hacemos fc(x, Y, z) = (x+3y)? —(x? +9y?) + (y+4z)*

—(y? +167°) = (x+3y)® + (y+42z)* —(x* +10y* +16Z°)

Existen ternas como (0,0,1) para las que toma valor cero.
También en (0,1,0) y (0,0,1). Por lo que afirmo que es indefinida

pues ‘existira’ alguna terna para la cual domine el tltimo término
dando valor negativo.

0 3 0
Por estudio matricial: A = <3 0 4)
0 4 0

Do=1, D1=0,D2=-9, D3 =0, por lo tanto es indefinida.
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2.- Otro caso: fc(x, Y, z) = x* -3xy + 2y + 72
Hago fc(x,y, z) = (X* +y* -2xy) Xy + y* + 2° =

= () + Gy -2

si bien podrian encontrarse otras expresiones.
Puede existir ternas para las que domine el tercer término y por
tanto tomaria valor negativo.

1 -2 0
Matricialmente: A = _% 2 0
0 0 1
1 1
D0=1,D1=1,D2=--,D3=-=
4 4
Es indefinida.
NOTA:

Estos dos ejemplos son suficientes para que el alumno comprenda
que no se aplica un ‘procedimiento concreto’, sino agudizando la
intuicion.

$$$$000$$$$
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Tema 4

Espacios Afines
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4.1.- Recordatorio: Espacios Afines

Pretendo presentar una introduccion a este tipo de Espacios
estudiando dos casos concretos, uno sobre R* y el otro sobre R®.

Def.:
Sea una aplicacion f: RR? --- > \/, ,
(A, B) --> v =AB, vector

donde V, es el espacio vectorial de los vectores libres sobre el
plano R

Observa que A 'y B son puntos del plano:
A(al, a2), B(b1, b2)
Supongamos que f cumple estas Propiedades:

a) Paracada punto A, y cada vector v, existe el punto B tal
que v =AB = f(A, B)

b) f(A,B)=0,siy sélosiB=A
c) Paratodaterna A, B, C, si AC = AB + BC, entonces

f(A, C) = f(A, B) + (B, C)

Entonces decimos que (R?, f) es una estructura de Espacio Afin
asociado al espacio vectorial V,, de dimension igual a la de V2.
Lo designaremos por E,.

Consecuencia de a): B=A+v

Analogamente en el caso de R® tenemos
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f: RR®--- > V,
(A, B)--> v=1(A, B), vector
donde V; es el espacio vectorial de los vectores libres en RS,

Evidentemente cumplen las propiedades anteriores, y tenemos
una estructura (R?, f) de Espacio afin asociado a V3, de dim =3, y
gue designaremos por Es.

En lo que sigue tomaremos el espacio afin E; para introducir
nuevos conceptos, su generalizacion es evidente.

4.2.- Sistema de referencia
4.2.1.- En el Plano. Cambio de Sistema de referencia
Defi.:

Un sistema de referencia en E2 es un conjunto S = (O; B =
{e1,e2}) donde O es un punto que hemos fijado en R*y B =
{el,e2} es una base de V2.

a

al
el

Respecto de este sistema de referencia
-Los vectores de V2: v = x1l.el+x2.e2, v =(x1, x2)

-Para los puntos: X =0 + OX = (0, 0) + (x1, x2)
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e3

as
el

B=A+v-> (blb2)=(al, a2) + (x1,x2)
Vectorialmente: OB=0OA+vVv
Cambio de Sistema de referencia en el Plano:

Cambio de sistema de referencia viene a ser un cambio de base y
ademas un posible nuevo origen.

Si deseamos cambiar del sistema S = (O; B = {el, e2}) al sistema
S’ =(0’; B’ = {vl, v2}) necesitamos expresar los vectores vi de
la nueva base B’ en funcion de los vectores de B (6 al revés), y
ademas disponer como dato las coordenadas del punto O’
respecto del sistema S, @, lo que es equivalente, la expresion del
vector OO’ en la base B:

Sean
OO’ =bl.el +b2.e2

{vl =all.el+al2.e?2 1)
v2 =a2l.el +a22.e2

all a12)

Tengo la matriz A = (a21 022

Para un punto P(x1, x2) cualquiera referido al sistema de
referencia S, tenemos
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OP =xl.el + x2.e2, y también

OP=00’+0O’P, estoes

xl.el +x2.e2 = (bl.el+Db2.e2) +yl.vl +y2.v2,
xl.el+x2.e2 = (bl.el + b2.e2) +yl.(all.el + al2.e2) +
+y2.(a2l.el + a22.e2), Yy portanto

{xl = yl.all + y2.a21+ bl
x2 =yl.al2 + y2.a22 + b2

Matricialmente

all al2
(x1, x2) = (b1, b2) + (y1, y2).(a2 h azz)
0 bien
all al2 O
(X1, x2,1) = (y1, y2, 1).(a21 a22 o)
b1 b2 1

(Antiguas en funcion de las nuevas coordenadas)

Las filas de la matriz A son las coordenadas de los vectores de la
nueva base, vj, respecto de la primera.

all al2

Decimos que A = (a21 022

) es la matriz de cambio de base

de la base B = {el,e2} alanueva B’ = {v1,v2}.
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Si deseamos obtener las nuevas coordenadas (yj) en funcién de
las antiguas (xi), basta obtener la matriz inversa Ay, teniendo
en cuenta que

(x1-bl, x2-b2) = (y1, y2).A,

tengo
(y1,y2) = (x1-bl, x2- b2).A™
all al2 O
También, sillamo M = <a21 a2? 0)
b1 b2 1

tengo (y1,y2,1) = (x1,x2, 1).M*

NOTA: En la préctica se suele utilizar la siguiente
notacion: P(X, y) en el sistema de referencia S, P(x’, y’) en el
sistema de referencia S’:

all a12)
a2l a22

(x.y) = (01,b2) + ()
(Antiguas en funcion de las nuevas coordenadas)
Ejemplo: En el plano

Sea el sistema de referencia S: <O; {el, e2}>, y el nuevo sistema
de referencia S’ =<O’; {vl, v2}>, siendo

{171 =3.el+2.e2
v2= el—3.e2’

320
Sol..: M={1-3 0
111

(x1, x2, 1) =(y1,y2,1).M

00’ =el +e2
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SiQ(-1,2) enels.r. S’, para el s.r. S tenemos:

320
(-1, 2,1). (1 -3 0) , de donde
1 11

x1=0

x2=-7->Q(0,-7)enels.r.S.
1=1

Una comprobacion:

(y1,y2,1)=(x1,x2,1).M71

—3 -2 0
Det(M) = -11, M'lzl—i.(—l 3 0)
4-1-11

El alumno comprobara que M.M™ = |

Entonces

. -3 -2 0
viLy21)= —=.(0-71). <—1 3 0)
4-1-11

de donde
—.(11,-22,-11) = (-1, 2, 1)
que es lo que esperabamos.

Exactamente igual procederiamos en el caso de un cambio de s.
de referencia en el Espacio.

4.2.2.- En el Espacio. Cambio de sistema de referencia

Defi.:
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Sistema de referencia en E3 es un conjunto S = (O; {el, e2, e3})
donde O es un punto que hemos fijado en R®y B = {el, e2, e3} es
una base de V3.

a3

(=
el

Respecto de este sistema de referencia

-Los vectores de V3: v =xl.el +x2.e2 + x3.e3
v = (X1, X2, x3)

-Los puntos: X =0 + 0OX =(0,0,0) + (x1, X2, x3)

el
a

T

B
ez
el

B=A+v-->(bl, b2, b3) =(al, a2, a3) + (x1, x2, x3)
Vectorialmente: OB=0OA+vVv

Cambio de Sistema de referencia en el Espacio:
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Cambio de sistema de referencia viene a ser un cambio de base y
ademas un nuevo origen.

Si del sistema S = (O; B = {el, 2, e3}) deseamos cambiar al
sistema S” = (O’; B’= {vl, v2, v3}) necesitamos expresar los
vectores vi de la nueva base respecto de la primera (6 al revés), y,
ademas las coordenadas del punto O’ respecto del sistema S, 6 lo
que es equivalente la expresion del vector OO’ en la primer base:

OO’ =bl.el +b2.e2 +b3.e3
Sea

vl =all.el +al2.e2+ al3.e3
v2 =a2l.el +a22.e2 + a23.e3
v3 =a3l.el +a32.e2 + a33.e3

)

Para un punto P(x1, x2, x3) cualquiera referido al sistema de
referencia S, tenemos

OP =x1.el + x2.e2 + x3.e3, y también

OP =00’ + O’P, y en coordenadas tengo
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xl.el +x2.e2 + x3.e3 = (bl.el + b2.e2 + b3.e3) +
+ylvl+y2v2+y3.v3,
x1.e1+x2.e2+x3.e3 = (bl.e1+b2.e2+h3.e3) +
+yl.(all.el+al2.e2+al3.e3)+
+y2.(a2l.el +a22.e2 +a23.e3) +

+y3.(a31l.el+a32.e2 + a33.e3),

x1l.el +x2.e2 + x3.e3 = (bl.el+b2.e2+b3.e3) +
+ (yl.all +y2.a21 +y3.a31).el +

+ (yl.al2 +y2.a22 + y3.a32).e2 +

+ (yl.al3 + y2.a23 + y3.a33).e3, y por tanto

x1 = yl.all + y2.a21 + y3.a31+bl
x2 =yl.al2 + y2.a22 + y3.a32 +b2
x3 = yl.al3 + y2.a23 + y3.a33 + b3

Matricialmente

all al2 al3
(x1, x2, x3) = (y1, y2, y3).(a21 a2?2 a23) + (b1, b2, b3)
a31 a32 a33

(Antiguas en funcion de las nuevas coordenadas)

Las filas de la matriz A son las coordenadas de los vectores de la
nueva base, vj, respecto de la primera.
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all al2 al3
Decimos que A=( a21 a22 a23 |eslamatrizdel cambio
a3l a32 a33

de labase B = {el,e2,e3} alanueva B’ = {vl,v2,v3}.

Si deseamos obtener las nuevas coordenadas (yj) en funcion de
las antiguas (xi), basta obtener la matriz inversa A™ y, teniendo en
cuenta que

(x1-b1, x2-b2, x3-b3) = (y1, y2, y3).A , tengo
(y1, y2, y3) = (x1-b1, x2-b2, x3-b3).A™
También podemos expresarlo asi

all al2 al3
a2l a22 a23
a3l a32 a33
bl b2 b3

(x1, x2,x3, 1) = (y1,y2,y3, 1).

_ oo o

all al2 al3 0
a2l a22 a23 0
a3l a32 a33 0
bl b2 b3 1

(y1,vy2,y3, 1) = (x1, x2, x3, 1).M*

y,si M=

NOTA: En la préctica se suele utilizar la siguiente notacion:

P(x, v, z) en el sistema de referencia S, P(x’, y’, z’) en el sistema
de referencia S’, y entonces

all al2 al3
x,y,2)=(x’,y’, z’).(aZl a2? a23> + (b1, b2, b3)
a31 a32 a33

(las antiguas en funcién de las nuevas coordenadas)
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Ejemplo:

Sean los sistemas de referencia S = (O; B = {el,e2,e3}) donde B
es la base candnica y por tanto es ortonormal, y S” = (O; B’ =
{v1,v2,v3}) donde B’ viene determinada por

vl =el+e2—e3
v2=-cel + e3
v3=el —2e2—e3

Observa que el origen de cada s.r. no se modifica.

La base B’ es ortogonal pero no ortonormal:

vI*v2 = (1,1,-1).(1,0,1) = ....= 0
vi*v3 = (1,1,-1).(1,-2-1)=....=0
v2*v3 = (1,0,1).(1,-2,-1) = .... = 0

Matriz del cambio de base
1 1 -1
A=(1 0 1)
1 -2 -1

1 1 -1
Entonces (X, ¥, z) = (X’, y’, Z°). (1 0 1)
1 -2 -1

Supongamos que P(2, 3, 3) respecto de S.
Deseo obtener los valores (x’, y’, z’) respecto de S’.
Tengo dos caminos para obtener (x°, y’, z’):

Primero:
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2=x"+y' +72
Resolviendo: {3 = x' — 2z’
3= —x"+y' -7

5=2y'
Sumando 1%y 32: 3=x'-2z ->
3=—x'4+y' -7

i x'=3+27 A
y_5/2'> 3=—(3+22’)+§—Z,_>6_5/2__3Z’

z’=-7/6, x> =3 -14/6, x> =4/6
x’,y’,2)=(0,6667; 2,5, -1,1667)
Segundo:  Obteniendo la inversa de A:

Obtengo la inversa A™ : /A/ = [0+1+2]-[0-1-2] = 6

1 1 1 2 3 1
At=<1 0 —2), Adj(A‘):<2 0 —2)
-1 1 -1 -2 3 -1

| DIN G N
N
o | w
|
|-
\_

o olw

= (4/6, 15/6, -7/6) = (0,6667; 2,5 ; -1,1667)
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gue coincide con el resultado anterior.

4.2.3.- Otra forma para el cambio de Sistema de referencia,
utilizando los cosenos directores

En primer lugar hacemos un estudio tedrico y después lo
aplicamos al ejemplo anterior.

NOTA:
Intencionadamente cambiamos ligeramente la notacién.

Como mas arriba, sean los Sistemas de referencia S = (O;
B={el,e2,e3}), S’ =(0’; B’={ul,u2,u3})

A) Utilizamos los cosenos directores

R=%a +p +c
v = &g.ul +b.u2 +c.u3d

y!

x! n

Supongamos que B’ = {ul,u2,u3} es ortonormal:

ul = bll.el + bl2.e2 + b13.e3
u2 = b2l.el + b22.e2 + b23.e3
u3 = b31l.el + b32.e2 + b33.e3

ulxv bl1l.a+b12.b+b13.c
cos(f1) = R* = -~
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2 b21.a+b22.b+b23.
cos(f2) == R*v =224 - <
3 b31.a+b32.b+b33.
cos(f3) = =22 =22 <
R R
Ahora tenemos

x" =R.cos(f1) =bll.a +bl12.b +bl3.c
y' = R.cos(f2) =b2l.a +b22.b +b23.c
z' = R.cos(f3) = b31.a +b32.b +b33.c

Matricialmente, y aplicandolo a un punto cualquiera P(x,y,z)
referido a S,

b11 b21 b31
(xy’,z’) = (x,y,2).\ b12 b22 b32

_ b13 b23 b33
Compruebo Sl esta matriz es ortogonal:

b11 b21 b31\ /b1l b12 b13
b12 b22 b32|.{b21 b22 b23|=
b13 b23 b33/ \b31 b32 b33

b11.b11 + b21.b21 + b31.b31 =ul*ul =1
b11.b12 + b21.b22 + b31.b32 = ul*u2 =0

y analogamente en los casos restantes.

b1l b21 b31
Entonces, siendo P = b12 b22 b32 | ortogonal
b13 b23 b33

se cumple P = P!, y entonces de la anterior obtengo
b1l b12 b13>

(x,y,z)=(x’,y’,z’).<b21 b22 b23
b31 b32 b33
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y vemos que este resultado coincide con el obtenido més arriba.
Aplicacion del método anterior:

Tenemos los datos

(u1=i. el+e2—e3
vl =el+e2—e3 \1/?( )
v2 =el +e3 > u2 :TE'(el + e3)
v3=el—2e2—e3 L 1
u3—ﬁ.(e1—2e2—e3)

*)
Entonces
B3 o8 V3 Wz V6
3 3 3 \ / 3 2 6 \
p=| 2 Vo opi=| B 26
2 2 3 6
Ve 26 o6 / \—_ﬁ vz i@/
6 6 6 3 2 6
Aplicéndolo

(x,y,2) = (x",y’,2’).P
xy’,z')= (X,y,z).Pt

En nuestro caso concreto

B
3 2 6 \
Wy 2)=@33).[2 o 2e|=
ERE —_\/3/
3 2 6

:(ﬂ 5.v2 =7.+6

3’2’6):
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= (1,1547, 3,535534, -2,857738)
Obtenemos el mismo resultado.

B) Proyectando ortogonalmente el punto P(a,b,c) sobre cada
uno de los planos 0x’y’, 0x’z’, 0y’z’

Lo explicamos aplicandolo al mismo caso (*) visto en el método
A).
Sobre el plano 0x’y’:

3
!+ Pla,b,c)
A
0F = a.eltb.e2+c.e3

i
P

X'

Este plano queda determinado por los vectores

vl =el +e2 —€3,
v2=el + e3

que son ortogonales pero no estan normalizados.

Normalizamos aunque no los utilizamos ahora: /v1/=+/3, 2/

=2

Obtengo: ul = ‘/3—§ .vl, u2 =
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Su producto vectorial v1 ~ v2:

el e2 e3
w=[1l 1 —1f=....=el-2.e2-e3=V3
1 0 1

w es director de cualquier recta perpendicular a 0x’y’. La recta s
ortogonal a este plano y que pasa por P queda determinada por
s: 0Q = OP + k.w,
s: 0Q = (a+k).el +(b-2k).e2 +(c-k).e3

donde Q es el punto genérico de s. La condicidn para que Q esté
en el plano Ox’y’ es que existan valores k1, k2 tales que

0Q =k1.vl + k2.v2 = k1.(el+e2-e3) +k2.(el +e3)=
= (k1+k2).el +k1.e2 +(-k1+k2).e3

Igualando obtengo

(a+k).el +(b-2k).e2 +(c-k).e3 =
= (k1+k2).el +k1.e2 +(-k1+k2).e3

a+k=kl+k2
b—2k= ki > K1L=b-2k - > {
c—k= —k1+k2

k2=a+3k—-Db
k2=c—-3k+b

a+3k-b=c-3k+b->6k=2b-a+c-->
k = (2b-a+c)/6 -> k2 = (a-b)+ 3(2b-a+c)/6,
k2 = (3a +3c)/6, k1l =Db-2.(2b-a+c)/6,
k1l = (2a +2b -2c)/6

SiP(233)->a=2b=3,c=3, >
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k1l =4/6, k2 =15/6,

Este resultado significa que en el sistema de referencia S’ = (O;
B’={v1,v2,v3}), las coordenadas de la proyeccion Q’ de P sobre
el plano Ox’y’ son

4 15
_ G % 0)
Vectorialmente:
¢ 2 0)=2vi+2.v2+0v3=
6 6 6 6

22.\/§.u1 +%.\/§.u2 +0.u3 =

243 ’ﬂ , 0) =
3 2

= (1,1547; 3,535534; 0)

gue coincide con los resultados anteriores.

Las dos primeras coinciden con las coordenadas de P en el
referido sistema de referencia.

La tercer coordenada podemos obtenerla proyectando el punto P
sobre el plano Ox’z’, 0 sobre Oy’z’, por el mismo procedimiento.

NOTA:

Quiero hacer notar que parte de los calculos realizado han sido
motivados por el hecho de corroborar los resultados, y para que el
alumno comprenda que podemos disponer de diferentes
procedimientos para llegar al mismo resultado.

Si Ortonormalizamos la base B’ obteniendo
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(u1=i.v1
vl =el+e2 —e3 \43_ vl =+/3.ul
v2=cel +e3 >B’= u2=TE.v2 > 2 =2.u2
3=el—2e2—e3 _
vi=e e2—e Lu3=\/_1€.v3 v3 = 6.u3

y en este caso, respecto del sistema de referencia S* =
(O;B’={ul,u2,u3}), las coordenadas de P son

( 3
x' = 4.% = 1,1547
V2
| ¥/ =15.--=35355
: V6
\ zZ = —7.?: —2,8577

Observa que obtenemos el mismo resultado.
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4.3.- Angulos de Euler en un cambio de s.d.r.

NOTA:

Incluyo este apartado por motivos ‘ilustrativos’ y no por motivos
practicos, pues hemos visto en los ejemplos anteriores cémo
realizar un cambio de sistema de referencia con relativa facilidad.
En COMPLEMENTOS (pég. 433) se trata con todo detalle estos
temas.

Un caso frecuente de cambio de s.d.r. lo tenemos cuando las
bases B y B’ son ortonormales y los origenes O y O’ coinciden.
Es el caso de un giro con centro en el origen de coordenadas.

En estas condiciones la matriz A de paso de la base B a la base B’
es ortogonal, es decir que A'= A™

En efecto:
(xi)Ts(yj)" es el producto escalar x*y en la base B

(xi’)Tg:(yj")" s el producto escalar x’*y’ en la base B’
Como (xi) = (xi’).A, (xi)'=Al(xi’)', tengo
(xi)Ta(yj)' = [(xi*).A].Te.[A .(xi")] =
= (xi").[A.Tg.A"l.(xi")!, de donde Ty = A.TgA

Pero por ser bases ortonormadas, tanto Tg como Tg: coinciden
con la identidad I, y por tanto

I=AA!, dedonde A'=A"

De este modo tendriamos
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all al2 al3
xy,2)=(xy’,2)). | a21 a22 a23), Y
a3l a32 a33

all a21 a3l
x,y,2)=(xy,2). | al2 a22 a32
al3 a23 a33

Continuando tenemos

all al2 al3
A=(a21 a22 a23] ,ytengo AA'=I
a3l a32 a33

all al2 al3 all a21 a3l 10 0
a2l a22 a23)|(al2 a22 a32|={0 1 0],

a3l a32 a33/ \al3 a23 a33 0 01
de donde

(all? + a12? +a13%2 =1
all.a21+:-. =0
all.a31+--.=0
a2l.all+--.=0

1a212 + a22%? +a23? =1 (2)
a2l.a31+4+--.=0
a3l.all+--.=0
a3l.a21+--.=0

\a31? + a32?2 +a33* =1 _ B
Deseamos resolver el sistema (2) cuyas incégnitas son aij.

El Caso de R*:
Con el fin de comprender en toda su profundidad lo que debemos
hacer para resolverlo, lo tratamos en primer lugar para el caso de

RZ.
o, 11 al2
Tengo: (X,y) =(x’,y )'(221 661122)

129



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

s s 11 a21
)=y (85 %0)

La matriz A = (Z;} Z;%) cumple A.A' = |, y por tanto obtengo
el sistema
(all a12) (all a21) _ (1 0) s

a2l a22/ \al2 a22 01

all?+al2? =1
all.a21l +al2.a22 =0
a2l.all +a22.a12 =0

a21? 4+ a22*> =1

@y

Si g = Ox*Ox’ (angulo formado por Ox, Ox”), una solucion para
el sistema (2)’ es

all =cos(g), al2=sen(qg),
a21 = -sen(g), a22 = cos(g)

cos(g) sen(g))

con lo cual A= (_gen(g) cos(g)

., .. (cos(g) sen(g)
X y)=&,y). (—sen(g) COS(Q))

Otra solucion la obtengo cambiando la orientacion del angulo:
Tomando g’ = -g, esto es

g’ = Ox’*Ox (angulo formado por Ox’, Ox)
con la cual la matriz toma la forma de la traspuesta de la anterior:

all =cos(g’), al2=-sen(g’)
a2l =sen(g’), a22=cos(g’)
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cos(g) - sen(Q’))

)= (ontsn conten

Si en la figura intercambiamos los papeles entre (X, y) y (x’, ¥°),
teniendo en cuenta el d&ngulo g’, tenemos

oy cos(g’) —sen(g)
(X’Y)_(Xa y)(sen(g’) COS(g,))

obien (1,)= (—C(s)zv(i%q)') Ssg.%?))' G)

(Comprobada)

Observa la figura
¥

¥ '

. Pix,¥)
P(x',y")
el y |
u2t PR I _x
// L. -

a
<l

o .
/%( X x = x'.cos(g)- y'.sen(g)

@ el x ¥ =x'.sen(g)+ ¥'.cos(g)

Téngase en cuenta que sen(g’) = -sen(g) por tener g’ de
orientacion contraria a la de g.
“g es el llamado angulo de Euler”, caso del plano.

Otra forma de obtener (x°, y’) en funcion de (x, y):
{x =x'.cos(g) —y'.sen(g)
y =x".sen(g) +y'.cos(g)

Multiplico por ...
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{x. cos(g) = x'.cos?(g) — y'.cos(g).sen(g)

-> sumandolas
y.sen(g) = x'.sen?(g) + y'.sen(g).cos(g)

{x. cos(g) +y.sen(g) =x'
y = x".sen(g) +y'.cos(g)

Multiplico en aquella por ....

x.sen(g) = x'.sen(g).cos(g) — y'.sen?(g)

-- > restandolas
y.cos(g) = x'.cos(g) .sen(g) + y'.cos?(g)

x.sen(g) —y.cos(g) = -y’

y =x'.sen(g) +y'.cos(g)
x' = x.cos(g) + y.sen(g)

4 —_—

y' = —x.sen(g) + y.cos(g)

Matricialmente

, W cos(g) — sen(g)
x7, ¥y = (x, y).( sen(g) cos(g) )
0 bien

(x’) _ ( cos(g’) sen(g") ) (x)
y' —sen(g') cos(g)/) \Y
gue coincide con el resultado anterior.

El Caso de R*:
Volvemos al sistema (2) obtenido antes:
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all? + a12?2+al3? =1

all.a21+--. =0
all.a314+--.=0
a2l.all+--.=0
1a21? 4+ a222 +a23%2=1 (2)
a2l.a31+--.=0
a3l.all+--.=0
a3l.a21+--.=0

a31>+a32?2+a33%2=1

Para resolverlo, razonando geométricamente, Euler pensé en
hacer coincidir los dos sistemas de ejes ortogonales (bases
ortonormales) mediante un giro G, y observo que siempre es
posible conseguirlo realizando tres giros G1, G2, G3, cuyo eje de
giro sea siempre uno de los ejes del sistema de referencia ‘activo’
(el primero es el sistema S, y a continuacion el s.d.r. resultado del
giro realizado).

Enel Tema 9, punto 9.2, realizamos un estudio detallado y
obtenemos el valor de los angulo g1, g2, g3, necesarios para un
giro cualquiera que lleva del s.d.r. S al nuevo s.d.r. S’.

Presento el resultado obtenido en cada uno de los giros asi como
su producto. Consultese COMPLEMENTOS (pag. 433)

Giro g1: Matricialmente (vector columna)
x1 cos(gl) sen(gl) 0\ /x
<y1> = (—sen(gl) cos(g1) 0)-(3’) 1
z1 0 0 1/ 2
Giro g2: Matricialmente (vector columna)

x2 1 0 0 x1
<y2) = ( 0 cos(g2) sen(gZ)).(yl)
z2 0 -—sen(g2) cos(g2)/ \z1
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Realizando g1 y a continuacion g2 tengo

x2 1 0 0 cos(g1l) sen(gl) 0 X
<y2>=< 0 cos(g2)  sen(g2) ) (—sen(gl) cos(g1) 0)--()’)

z2 0 —sen(g2) cos(g2) 0 0 1 z
Giro g3: Matricialmente
x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
(y’) = <—sen(g3) cos(g3) 0)-(}/2)
z' 0 0 1/ \z2
(Comprobadas)

Realizando la composicién de los tres giros, obtengo

x' cos(g3) sen(g3) 0 1 0 0
(y')=<—sen(g3) cos(g3) 0>< 0 cos(g2) sen(g2) )

z 0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) O X
. <—sen(gl) cos(g1) 0)- <y>
0 0 1 Z
G3*G2*G1 =
cos(g3) sen(g3) O 1 0 0
<—sen(93) cos(g3) 0) ( 0 cos(g2) sen(g2) )
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)

cos(gl) sen(gl) 0
.<—sen(gl) cos(g1) 0)

0 0 1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
= —sen(g3) cos(g3) cos(g2) cos(g3)sen(g2)
0 — sen(g2) cos(g2)
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. —sen(gl) cos(gl) 0

< cos(gl) sen(gl) 0 >
1

Col. 1 Col. 2 Col. 3
cos(g3) cos(g1) — sen(g3) cos(g2) sen(g1)/
cos(g3) sen(g1l) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
| —sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
| —sen(g3)sen(g1l) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

N

Entonces
xl

(7)-
ZI

cos(g3) cos(g1l) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
\ cos(g3) sen(g2)/ /
sen(g2)sen(g1l) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

()

(/ separa elementos dentro de la fila )

Primer col. Segunda col. Tercer col.

Los angulos gl, g2, g3, son los llamados “angulos de Euler”.

NOTA: Resultado contrastado con otros trabajos consultados y
analizados sobre este tema.

Comprobamos la ortogonalidad de la Matriz anterior:
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n efecto, si cada una de las tres matrices es ortogonal, y teniendo
en cuenta que la familia de matrices ortogonales tienen estructura
de grupo, el producto de las tres da como resultado una matriz
ortogonal.

Comprobar que cada una de las tres matrices-factor es ortogonal
es inmediato, basta hacer el producto por su traspuesta:

cos(gl) sen(gl) 0 cos(gl) —sen(gl) O 10 0
< —sen(gl) cos(gl) O > . ( sen(gl) cos(gl) 0) = (0 1 0>
0 0 1 0 0 1 00 1

y del mismo modo las otras dos matrices.

NOTA:

Observa que si las matrices P y Q son ortogonales también lo es
P.Q. En efecto, tengo (P.Q).(P.Q)' = (P.Q).(Q".P") = (por la
asociativa) = P.(Q.Q").P'=P.I.P'=P.P' = |

4.4.- Aplicacion de los angulos de Euler para un cambio de
Sistema de referencia en el Espacio

Cambio de Sistema de referencia del s.d.r. S (O; {el, e2, e3} al
s.d.r. S’ (O; {ul,u2,u3}, donde las bases B = {el,¢e2,e3} yB’ =
{ul, u2, u3} de vectores son ortonormales.

Las bases intermedias pasando de B hasta B’ se suponen
también ortonormales.

OX es la recta comun a los dos planos Oxy , Ox’y’. Los giros a
realizar son:

- Giro Gl con eje 0z, angulo gl = [angulo
determinado por Ox , OX ]

- Giro G2 con eje OX, angulo g2 = [angulo
determinado por Oz, Oz’ |
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- Giro G3 con eje Oz’, angulo g3 = [angulo
determinado por OX, Ox’ ]
Giro G1: Eje oz, angulo gl

a1
.
© | F Pl 1)

1'5 : Plx vz
E. '

El eje Ox pasa a OX, Oy pasaa QY.
OP =x.el +y.e2 +z.e3

OP=xl.el’+yl.e2’+z1.e3’, donde {el’,e2’,e3’} lo
determinamos como sigue.

Expresamos: el’=all.el +al2.e2+al3.e3
e2’=a2l.el +a22.e2+a23.e3

e3’=a3l.el +a32.e2 +a33.e3

x1 =0OP*el’ =(x.el +y.e2 +z.e3)*(all.el +al2.e2+al3.e3) =
allx +al2.y+al3.z

Del mismo modo

yl=0P*e2 = ..o =a2l.x+a22.y+a23.z
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zI=0P*e3’ = ... =a3l.x+a32.y+a33.z
)
Calculamos los valores a;;
all=el’ *el =cos(gl)
al2=el’ *e2 =cos(pi/2—gl)=... = sen(gl)
al3=el’ *e3 =cos(pi/l2)=0
Por tanto: el’ =cos(gl).el +sen(gl).e2
a2l = €2’ *el =cos(pi/2 +gl)=...= -sen(gl)
a22 = e2’ *e2 =cos(gl)

a23 = e2’ *e3 =cos(pi/2) =0

Por tanto: e2’ =-sen(gl).el + cos(gl).e2
a3l =e3’*el=... =0
a32=e3’*e2=...=0

a33=e3” *e3 =cos(0)=1
Por tanto: e3’=e3
Volviendo a las expresiones (1) tengo:
x1 =cos(gl).x + sen(gl).y
y1l =-sen(gl).x + cos(gl).y
z1=72
x1 cos(gl) sen(gl) 0\ /x
Matricialmente: (yl) = <—sen(g1) cos(gl) O>-<}’>
z1 0 0 1/ ‘2
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(Comprobada)
Giro G2: Eje OX, éngulo g2

El eje OZ pasa al eje Oz’ de u3, el eje €2’ pasa aleje dee2’ .

iy
=
| ¥F P@2y2 z3)
\ s POyl zi]
g3 ¥

OP=xl.el’ +yl.e2’ +zl.e3’

OP=x2.e1”” +y2.e2”’ +z2.e3>, donde {el’’,e2”’,e3”’} lo
determinamos como sigue.

Expresamos: el =all.el’ +al2.e2’ +al3.e3’
e2’’ =a2l.el’ +a22.e2’ +a23.e3’
e3”’ =a3l.el’ +a32.e2’ +a33.e3’

Entonces:

x2 =0P*el”” = (xl.el’ +yl.e2’ +zl.e3’ )*(all.el’+al2.e2’ +
al3.e3’) = allxl+al2yl+al3.zl

Del mismo modo
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y2=0P*e2” = ..ot =a2l.x1 +a22.yl +a23.z1
72=0P*e3” = .. ... =a3l.x]l +a32.yl +a33.z1
)

Por otro lado tengo (Los ejes OX, OY, OZ son ortogonales
entre si)

all=el” *el’=cos(0) =1,

al2=el” *e2’ = cos(pi/2) =0

al3=el” *e3” =cos(pi/2) =0
Por tanto: el”=cel’

Tengo (Observar que el vector el’ es ortogonal al plano OYZ, y
que e2’’ esta sobre este plano)

a2l = e2” *el’ =cos(pi/2)= 0

a22 = e2” * e2’ = cos(g2)

a23 = e2” *e3’ =cos(pi/2 - g2) =... =sen(g2)
Por tanto: e2’’ = cos(g2).e2’ + sen(g2).e3’
Tengo ( Observa que el’ es ortogonal al plano OYZ,y

que €3’ esta sobre este plano, Yy también que OY y OZ son
ortogonales )

a3l =e3” *el’ =cos(pi/2) =0
a32=e3" *e2’ = cos(pi/2 +g2)=... =-sen(g2)
a33 =e3"" *e3” =cos(g2)

Por tanto: e3’’ =-sen(g2).e2’ + cos(g2).e3’
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Volviendo a las expresiones (2) tengo:
x2 =x1
y2 = c0s(g2).yl + sen(g2).z1

z2 = -sen(g2).yl + cos(g2).z1
Matricialmente

x2 1 0 0 x1
(y2> = (0 cos(g2) sen(gZ)), <y1)
z2 0 —sen(g2) cos(g2) z1

(Comprobada )
Giro G3: Eje OZ’, angulo g3

El eje OX pasa al eje Ox’ de ul, el eje de e2’’ pasa al eje Oy’ de
uz

)
7 £ E Pfx3,¥3, =z3)
VoL Px2yZ z3)

OP=x2.el” + y2.e2” +z2.e3”

OP =x3.ul +y3.u2 + z3.u3 ,
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La base {ul, u2, u3} es labase del sistema S’ de llegada. Desde
el punto de vista tedrico nos interesa expresarla en la base {el”’,
ez 29 , e3 29 }

Expresamos: ul =all.el” +al2.e2’” +al3.e3”
u2 =a2l.el” +a22.e2” +a23.e3”

uld =a3l.el” +a32.e2’ +a33.e3”’
Entonces:

x3 =0P*ul = (x2.e1” +y2.e2”’ +72.e3”’ )*(all.el” +al2.e2”
+al3.e3”’) = all.x2 +al2.y2 +al3.z3

Del mismo modo

y3=0P*u2 =, =a2l.x2+a22.y2 +a23.z22
zZ3=0P*u3 =l =a3l.x2 +a32.y2 +a33.z2
3)

Por otro lado tengo
all=ul * el =cos(g3),
al2=ul *e2”’ = cos(pi/2 —g3) =... =sen(g3)
al3=ul *e3”” =cos(pi/2)= 0

Por tanto: ul = cos(g3).el”” +sen(g3).e2”’

Tengo ( Observa que los vectores el’’ y u2 son coplanarios,
ya que OX es la interseccion de Oxy con Ox’y’ )

a2l = u2 *el”” = cos(pi/2+ g3) = -sen(g3)
a22 = u2 *e2”’ =cos(g3)

a23 = u2 *e3”” =cos(pi/2) =0
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Por tanto: u2 = -sen(g3).el”” + cos(g3).e2”’

Tengo ( Observa que el vector u3 es ortogonal con el
plano Ox’y’,y por tanto lo es con el’’ . El vector €2’’ es
ortogonal con €3’ y por tanto lo es también con u3 )

a3l =u3 *el”> =cos(pi/2)= 0
a32=u3 *e2’ = cos(pi/2)=0
a33=u3*e3”” =cos(0) =1
Por tanto: u3 = e3”
Por tanto, volviendo (3)
x3 = c0s(g3).x2 + sen(g3).y2
y3 = - sen(g3).x2 + cos(g3).y2
23= 22

x3 cos(g3) sen(g3) O x2
(3’3> = (—Sen(g3) cos(g3) 0)- <y2>
z3 0 0 1 z2

Matricialmente

Las coordenadas (x3, y3, z3) son las coordenadas en el sistema
S’, y debemos escribir

x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
(y’) = (—sen(g3) cos(g3) 0>- <y2>
z' 0 0 1 z2

Realizamos la composicion de los tres giros: G = G3.G2.G1
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x' cos(g3) sen(g3) O x2
(y’) = (—sen(g3) cos(g3) 0)- <y2> =
! 0

z 0 1 z2
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0 x1
= (—sen(g3) cos(g3) O)- (0 cos(g2) 53”(92)>. (yl)
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2) z1
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0
= (—sen(g3) cos(g3) O)- (0 cos(g2) sen(gZ)),
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) O\ ,x
-(—sen(gl) cos(g1) 0)-(3’)
0 0 1 Z
Productos:
G3*G2*G1 =
cos(g3) sen(g3) O 1 0 0
(—sen(g3) cos(g3) 0) ( 0 cos(g2)  sen(g2) )
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)

cos(gl) sen(gl) 0
.(—sen(gl) cos(g1) 0)

0 0 1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
= —sen(g3) cos(g3) cos(g2) cos(g3)sen(g2)
0 — sen(g2) cos(g2)

—sen(g1) cos(g1) 0

( cos(gl) sen(gl) 0 )
. 0 0 1

Col. 1 Col. 2 Col. 3
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cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/ \
sen(g3)sen(g2) |
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1) —sen(g2) cos(gl) cos(g2)
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ntonces

(cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
|

Primer col. Segunda col. Tercer col.

cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(g1) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(g1l) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1l) —sen(g2) cos(gl) cos(g2)

()

(/ separa elementos dentro de la fila )

4.5.- COMO Calcular el valor de los tres &ngulos de Euler

Tomaremos la ecuacién del plano m: ax + by +cz +d =0,
referido al sistema S.

Obtenemos un vector director de la recta OX comun de los
planos Oxy, y m:

{ax+by+cz+d=0

7= 0 -—->ax+hby+d=0

Giro G1:

Sea vl el citado vector director, que suponemos normalizado.
Entonces cos(gl) =el *vl

Giro G2:
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Expreso el eje Oz’ respecto del sistema S:  Seau3 = a3l.el +
a32.e2 + a33.e3, normalizado.

cos(g2) = e3*u3 = a33
Giro G3:

Expreso el eje Ox’ respecto del sistema S: Sea ul =all.el +
al2.e2 + al3.e3, normalizado.

cos(g3) = vl *ul

$$$000$$$
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N
S
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Tema 5

Ampliacion de Geometria analitica
en el Plano y en el Espacio:

Conicas y Cuadricas en coordenadas
Cartesianas: Clasificacion
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5.1.- Estudio general de las Conicas
Ecuacion general:
allx® + a22y” + 2al2xy + 2al3x + 2a23y + a33 =0

Matricialmente (tener en cuenta que: a21 = al2, a31 =al3,a32 =

a23)
all al2 al3 X
(x,¥,1).| a21 a22 a23 .<y>:0
a3l a32 a33 1
Comprobacion:
X
(allx+al2y+al3,al2x+a22y+a23 al3x+a23y+a33). (y) _

1
(allx*+al2yx+al3x)+(al2xy+a22y’+a23y)+(al3x+a23y+a33) =

= allx® + 2a12xy + a22y” + 2a13x + 2a23y + a33 =0

Represento por A la matriz de coeficientes.

Elementos de la matriz A que debemos resaltar:
Tenemos su determinante D = det(A)

y los menores centrales
All=|a22 a23

232 433 | , (resultado de suprimir

primer fila y primer columna)

all al3

A22= |a31 a33l

(suprime 22 fila'y 22 col.)
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all al2

A33 = |a21 a22l’

(suprime 32f.y 32 col)

Clasificacion de las Conicas:

A33>0->

all.D > 0 - Elipse imaginaria

{all.D <0 - Elipsereal
D =0 - Dosrectas imaginarias conjugadas

D # 0 - Hipérbolareal
A33<0--> { D =0 — Dosrectas reales que se cortan
_ D #0 — Parabolareal
A33=0--> {D =0 - Dosrectas paralelas

A1l = 0 > Reales coincidentes
Al11 > 0 —» Imaginarias

{ A11 < 0 - Reales distintas
5.2.- Elementos de una conica
Los siguientes resultados se dan sin definicion formal y sin
demostracion. Remito al Tema 7 para su definicion formal y
demostracion utilizando coordenadas homogéneas. Como se ha
dicho antes, en este Tema 5 lo exponemos desde el punto de vista
préctico.
5.2.1.- Centro, Ejes, Asintotas, focos.
Centro de una conica:
En el Tema 7 quedara probado lo siguiente.
Tomamos las derivadas parciales de la expresion
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f(x,y) = allx® +a22y? +2al2xy +2al3x +2a23y +a33
Estas son
fx(x,y) = 2allx +2al2y +2al3

fy(x,y) = 2a22y +2al2x +2a23

Definicion:

Centro de la conica C es el punto Ce del plano tal que el simétrico
respecto a Ce de cualquier punto de C también esta en C.

No todas las cénicas tienen centro.
El centro lo obtenemos resolviendo el sistema

{fx(x, y)=0 {allx +al2y+al3=0
fy(x,y) =0 " lal2x +a22y +a23 =0

Su resolucién nos da

—al3 al2 |a12 al3 all —al3 all al3
X0 = —a23 a22| _ |la22 a23 al2 —a23| _ _ lal2 a23

] A a1
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all al2

donde |4'] = |6112 .

Centro Ce(x0, y0)

Ejes de una conica, caso Elipse 6 Hipérbola:
Resuelvo la ecuacion
al2.x* + (all-a22).x —al2 =0
Sean k1, k2 sus soluciones.
Los ejes son
rL:fou(x, y) + k1L.f’(x,y) =0
r2: fx(x, y) + k2.f°(x,y) =0
Ejes de una conica, caso Parabola:
En este caso su eje es
r: allf  (x,y) +al2.f(x,y)=0
Asintotas, Caso de Hipérbola:
Las obtenemos como sigue:
Resuelvo: a22x’ +2.a12x +all =0
Soluciones k1, k2
Asintotas:

sl: fou(x, y) + k1.f’y(x,y) =0
s2: foxx, y)+k2.f’(x,y)=0

Focos:

154



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Supongamos que F(x,y) es un foco. Los valores de (X, y) los
obtenemos resolviendo el siguiente sistema

4a12.f(x,y) = ', o). f',(x¥)
2 2
4(a11-a22). £ y) = (F,G9) = (f, @)

Si los ejes de la conica son paralelos a los ejes de coordenadas,
los focos reales se obtienen resolviendo

{4a12 Sy = £ %)

Ecuacién de un eje
donde la segunda ecuacion es la de uno de los ejes.

5.2.2.- Polar de un punto, Polo de una recta,
Puntos conjugados, Directrices

Polar de un punto:

Si tengo el punto P(x0, y0), su ‘recta polar’ respecto de la conica
es
r: f°.x(x0, y0).x + f*y(x0, y0).y =0

Polo de una recta:

El polo de la recta s es el punto P cuya recta polar es s.
Si tengo la recta ax + by + ¢ = 0, cuya pendiente es

NOTA:

Hemos comprobado ademas que un vector director de la recta
ax + by =0es v=(-b, a), que confirma que su pendiente es
m= =%,

En ocasiones escribiremos f , fy en lugar de s, f*,
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Por otro lado recordamos que si tengo (X, y) = 0, derivando
respecto de x tengo

) ) _fx(p)
f +f(p)y =0-->y ===
«(p) + fy(p).y’ =0-->y @)
y por tanto m = L@ -a_ O JH®_ LW
fy(®) b fy(®) b a

gue nos lleva a la igualdad

a. fy(p)—b.fr(p) = 0
Haciendo P(x,y) como punto ‘incognita’ tenemos que resolver
b.f x(x,y) —a.f’y(xy) =0
Puntos conjugados entre si:

Decimos que Py Q son conjugados cuando P esta en la polar de
Q, y Q esta en la polar de P.

Si P(x1, y1) y Q(x2, y2), estos puntos son conjugados si se
cumple la igualdad
x2.f°(xL,yl) +y2.f’,(x1,yl) =0

Directrices:

Llamamos ‘directriz’ de la conica a las rectas que sean la polar de
uno de los focos.

5.2.3.- Tangente a la conica en uno de sus puntos

En el punto p(x1,y1) de C la ecuacion de la recta tangente en P es

f(p).x + f,(p).y =0
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Si P no es punto de la conica, desde P se pueden trazar dos
tangentes a C.

3 Rl

Q2

En el Tema 7 demostramos el procedimiento para obtenerlas.

5.3.- Invariantes al realizar un Cambio de Sistema de
referencia. Ecuacién reducida y tipo de conica

Tengo una Coénica C determinada por la ecuacion
all al2 al3 X

(x,y,1).| a21 a22 a23 .<y>::0

a31 a32 a33 1

Existen ciertos valores que son ‘invariantes’ ante cualquier
cambio de sistema de referencia.

Son los siguientes:

11=-(all +a22), (Invariante lineal, métrico)

_ _Jall al2 . "
12=A33= |a21 a22|’ (1. afin, cuadréatico)
1I3=D = |A|

Ecuacion reducida de una cénica con ayuda de los
invariantes:

A) Caso de Elipse 6 Hipérbola:
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Sistema de referencia S(O; ox, oy) donde O es el centro y ox,
oy son sus ejes de simetria. En este sistema de referencia su
Ecuacion es ‘reducida’, como sigue.

Su forma reducida es de la forma

b11x? + b22y® + b33 =0 (1)
b1l 0 O
Matriz asociadaB=( 0 b»22 0 ), y los invariantes toman
0 0 b33
el valor:
b1l + b22 =-11

b11.b22 =12 = A33

b11.b22.b33 = 13 --- > b33 = ﬁ
2

Puesto que 11 = -(b11 + b22) y 12 = b11.b22, sabemos que
b11y b22 son las soluciones k1, k2 de la ecuacion en k

k2 +11k+12=0

y asi tengo la expresion reducida (1):

K12+ k2.y2 + ﬁ =0 @)
2

Tipo de conica:

a) Sikly k2 son del mismo signoy ﬁ con signo
2
contrario -> Elipse real
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b) Sikly k2 son del mismo signoy ﬁ también ->
2

Elipse imaginaria
c) Sikly k2 son de signo contrario -> Hipérbola real

Observa que los valores 11, 12, 13 son invariantes, y el dato

de partida es la matriz
all al2 al3
A= a2l a22 a23
a31 a32 a33
los citados valores invariantes los tomo asi

all al2

I1=-(all +a22), 12= |a21 “ ol

13=D = |4

Planteamos la ecuacion en k

I3
|

k?+ 11.k + 12 =0, y lo mismo para obtener
B) Caso de Parébola:
Sistema de referencia S(O; ox, oy) donde O coincide con
el vértice de la parabola, ox, oy son uno el eje de simetria
y el otro es la tangente en el vértice. En este sistema de
referencia su Ecuacidn es reducida, como sigue.
La forma reducida es de una de las siguientes formas:
Si el eje de simetria coincide con oy sera
b11.x*+2.b23.y =0

En el primer caso, Matriz asociada:
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b11 O 0
B=({ 0 0 523
0 b32 O
I1=-bll---> bll=-I1

13=/B/=11.b23%--- > b23 = i\/jE , por tanto podemos
1

expresarla asi

11.x% - 2.\/§.y =0,si11>0
1

-11.%% - 2.\/§.y =0, sill1<0
1

(Eje de simetria oy)
Si el eje de simetria coincide con ox sera
b22.y* + 2.b13.x =0
0 0 bi13
B=( 0 b22 0
b31 0 O
11=-b22 --> b22=-11

13 = -b22.6132 = 11.b13% - > b13 = J_,\/;E
1

y su forma reducida

|1.y2-2.\/j3.x=0, sil1>0
1

-|1.y2-2.\/j3.x:0, sill<0
1

(Eje de simetria ox)
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Observa: Como en el caso de la Elipse y la Hipérbola, los valores
I3, 13 los obtenemos de los datos iniciales, es decir de la matriz A
inicial.

5.4.- Estudio de las Cuadricas en coordenadas cartesianas
Ecuacion general:

allx® + a22y® + a33z% + 2al2xy + 2al3xz + 2aldx + 2a23yz +
2a24y + 2334z + a44 =0

Matricialmente, teniendo en cuenta que: a2l = al2, a3l = al3,
a32 = a23, a4l = al4, ad2 = a24, a43 = a34,

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a3l a32 a33 a34 |
a4l a42 a43 ad4

x,¥,2,1).

RN R
11
(e)

Haga el alumno la comprobacion
Represento por A la matriz de coeficientes, y de forma abreviada
XAY'=0
Elementos de la matriz A que debo resaltar:
Tenemos su determinante
D = det(A)

y los menores centrales (o principales)
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a2?2 a23 a24
All=|a32 a33 a34/|, (suprimo 1°f, y 1%, Adj(all))
a4?2 a43 ad4
all al3 al4
A22 =1a31 a33 a34|, (suprime 22filay 22 col., Adj(a22))
a4l a43 ad4d
all al2 al4
A33 =|a21 a22 a24]|, (suprime 32f.y 32 col, Adj(a33))
a4l a42 ad4
all al2 al3
Ad4 =1a21 a22 a23]|, (suprime 42f.y 42 col, Adj(ad4))
a31 a32 a33
. . , _lall al2
En lo que sigue designamos A’s; = |a21 022

Clasificacion de las Cuédricas (en cartesianas):

Si|A| #0
( _ ) |A| > 0 - Hiperbdlico
Ay =0 - Parabolouies{lA| < 0 Eliptico
( all. Ay, > 0> Elip.{lAl > 0Imag
. |A] > 0 Una h.
4 all.A4, <0 - Hiper
Agg <> 0 -4 |A] < 0 Dos h.
44 1332 05 Hiver {|A| > 0 Una h.
a p "(|A] < 0 Dos h.
/ ) |A] > 0 Una h.
L \A33<0—> Hlper'{|A|<0Dosh.
Si |4l =0
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_ A'33 < 0 Dos planos reales
Ay =0 ran(d) =2 - {A’33 > 0 Dos planos imag
ran(4) =1 - Unplano doble
A <> 0 {A’33 >0 - {all.A4, > 0 Cono imag
4 Resto caso = Cono real

ran(A.,) = 1 C.parab.
ran(A,,) = 2 C.elip. 6 hiper

ran(A) =3 -  Cilindros {

5.4.1.- Elementos de un cuadrica

Sin demostracién daremos los siguientes resultados. Su
demostracion podra verse en el Tema 7 donde volvemos a su
estudio utilizando coordenadas homogéneas.

En este caso de las cuadrica expongo solamente el calculo del
centro.

Centro de una cuédrica:

Centro de la cuadrica C es el punto Cp del espacio tal que el
simétrico respecto a Cp de cualquier punto P de C es un punto P’
también de C.

NOTA:
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En otro lugar, en el caso de las Cdnicas, aplicamos otro método
de calculo del centro utilizando las derivadas parciales,
contrastando el resultado con su calculo en homogéneas donde se
aplica directamente su definicion.

En este caso de las cuédricas utilizamos el mismo método aunque
obviamos la comprobacion.

En coordenadas cartesianas, obtengo sus derivadas parciales.
Sea la cuédrica

f(x, y, ) = allx® + a22y? + a33z° + 2al2xy + 2al3xz + 2alédx +
+ 2a23yz + 2a24y + 23347 + ad4 = 0
1)

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

Su matriz A=

Obtengo las derivadas parciales de la expresion (1), e igualando a
cero puedo resumirlo en las siguientes (llamadas Semi-derivadas)

f’x(x,y,2) =allx +al2y +al3z +al4=0
f’y(x,y,2) =a22y +al2x +a23z +a24 =0
f’z(x,y,z)=a33z +al3x +a23y +a34=0
y resuelvo el sistema

allx +alZ2y +al3z +al4=0

al2x +a22y + a23z +a24=0-->
al3x +a23y +a33z + a34=0
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al2x +a22y + a23z = —a24

allx +alZ2y +al3z= —al4
{a13x +a23y +a33z = —a34

Para resolver el sistema calculamos;:

all al2 al3
Asu=1a21 a22 a23|, (Tomado de la matriz A)
a31 a32 a33
—al4d al2 al3 al?2 al3 al4
Ay=|—a24 a22 a23|=-| a22 a23 a24|=Ayu
—a34 a23 a33 a23 a33 a34
all —al4 al3 all al3 al4d
Ay=la21 —a24 a23|= (a2l a23 a24|=As
a3l —a34 a33 a31l a33 a34
all al2 —al4 all al2 al4
A, =Axy = a2l a22 —a24|=—1a21 a22 a24|=Asu
a3l a32 —a34 a3l a32 a34
tenao Ce(A1 A42‘ Asz
y teng ( ' he’ 1a )
NOTA:

Para el estudio de los siguientes conceptos remito al alumno al
Tema 7 donde se estudian con detalle (en coordenadas
homogéneas) los siguientes conceptos. Estos son:

Recta polar de un punto, Polo de una recta, Puntos conjugados
entre si, Diametros, Ejes, Vértices, Focos, Asintotas, Directrices.
Plano tangente, Cono tangente, Interseccion con un plano, etc.

5.4.2.- Invariantes al realizar un Cambio de
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sistema de referencia. Ecuacion reducida
Tengo una Cuédrica C determinada por la ecuacion

all al2 al3 al4d
a2l a22 a23 a24
Y. 2D\ 131 432 a33 a34
a4l a42 a43 add

— N R
I
o

Definicion: Ecuacién Secular

Llamamos ‘Ecuacion secular’ al polinomio caracteristico del
menor A4, COMO sigue

all al2 al3
a2l a22 a23
a3l a32 a33

Ad4 =

Ecuacion secular:

all—x al2 al3
a2l a22—x a23
a3l a32 a33—x

p(x) = =0

Al desarrollarlo lo expresamos asi:

XX+ 11x*+12x+13=0 (Ec. secular)
Por el estudio de la relacion entre coeficientes de p(x) y las
soluciones de p(x) = 0 sabemos que estos coeficientes son
invariantes, siendo en este caso

11 = -(all+a22+a33), (Invariante lineal)

12 = Suma de los menores principales de orden 2 de A44:

12 = (all.a22 —a12?) + (all.a33 -a13?) + (a22.a33 -a23?)
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(Invariante cuadratico)
13 =-A44

También lo es (aunque no figura entre los coeficientes de la
ecuacién secular) este valor

T = All + A22 + A33 = Suma de los menores principales de
orden 3 de A
Los extraemos de la matriz A

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 a4d4
a22 a23 al24 all al3 al4
All =1|a32 a33 a34|,A22=|a31 a33 a34|,
a4?2 a43 ad4 a4l a43 a44
all al3 al4 all al3 al3
A33=|a21 a23 a24|, Add4=|a21 a23 a23
a4l a4?2 ad4 a31 a32 a33

Ecuacion reducida de una cuadrica y su Clasificacion:
Los siguientes resultados se dan sin demostracion.
En el siguiente cuadro las tres soluciones k1, k2, k3 de la
ecuacion secular

K+11LK+12k+13=0

son reales, distintas o no.

-Si dos soluciones son iguales la cuadrica es de revolucion.
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-Si las tres son iguales es una esfera.

all al2 al3
a2l a22 a23
a3l a32 a33

Llamamos D = |A],y A44 =

k1, k2, k3, A4, , y a continuacion tenemos en cuenta la sucesion
de sus signos.

Clasificacion de la Cuadrica:
Ecuacion reducida:
D > 0 - Elip.imag }
+,+,+,+{D <0-Elip.real } -
D =0 - Cono imag }
k1.x2 +k2.y2 +k3.22 4+ = =0
Asg
D > 0 - Elip.imag }
——,—,— 3D <0 - Elip.real }
D =0 - Cono imag }
%
- kl.x*+ k2.y? + k3. z> +Ai =0
44
D >0 - Hiper.1h.}
+,—,—,+{ D <0 - Hiper.2h. }
D =0- Conoreal }
-
> kLx?+ k2.2 +k3.224+==0
Asa
D > 0 — Hiper.Una h.
—,+,+,— 1D <0 - Hiper.Dos h.
D =0 - Conoreal
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- klLx? + k2.y? +k3.22 +— =0

44

4 +00{D<0—>ParaEllp
777 D =0 - Cilin. Elip

k1.x% + k2.y% + 2. f .z=0
ﬁ

k1l.x% + k2.y? +1—= 0
2

0.0 {D < 0 - Para.Elip.
D = 0 — Cilin. Elip.

k1.x? + k2.y% + 2. / z=0
ﬁ

k1.x? + k2.y? +1—= 0
2

D > 0 — Para.Hiper.—

/—D
k1l.x% + k2.y%2 + 2. 7= 0
+,—,0,0¢ 2

D =0 - Cilin.Hiper. -

T
k1.x2+k2.y24+—=0
\ L

D > 0 - Para.Hiper.} -

[ k1.x2 + k2.y% + 2 L0
_+'0'0{ . Y2 |

T
- Cilin.Hiper.—» kl.x?> + k2.y? + = 0
2

+,0,0,0>D =0- Cilin.Parab. -
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k1.x?% + 2.\/2.3/ =0
Iy

$$$$000$$$$
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Tema 6

Coordenadas homogéneas en el Plano.

Estudio de las Cénicas
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6.0.- Coordenadas homogéneas en el plano
Justificacion:

En Matematicas hay situaciones en las que nos encontramos con
escollos que hemos de soslayar, pero No ‘rodeando’ y que
permanezcan ahi sino ‘resolviendo’ y ‘rompiendo’ ese escollo. Es
el caso de, por ejemplo, la resolucion de

x*+1=0

lo que provoco la ampliacién de los nimeros reales a los nimeros
complejos.

En Geometria nos encontramos con el caso de dos rectas
paralelas, y decimos que ‘se cortan en el infinito’. Sin embargo no
tenemos forma de ‘materializar’ este hecho a la hora de realizar
los célculos. Introduciendo las llamadas ‘Coordenadas
homogéneas’ salvamos esta dificultad.

El punto en homogéneas:

En un Sistema de referencia cartesiano S(O; ox, oy) un punto P
queda determinado por sus coordenadas cartesianas (X, Y).

Definicion:
Por definicion llamamos ‘coordenadas homogéneas’ de P a toda

terna (x1, x2, x3) tal que
X1, =x2
“x3' 7 T a3

Segun esta definicion, también la terna (k.x1, k.x2, k.x3)
representa el mismo punto P.
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. 1 - , .
Sik= —- tenemos la representacion mas sencilla en coordenadas
3
homogeéneas: P(Xx, v, 1).

La recta en homogéneas:

La ecuacion cartesiana de una recta r es de la forma
ax+hby+c=0

Si hacemos x == | y =22 tengo
X3 X3
axl+bx2+cx3=0 (1)

Recta determinada por dos puntos:

Sen los puntos P(p1,p2,p3), q(ql,92,q3) y X(x1,x2,x3) otro punto
cualquiera de la recta determinada por P y Q.

Supongamos la ecuacidn de la recta
axl+bx2+cx3=0

cuyos coeficientes deseamos calcular. Esta ha de ser satisfecha
por cada uno de aquellos puntos, y por tanto tengo el sistema

a.pl+b.p2+c.p3=0 (2)

{a.x1+b.x2 +c¢c.x3=0
a.ql+b.q2+c.q3=0

donde las incégnitas son los coeficientes a, b, ¢ de la recta.

Para que tenga solucion no trivial ha de ser

x1 x2 x3
pl p2 p3
ql q2 q3

=0, (Ecuacion Matricial) (3)
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Ecuaciones paramétricas:

Por ser nulo el determinante sus filas son linealmente
dependientes

k1.(x1,x2,x3) + k2.(p1,p2,p3) + k3.(q1,92,g3) =0

Aqui serd k1 <> 0, pues en otro caso los puntos P y Q coincidirian
al ser proporcionales sus coordenadas), y por tanto, dividiendo
por k1 obtengo

(x1, x2 ,x3) + k2.(p1,p2,p3) + k3.(q1,92,q3) =0

Finalmente
x1=k.pl+lql
{xZ =k.p2+1.q2 (4)
x3 =k.p3+1.q3

x1 pl ql
o bien <x2> = k. <p2) + 1. (qz), (5)
x3 p3 q3

y de forma abreviada: (xi) = k.(pi) + 1.(qi)
6.1.- Definicion general de Conica. Interpretacion geométrica

El plano cartesiano mas la recta del infinito se llama (lo
llamamos) ‘Plano completado’ o ‘Plano completo’.

En el plano completo con sistema de referencia S{O; el, e2},

fijamos un punto F(p1, p2) que llamaremos ‘foco’, y una recta s:
ax + by + ¢ = 0 que llamaremos directriz.
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F(pl,p2)
-~

s: ax + by + ¢ =10

x

Defi.:
Llamaremos ‘Conica’ al lugar geométrico de los puntos P(x, )
del plano tales que la razén entre d(P,F) y d(P,s) es una constante:

——=~ = const = e (6)

La constante ‘e’ recibe el nombre de ‘excentricidad’.

e <1 - lallamamos Elipse
Tipos de conicas: je > 1 — la llamamos Hipérbola
e = 0 - la llamamos Parabola

La igualdad (6) nos lleva a

_ (x—p1)%+(y—p2)?

€= lax+by+c

Va2+b?

Elevando al cuadrado

e?.(ax + by +c)? = [(x —p1)? + (y — p2)?].(a® + b?),
e?.[a®x? + b%y? + ¢? +2abxy +2acx +2bcy) =
= (@ + b%).[(X* - 2p1x + p1%) +(y* -2p2y +p2?)],

Agrupando
(e°.a° —(a® + b%)).x* + (e°.b° — (a° + b?)).y* +

176



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

+ (¢2.2ab).xy + (¢2.2ac +2p1.(a’ + b?).x +
+ (€%.2bc +2p2.(a% + b?).y -(e%.c?-(p1%+ p2%).(a* + b)) =0
all = coeficiente de x2

a22 = coefi. de y?

al2 = % coefide xy

al3 =% coefi de x
Llamando: <

a2l = al2
a23 =% coefide y
a3l = al3
a32 = a23
\ a33 = término independiente

la anterior queda expresada en la forma cartesiana asi
allx® + a22y” + 2.a12xy + 2.a13x + 2.a23y + a33 =0

Matricialmente podemos escribir

all al2 al3\ /x
(X, Y, 1).(a21 a22 a23).<}’>=0,

a3l a32 a33/ M
y decimos que
all al2 al3
lamatrizA=| a21 a22 a23 | define la conica.
a3l a32 a33

Esta matriz A es siempre simétrica.

En coordenadas homogéneas:

X X
=y == resulta
X3 X3

Teniendo en cuenta X =
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allx1? + a22x22 +2.a12x1x2 + 2.a13x1x3 + 2.a23x2x3 +
+a33x3%°=0

y matricialmente (la matriz es la misma)

all al2 al3 x1
(x1, x2,x3).{ a21 a22 a23 ).(x2]=0
a3l a32 a33/ \x3

Interpretacién geomeétrica:

En las siguientes figuras mostramos cémo se obtienen los
diferentes tipos de cénicas geométricamente.

zzﬁg' produce Hipérkola

produce
Parébola

' iﬁ;:\\xpr:duce Elipse

Secciones Conicas

6.2.- Puntos conjugados, Polo de una recta,
Recta polar de un punto

Sea una conica dada por su matriz (simétrica)
all al2 al3
A=1a2l a22 a23 |,

a31l a32 a33
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(a21 =al2,a31 =al3, a32 = a23)

Definicion:
El punto Q(ql, g2, g3) es conjugado de P(p1, p2, p3) si se cumple
(i).A.(pi) =0

Observa que son conjugados entre si.

Defi.:

Llamamos ‘polar’ de P(p1, p2, p3) al lugar geométrico de los
puntos (x1, x2, x3) conjugados de P, es decir, los que cumplen

all al2 al13\ /rl
(x1, X2, x3). (a21 a2? a23>.<p2> =0
a3l a32 a33/ \p3

Operando
all.pl +al2.p2 + al3.p3
(x1, x2, x3).(a21.p1 +a22.p2 + a23.p3> =0,
a3l.pl +a32.p3 + a33.p3
y llamando
a=all.pl+al2.p2+al3.p3
b=a2l.p1l + a22.p2 + a23.p3
c=a3l.pl1+a32.p3 +a33.p3

1)

a
tenemos (x1, x2, x3).<b> =0, que nosda unarecta

(s
rraxl+bx2+cx3=0

Definicion:
Llamamos ‘polo’ de la recta r: ax1 + bx2 + cx3 = 0 al punto P tal
que su polar esr.
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Sitengo la recta ax1 + bx2 + cx3 =0, y por tanto los valores a, b,
¢ son conocidos, y pretendo obtener su polo P(pl, p2, p3), pi
desconocidos, teniendo en cuenta las relaciones (1) tengo el
sistema

a2l.pl +a22.p2+a23.p3 =>

{all.pl +al2.p2+al3.p3=a
a3l.pl+a32.p3+a33.p3 =c

cuyas incdgnitas son (p1, p2, p3).

Resolviendo por Cramer: D = |A],

a al2 al3 all a al3
Al=1|b a22 a23|,A2=|a21 b a23],
c a32 a33 a3l ¢ a33
all al2 a , W
A3 =|a21 a22 b|, Yy el polo es: P(;, - ;)
a3l a32 ¢
IMPORTANTE:

La recta polar de P(p1, p2, p3) es
pl
r: (x1, x2, x3).A.<p2) =0
p3

Si M(m1, m2, m3) es un punto cualquiera de r, se
pl

cumple: (m1, m2, m3).A.<p2) =0, y también
p3
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ml
(p1, p2, p3).A.(m2) =0, y por tanto el punto P pertenece a la

m3
polar de M, y reciprocamente.

Consecuencia:

a) La polar de cualquier punto M de la polar de P, pasa por
P.
Significa que:

“Las rectas polares de los puntos M de la polar r de P estan
incluidas en el haz de rectas con vértice P”

a) Envirtud de lo anterior, Si la polar de P, sea s, corta a la
conica en M1y M2, las polares de M1y de M2 pasan por
P. Mas adelante veremos que las polares de Mi, por ser
puntos de C, son tangentes a la cénica. Este hecho nos
proporciona el cdlculo de las tangentes a C desde el punto
P.

6.3.  Puntos singulares de una Cdénica. Conica degenerada
Sea una cénica definida por la matriz simétrica
all al2 al3
A=1|a21 a22 a23
a31 a32 a33

Definicion:
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Llamamos punto ‘singular’ de la conica C a todo punto P(pi) de C
tal que
(xi).A.(pi)' = 0, para todos los puntos q(xi) de C.

Operando
all.pl +al2.p2 + al3.p3
(x1, x2, x3).<a21.p1 +a22.p2 + a23.p3) =0,
a3l.pl+a32.p2 + a33.p3
para todo punto (x1, x2, x3) de la conica. Por tanto ha de
cumplirse el sistema homogéneo

a2l.p1+a22.p2 +a23.p3 =0

{all.pl +al2.p2+al3.p3=0
a3l.pl+a32.p2+a33.p3=0

(4)
cuyas incognitas son (p1, p2, p3).
La matriz de este sistema es la matriz A de la conica
all al2 al3
A=|a2l a22 a23
a3l a32 a33

Por lo que sabemos de la resolucion de sistemas homogéneos
tenemos la siguiente

Conclusion:
-Si |A| # 0 -- > No es degenerada, unico punto singular (0, 0, 0).

-Si |A| = 0 -- > Es degenerada, existen puntos singulares distintos
de (0, 0, 0).

Tenemos la siguiente casuistica.

182



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Casuistica:

a) Siran(A) = 2, el sistema (4) contiene dos ecuaciones
linealmente independientes. Son dos rectas no paralelas y
su punto comun es el punto singular.

all.pl +al2.p2 = —al3.p3 .
Tomo {aZl.p1+a22.p2 = _a23.p3  (P3libre)
Resolviendo por Cramer:
_|all al2 _lal2 al3 _ _|all al3
A33= |a21 a2zl A3L= |a22 a23|’ A32= |a21 a23
|—Z;§-§§ Z%é |—a13 a1z al2 ai3
— 1= : — [=a23 a22 — 1a22 a23
pl= A33 T 433 -p3= A33 -3
|a11 —al3.p3| 1g11 —a13 all a13
p2 = a2l —a23.p3l _ [a21 —a23 p3=— a21 a23 p3
A33 A33 ) A33

Obtenemos el punto singular (A31, A32, A33)

b) Siran(A) =1, en el sistema (4) s6lo una de las ecuaciones
es L.i., es una recta. Tiene dos incognitas libres, que dando
valores nos daran dos puntos de la recta.

all.pl = —al2.p2 —al3.p3,conall<>0

_ —(al2.p2+al13.p3)
all

pl , P2y p3 libres,

que, dando valore, tengo (en homogéneas) una recta de puntos
singulares.

Ejemplos:
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1.- Sea la cdnica (en cartesianas)
f(x,y) = X% + 2xy -4x-4y +4 , y en hoogéneas

> x1% +2X1x2 -4x1x3 -4x2x3 +4x3* = 0
1 1 -2
Matriz A=<1 0 —2)
-2 -2 4
det(A) = [4 +4]-[4 +4] = 0, -- > Es degenerada

A33 = |11 %) =-1<>0->ran(A) = 2 -- > Son dos

x1+x2—2x3=0__>{x1+x2=2x3 s

reCtaS:{ x1 —2x3=0 xl =2x3

X2 =-x142x3=0
Punto de corte P(2x3, 0, x3) -- > P(2, 0, 1),
En cartesianas:

La cdnica es el producto de las dos rectas

{x+y—2=

0
 —220" gue se cortan en P(2, 0)

2.-Sealaconica x*+4y*+2x+1=0 ->

X1% + 4x2% + 2x1x3 + x32 =0
1 0 1

A=<0 4 0>
1 0 1
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det(A) = [4]-[4] =0, A33=|; O|=4

ran(A) = 2. Las dos primeras filas son L.i. Los puntos singulares
los obtengo resolviendo

x1 +x3=0
{

4x2 =0 x2 =0, x1 =-x3

Luego son dos rectas que se cortan en el punto singular P(-1, 0, 1)
--> P(-1, 0) en cartesianas.

La conica C es el producto de las siguientes dos rectas (en
cartesianas):
X2+ 4y’ +2x+1=0 , despejoy

2 _ —(x?+2x+1) _ tVxZ42x+1 . H/(x+1)2
y = v Y= A= >
4 2 2
_ I+

- 2

2y —(x +1).i
2y + (x +1).i

Rectas imaginarias: {
Comprobamos: [(2y-(x+1).i].[2y +(x+1).i] =

= 4y +(x+1)? - 2y.(x+1).i +2y.(x+1).i = 4y + (X° +2x +1),
Deben cortarse en el punto singular P(-1, 0):

{Zy — e ) , Restandolas: -2(x+1).i =0 -- >

2y + (x+1).i
x+1=0, x=-1,--> 2y=0,y=0

Interseccion de la conica con la recta del infinito:

185



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

x12 4+ 4x2% +2x1x3 +x3%2 =0
x3=0

->

{x12 +4x2%2=0
x3=0

Divido por x2° (x = x1/x2)

X" +4=0, x=+2i,
X1/X2 = 2i -- > x1 = 2i.x2 -- > Punto (2i.x2, x2, 0)
Hago x2 =i, y tengo x1 =-2 -- > p1(-2, i, 0)
X1/x2 = -2i -- > x1 = -2i.x2

Hagox2=i-->x1=2-->p2(2,1,0)
6.4.- Interseccion entre cénicay recta
Tengo una recta determinada por dos puntos fijos p(pl, p2, p3),
q(91, g2, 93)
r: (xi) = k.(pi) + 1.(qi),

y una conica determinada por su ecuacion matricial

(xi).A.(xi)'=0
Los puntos comunes han de cumplir este sistema

{(xi) = k. (pi) + L. (qi)
(xi).A.(xi)t =0
)
Sustituyo la primera en la segunda, y teniendo en cuenta que ‘la
traspuesta de una suma’ es ‘la suma de las traspuestas’, y ademas
la propiedad distributiva del producto de matrices. Con todo ello
tengo
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[k.(pi) + L(ai)].A.[k.(pi) + 1.(gi)]'=0
[k.(pi) + L(gi)].A.[K.(pi)' + L(qi)] =0
K%.(pi).A.(pi)' + 2.k.L.(pi).A.(qi)" + I°.(qi).A.(qi) = 0
Las incognitas son los pardametros k, 1.
Representando los coeficientes como sigue
b1l = (pi).A.(pi)'
b12 = (pi).A.(qi)'
b22 = (qgi).A.(qi)'
tengo la ecuacion:
b11.k* + b22.1°+ 2.b12.k.I = 0 (3)
Esta ecuacién (3) representa la proyeccion sobre la recta x; =0
(recta del infinito) de los puntos comunes de recta y conica, reales
6 imaginarios.

Si supongo | # 0y divido por I? y escribo:
x=k/l,a=bll,b=2b12, c =b22, tengo la ecuacion en x

ax’+bx+c=0
Esta nos daré dos valores: Reales distintos o iguales, imaginarios
conjugados.
Ejemplo:

Sean:
Conica x;* + X,° -25x5” = 0, y la recta

(xi) = k.(pi) + L.(qi)
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dada por los puntos P(0,0,1), Q(8,6,1)

1 0 0
A=<O 1 0)
0 0-25

Los coeficientes de (3) son

1 0 0)\/0 0
(o,o,1).<o 10 ).(o)=(0,o,-25).<0>=-25
0 0-25/\1
1 0 0\/8 8
(0,0,1).(0 10 ).(6)=(0,0,-25).<6>= -25
0 0-25/\1 1
1 0 0)\/8 8
(8,6,1).(0 10 >.(6)=(8,6,—25).<6>=75
0 0-25/\1 1

Por tanto tengo la ecuacion de segundo grado en k y |

-25.k* -50.k.1 + 75.1°=0, k* +2.kl -3.1°=0

K= —20+V212+1212 _ —21+41 _ { l
Q 2 T2 T L=31
x1=1.0+18=8.1
k=1-->{x2=10+1.6 =6.1--> Punto (8.1, 6.1, 2.1), y dando
x3=1+1=2.1

el valor 1=1,tengo P(8,6,2)= (4,3,1)
x1=0+1.8=8.1
k=-31->{ x2=0+101.6=6.1 ->
x3=-3.1l+1= -2.1

Q=(4,3,-1) =Q(-4,-3,1). Estosson los puntos de corte.
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6.5.- Rectas tangentes a una conica desde un punto P.
Asintotas

all al2 al3
A=1a2l1 a22 a23

a3l a32 a33

Coénica

A) SiP(pl, p2, p3) es un punto de C hemos visto en el punto
6.2 que la polar de P es tangente a la conica en P, y esta es la

Unica tangente a C:
a

r: (x1, x2, x3).<b> =0, 0bienaxl +bx2+cx3=0
Cc
donde

a=all.pl+al2.p2+ al3.p3
b=a21l.p1 + a22.p2 + a23.p3
c=a3l.p1+ a32.p3 + a33.p3

B) Sea P(pl, p2, p3) que no estaen C.

Si Q(x1, x2, x3) es otro punto cualquiera, la recta definida por P y
Q pertenece al haz de rectas con vértice en P. Deseo obtener
aquellas que sean tangentes a C, lo cual significa que la cortan en
un punto doble.

. NX

La recta determinada por Py Q tiene por ecuacién
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(xi) = k. (pi) + L. (qgi), donde (pi) es fijo dado y
(gi) es variable.

Los puntos de corte con la conica vienen dados por el sistema

{(xi) = k. (pi) + L. (qi)
(xi).A.(xi)t =0

En el punto 6.4 vimos que los puntos de corte vienen dados por
las soluciones de
ak’+bkl+cl?=0, donde

a = (pi).A.(pi)'
b = 2.(pi).A.(qi)"
¢ = (qi).A.(qi)'

Dividiendo por I?, y escribiendo: x = % , tengo
ax’+bx+c=0

Para que tenga solucion doble (tangencia) ha de ocurrir que

b?-4.ac=0
Esto es

4.[(pi)-A.(@D)T* —4.[(pi).A.(pi)']-[(ai)-A.(ai) ] = O

donde (pi) son valores fijos dados y (qi) son incdgnita.
Simplificando y cambiando (gi) por (xi) tengo
[(pi).A.(xi)T* ~[(pi).A.(pi) T.[(xi).A.(xi) ] = 0 (*)

Si desarrollasemos obtendriamos una ecuacion homogénea de
segundo grado en x1, x2, x3, es decir, una cénica.
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Casuistica:

C
a) El punto fijo P es de la conica C:

En este caso (pi).A.(pi)' = 0, y la igualdad (*) queda reducida a
[(pi).A.(qi)]? = 0, que es una recta doble.
Observa que (pi).A.(xi)' = 0 es una recta.

Esta Gltima igualdad es equivalente a (xi).A.(pi)' = 0, que es la
ecuacion de la recta polar de P(p1, p2, p3).

Consecuencia:
Si P es un punto real de C, la tangente en P coincide con la polar
de P.

Si P es un punto de C en el infinito, a estas tangentes las
llamamos ‘Asintotas’ (Las Asintotas son las tangentes a C en sus
puntos del infinito)

b) SiPnoestaenC:

La igualdad

[(pi).A.(ai) T* ~[(pi).A.(pi)].[(ai).A.(qi)] = 0
donde (qi) es incAgnita, define una conica C’ que es degenerada,
ya que el punto P seria un punto singular. Por tanto consta de dos
rectas s1, s2 (cuyo producto nos da la expresion de C” ).
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=1 r

M1

M2
“s2

Al tratar la polar de un punto llegamos a la conclusion de que si P
no esté en la conica C su polar r corta a C en dos puntos M1, M2,
y las polares de estos puntos, que son tangentes a C, pasan por P.
Estas dos rectas s1, s2 son las tangentes a la conica desde P.
Cbémo obtener las tangentes desde P:

Obtengo la polar de P(p1, p2, p3), sea r, y obtengo los puntos de
corte con la cénica C, sean M1, M2 estos puntos. Las tangentes a
C son las rectas s1 y s2 que pasan por Py por M1y M2,
respectivamente.

Asintotas:

Llamamos ‘asintota’ a las tangentes a la conica en sus puntos ( de
C) del infinito. Es decir, las tangentes desde los puntos de C
comunes con la recta del infinito ( x3 = 0).

Cabe hablar de asintotas en el caso del tipo Hipérbola.

6.6.- Clasificacion de una cénica mediante su interseccion
con la recta del infinito

Tengo la conica

C: allx1? + a22x22 + a33x3? + 2a12x1x2 + 2al3x1x3 +
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+ 2a23x2x3 =0

all al2 al3
Sumatriz A={ a2l a22 a23
a31l a32 a33

Hallo sus puntos comunes con la recta del infinito
Tengo el sistema

{allxlz4—2a12x1x24—2a13x1x34—a22x224—2a23x2x34—a33x32::0
x3=0

gue queda asi

{all.xlz +2.a12.x1x2 + a22.x22 =0
x3=0

Divido en la primera por x,° , y me queda la ecuacion

all.x’ +2al2x +a22 =0, donde x = i—;

—2a12+v4a122-4alla22 _ -al2+vVal2?-alla22

2a11 all

Resolviendo: x =

-al2 + —A33
all

Observa que al2” —all.a22 = -A33, y por tanto x =

Observa la siguientes graficas y casuistica.
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(SESH

x3

Il
=]

x3 = 0 es la recta del infinito.
A33 >0 - No corta al infinito — Elipse

Por tanto: { A33 < 0 — Corta en dos puntos — Hipérbola
A33 = 0 — Es tangente — Parabola
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6.7.- Elementos de una Cénica (en homogéneas)
6.7.1.- Centro y Didametros

Sea C una conica no degenerada, esto es det(A) # 0

all al2 al3
dada por lamatriz A= a21 a22 a23
a3l a32 a33

Definicion:
Llamamos centro de C, si lo tiene, al polo de la recta del infinito.

Al tratar la polar r de un punto P(p1, p2, p3), y el poloP der,
teniamos
(xi).A.(pi)" = 0, y llamando

b = a2lpl + a22p2 + a23p3, (1)

{a = allpl +al2p2 + al3p3
¢ = a3lpl + a32p2 + a33p3

tenemos la recta
(x1, x2, x3).(Z> =0-->axl+bx2+cx3=0
recta polar de P(p1, p2C, p3).
Ahora impongo que la recta coincide con x3 = 0, y por tanto a =

0,b=0,c=1,ylaincognita es el polo P(x1, x2, x3) de esta recta.
Por tanto el anterior sistema (1) queda asi

a21x1 + a22x2 +a23x3 =0 (2)

{allxl +al2x2+al3x3 =0
a31x1 + a32x2 4+ a33x3 =1
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Podemos resolver por el método de Cramer:

Debemos tener presente la matriz A de la conica

all al2 al3 all al2 al3
A=(a21 a22 a23 ], D=]a21 a22 a23]|,
a3l a32 a33 a3l a32 a33
0 al2 al3 131
Aq=10 a22 a23 :A31 -->X1:T,
1 a32 a33
all 0 al3 A32
Ax2: a2l 0 a23 :A32“>X2=T,
a31 1 a33
all al2 0 b
Az =|a21 a22 0 =A33-->X3=T
a3l a32 1
El centro es Ce(ﬂ, &, E)
D D D
. A31  A32 .
0 bien Ce(A—33 B ¥ 1) SI A33¢0
En cartesianas: Centro (ﬁ, g)
A33 ’ A33

Si A33 =0 la conica es una parébola, y su centro esta en la recta
del infinito, es un punto impropio.

Diremos que la parabola No tiene centro.
Otra forma: Por derivacion parcial
Tenemos la expresion de la conica

f(x1, x2, x3) = allx1? + a22x2” + a33x3’ + 2a12x1x2 +
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+ 2a13x1x3 + 2a23x2x3 =0

all al2 al3
Sumatriz A= a21 a22 a23
a3l a32 a33

La tomamos en cartesianas:
f(x, y) = allx® + a22y” + 2a12xy + 2al3x + 2a23y + a33 = 0
Hallo sus derivadas parciales y planteo el sistema y resuelvo:

fr(x,y) = 2all.x +2al2.y+2al3 = 0 S
{fy(x,y) = 2a22.y +2al12.x+2a23 = 0

{all.x +al2.y = —al3 _ |a11 al?2
al2.x +a22.y = —a23 "’ " lal2 a22
_|1—al3 al2|_|al2 al3|_
AX'|—azs a22 ‘| a22 a23 ="
_lall —al3|_ |all al3|_
Ay_|a12 —a23l "~ |a12 a23l = A%
—Ax 4y Ax Ay _ A31  A32
X=3 ¥=73 >Ce(D' D)_Ce(A33'A33)
Diametros:

Llamamos ‘Diametros de la conica’ a la polar de cada uno de los
punto de la recta del infinito (x3=0).
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Observa:

Recuerda que, siendo la recta r, (recta del infinito x3 = 0) la
polar del punto-centro Ce, la polar de cada punto de la recta del
infinito pasa por Ce. Por tanto todo didmetro pasa por el centro
Ce de la conica.

Ademas: “El polo de cada diametro es un punto de la recta del
infinito x3 = 0.

6.7.2.- Pares de puntos conjugados entre si. Pares de Rectas
conjugadas entre si. Par de ejes, par de ejes ortogonales.
Vértices

Defi.: Decimos que un par de puntos P y Q son ‘conjugados
entre si’ cuando se cumple

(qi).A.(pi)’ =0

De esta igualdad se deduce que cada uno de estos puntos esta en
la polar del otro: La polar de P pasa por Q, la polar de Q pasa por
P.

Llamamos ‘par de rectas conjugadas’, respecto de la conica C, a
todo par de rectas r y s cuyos polos son conjugados entre si.

Equivale a que cada una de estas rectas contiene el polo de la otra.
Defi.:

Llamamos ‘par de Ejes de la conica’ a todo par de diametros
conjugados entre si.
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Equivalente a que sus polos (que son puntos del infinito) son
conjugados entre si, y que cada eje pasa por el polo del otro.

Recuerda que ‘diametros’ son las polares de los puntos del
infinito, y que el polo de cada uno es un punto del infinito.

P

Too

Relacién entre las pendientes de un par de ejes.
Par de ejes ortogonales

6.8.-

En Cartesianas tenemos:
Ce(cl, c2) es el centro de C. Las rectas r y s (par de ejes) tienen
por ecuacion

r: (y-c2) = m.(x-cl), --> L2 = 4

m
51 (y-c2) = m’.(x-cl), -- > =2 = =4

P v Q conjugados
r ¥ 8 diamatros conjugados
(Un par de ejes)

[z

oo

Un vector director de res v = (1, m), y Q(1, m, 0) es un punto de
r en el infinito.
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Un vector director de sesw = (1, m’), y P(1, m’, 0) un punto de s
en el infinito.

En homogéneas y tomando la expresion de la Conica:

Teniendo en cuenta que la polar de Q es s, para todo punto (x1,
X2, x3) de s se cumple:

all al2 al3 1
(X1, x2,x3).{ a21 a22 a23|.[m]=0,

a31l a32 a33 0
all+al2.m

(x1, x2, x3).<a21 + a22.m> =0, de donde
a3l +a32.m

s: (all+al2.m).x1 + (a21+a22.m).x2 + (a31+a32.m).x3 = 0,

cuya pendiente es
>y _ —(al11+al2.m)

(a12+a22.m)

gue es la relacion entre las pendientes de un par de ejes (par de
diametros conjugados).

(Recuerda que: a21 = al2, a31 = al3, a32 = a23)

Consecuencias:
A) ¢Como obtener un par de ejes?.

La relacion anterior se refiere a un par de rectas conjugadas que
pasan por el centro (Un par de ejes)
Procedemos como sigue:

Tomo una rectar: (y-c2) = m.(x-cl), -- >
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que pasa por Ce(cl, c2), y fijo esta recta como eje el
(dependiendo del parametro m).

—(a11+al2.m)
(a124+a22.m)
para otra recta s, de modo que, imponiendo que pasa por el

mismo punto Ce(cl, ¢2), es decir que su ecuacion es de la forma

Acto seguido tomo el valor m’ = como pendiente

) NI . y—c2 _ x—cl
s: (y-c2)= m’.(x-cl) -- > — =
y la tomo como eje e2. Dando valor al parametro m obtengo un

par de ejes (diametros conjugados).

B) Calculo de un par de Ejes ortogonales:
(perpendiculares entre si)

Sabemos por el estudio en Cartesianas, que si m” = -1/m, el par de
rectas correspondiente son perpendiculares entre si. Son un par de
ejes ortogonales.

Imponemos esta condicion y tenemos

_ (a11+a12.m)

= -->al2 +a22.m=all.m+al2.m?
(a12+a22.m)

1/m

al2.m’ + (all-a22).m-al2 =0
De esta ecuacion obtenemos dos valores m1, m2 que son las
pendientes de un par de ejes ortogonales entre si (respecto de la
conica).

Defi.:
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Llamamos ‘vértices de la conica’ a los puntos de corte de la
cdnica con cada uno de los dos ejes (ortogonales entre si).

Ejemplo:
Tengo la conica C: x* + 4y® -6x -16y + 21 =0 -- >

X1 +x22 -6X1x3 -16Xx2x3 +21x3° =0

1 0 -3
A=l 0 4 -8
-3 -8 21

Determinar:
El centro, un par de ejes ortogonales y los vértices

Sol.: Calculando obtengo
- - -1 =3|- -
IA=-16,A31=12,A32=-|; ~5|=8  A33=4

(Los determinantes Aij son los Adjuntos algebraicos de |A| )
Tengo: Ce(12, 8, 4) -- > Ce(3, 2, 1) -- > Ce(3, 2) en cartesianas.
Otra forma: Semi-Derivadas parciales

Resolviendo el sistema

1 ’- —
S flix =3=0

I , dedonde:x=3,y=2
E'f’y: 4y —8=0

Par de Ejes ortogonales: Las soluciones de
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al2.m? + (all-a22).m -al2 = 0
son las pendientes de dos ejes ortogonales.
0.m*+(1-4)m-0=0-->-3m=0, m=0
En realidad debo expresar: 0.m?-3m =0,

m=20

m'(o'm_3):0"> {0m—3:0—) m:%: [oe]

Obtengo las rectas: r: y-2 =0.(x-3) -->y =2

S y-2 = 00.(x-3) > 1/o0.(y-2) = (X-3) -- > 0 =Xx-3,

s:x=3 (pendiente oo)
Vértices: Resuelv { - g
€8: RESUEVO1v2 1 4y2 —6x — 16y +21 = 0

x2+16—6x—32+21=0>>x*-6x+5=0,
x=5x=1, VI(5,2), V2(1,?2)

x=3

X2 +4y? —6x —16y +21 = 0"

Resuelvo {
9 +4y*-18 -16y +21 =0 -- > 4y*-16y +12 =0,

y2-4y+3=0-->y=3, y=1 -->V3(3,3), V43, 1)
6.9.- Focosy Directrices

Definiciones:
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Llamamos ‘focos de C’ a aquellos puntos F(p1, p2) tales que las
tangentes a C desde ellos son las rectas

r:y-p2 =i.(x-pl),
S: y-p2 = -i.(x-pl)

Interesan sélo los focos reales: pl, p2 reales

Las tangentes mencionadas son las rectas con pendiente m =i, m’

y-p2 = i.(x-pl)

= —-i_{x-pl)

5
s ]
%]

Fipl.p2)
Llamamos ‘directrices’ de la conica a la recta polar de cada foco.
Calculo de los focos:
Imponemos la condicion de tangencia planteando el sistema que
nos dara los puntos de corte entre la conica y cada una de aquellas

rectas:

{a11x2 +a22y2 + 2al2xy + 2al3x+ 2a23y+a33 = 0
y—p2=i.(x-pl)

Despejo y = p2 +i.(x-pl)
Sustituyendo en la primera obtendremos una ecuacion de segundo

grado en x*
AX*+Bx+C=0
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donde A, B, C son valores complejos que dependen de los valores
reales aij y i, conocidos, y de los parametros pl, p2 cuyos valores
hemos de calcular.

Puesto que el punto de corte Q ha de ser punto doble tiene que
cumplirse
B’-4AC=0

Como este miembro izquierda es un valor complejo, designando
por M la parte real y por N la parte imaginaria, hemos de resolver

{M =0
N=0
De aqui obtenemos los valores p1, p2 que determinan el foco.

Ejemplos:

1.- Sea la cénica Xy +2x-2=0
Obtener focos y directrices.

xy+2x—2=0

Sol.: Focos, sea F(p1, 2:{ .
cos, sea F(p1, p2) y=p2=i(x—pl)

y =p2 +i.(x-pl) -->
X.(p2 +i(x-pl)) +2x-2=0-->

X.p2 +ix.(x-pl)+2x-2=0-->
ix?+(p2+2-i.pl)x-2=0
Entonces, con la notacion anterior

A=i
B = 2+p2-pl.i
C=-2

Discriminate: B* = (2+p2-pl.i)> = (2+p2)* —p1? -2(2+p2).pL.i
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4AC = -8i

B2 -4AC =0 -- > [(2+p2)? —p1?] + [8-2.(2+p2).p1].i =0 -- >

(2+p2)?-p1? =0 _[(@2+p2)*-p1* =0
8—2.(2+p2).pl =0 |4—(2+p2).pl =0

de donde
2+p2—p—1“> (p_l) —pl -->16—p1

p1* = {—44’ p1= {iizzl

pl=2--> p2=0--> focoF1(2, 0)
pl=-2--> p2=-4-->foco F2(-2, -4), focos reales

Ademas
pl = 2i -- > p2 = -2+2/i = -2 -2i -- > F3(2i, -2-2i)
pl =-2i-->p2 = -2-2/i = -2+2i -- > FA(-2i, -2+2i)

Prescindimos de estos Gltimos por ser imaginarios.

Directrices: Polar de cada foco
1

0 2 1 x1 x1
F1(2,0,1): (2,0,1).| 1 0 .<x2) = (1,1, O).(x2> =

2

1 -2

0
0 x3 x3
=x1+x2=0--> x+y=0
1
0 2 1 x1 x1
F1(-2-41): (-2-41( L ¢ o .(xZ) =(-1,-1, -4).<x2> =
2
1 0-2 x3 x3
-X1-—x2-4x3=0-->
X+y+4=0
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2.- Sea la conica x? + 5y? -5 = 0.

Sus focos son F1(2, 0), F2(-2, 0) y se pueden obtener
graficamente.

Resultados: Sus directrices son
dl:2x-5=0, d2:2x+5=0

Compruébelo el alumno. La cénica es una elipse.

6.10.- Reduccidn de la ecuacién general a forma canonica
Sea la ecuacion general

C: allx1? + a22x2% + a33x3? + 2a12x1x2 + 2al3x1x3 +
+ 2a23x2x3 =0

y en cartesianas

C: f(x, y) = allx® +a22y® +2al2xy +2al3x+2a23y + a33 =0
A) Caso de la Elipse y la Hipérbola:

En estos dos casos elegimos como sistema de referencia aquel

cuyos ejes son los ejes de la conica, y como origen (0, 0) su

centro.

Supongamos que la siguiente es la expresion en este nuevo
sistema de referencia.

Ciolx,y) =
= c11x® + c22y% + 2¢12xy + 2¢13x + 2¢23y + ¢33 =0
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Teniendo en cuenta la simetria central de estas cénicas y que el
centro es (0, 0), para todo punto P(x, y) de C tiene que cumplirse

9(-x,-y) =9(x,¥) =0
esto es
c11x® + c22y® + 2c12xy + 2¢13x + 2c23y + ¢33 =0
c11x? + c22y* + 2¢12xy -2¢13x -2¢23y + ¢33 = 0

y restandolas obtengo
4.c13x +4.c23y =0,

de donde, si ha de cumplirse para todo punto P(x, y) de la conica,
tiene que ser
c13 =0, ¢23=0, quedando en cada una de aquellas

c11x? + c22y* + 2¢12xy + €33 =0
c11x? + c22y* + 2¢12xy + ¢33 =0

Por otro lado, Teniendo en cuenta que el eje ox es eje de simetria,
y lo mismo el eje oy, paratodo p(x, y) de C ha de cumplirse

9(x,-y) =9(x,y) =0, 9(-x,y) =9(x,y) =0
y por tanto
c11x? +¢22y? -2¢12xy +¢33 =0
c11x? +c22y” +2¢12xy +¢33 =0
dedonde cl12=0, yqueda
c11x? + c22y* +¢33=0

que es la ‘Ecuacion reducida’ de la Elipse y/o de la Hipérbola.

B) Caso de la Pardbola:
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En este caso el origen y ejes del nuevo sistema de referencia
seran:

(0, 0) el vértice de la parabola

Eje ox (6 el oy) el eje de simetria de la parabola.

El eje oy (6 el ox) la tangente a la parabola en el vértice.

Supongamos que la siguiente es la expresion en este nuevo
sistema de referencia

Ciolx,y) =
= ¢11x° + €22y% + 2¢c12xy + 2¢13x + 2¢23y + ¢33 =0

Puesto que la conica pasa por (0,0) serd ¢33 =0

La tangente en el vértice es la polar del punto (0, 0), con lo cual

cll al2 c13\ /x
(0, 0, 1).(a12 c22 a23).<y> =

cl3 a23 0 1
X
=(c13, a23, O).<y> =¢13x + a23y
1

y como esta ha de coincidir con el eje oy, cuya ecuacion es x =0,
ha de ser

a23=0
Queda C: c11x® + c22y? + 2c12xy + 2¢13x = 0

Por ser el eje de la parabola eje de simetria se ha de cumplir

| g(x, -y) =g(x,y)=0
por lo que
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c11x® + c22y® + 2c12xy + 2¢13x = 0
c11x® + c22y® -2¢12xy + 2¢13x = 0

de donde 4.c12.xy =0 para todo P(x, y) de C, con lo cual
cl2 =0,

Queda C:cllx?+c22y*+2c13x =0
cll1 0 c13
A= 0 22 0
cl3 0 0
Por ser parabola sabemos que A33 = 0, por lo que
cl1.c22 =0, de donde las siguientes dos opciones:
c11=0->c22y* + 2c13x =0, (eje de simetria Ox)
€22 =0 -> c11x* +2¢13x = 0 - > x.(c11x +2¢13) = 0
(Esta es degenerada, producto de dos rectas distintas)
cl1=0,c22=0--> 2¢13.x=0
(degenerada: recta x = 0 doble)
Nos quedamos con c22y* +2¢13x =0
NOTA:
Si en la eleccion del sistema de referencia tomamos como eje oy

(eje de simetria), entonces habriamos llegado a la ecuacion

c11x® +2c13y =0

$$$$000$$$$
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Tema 7
Coordenadas homogéneas el Espacio.

Estudio de las Cuadricas
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7.0.- Coordenadas homogéneas en el Espacio
El Punto en coordenadas homogéneas:

En cartesianas tengo la representacion de un punto P(X, y, z),
respecto de un sistema de referencia S(O; ox, oy, 0z).

e ey 1 2 3
Por definicion hacemos x ==, == = de modo que ahora el
x4 x4 x4

punto lo representamos mediante
P(x1, x2, X3, x4),

Cuando x4 = 0 decimos que P(x1,x2,x3,0)es un punto del infinito,
en otro caso es un punto real.

Si multiplico por k las coordenadas xi tengo (kx1, kx2, kx3, kx4),
y teniendo en cuenta que

-kl _xt lo mismo para v, z, vy el punto que
wxd xa Y para y,z, yelp q

representa la cuaterna anterior es el mismo punto P. De ahi el
nombre de coordenadas homogéneas.

Observa que si k = x—14 , con x4 + 0, entonces la citada cuaterna
gueda de la forma P(x, vy, z, 1), y esta es la que utilizaremos

habitualmente para representar un punto real P(x, y, z) pero
expresado en coordenadas homogéneas.
El Plano en coordenadas homogéneas:

En cartesianas m: ax + by +cz+d =0

, 1 2 3
En homogéneasa. —+b. = +c. = +d =0
x4 x4 x4
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de donde
m:axl+bx2+cx3+dx4=0

Plano determinado por tres puntos:

Sean tres puntos P(pi), Q(qi), R(ri), no alineados, y X(xi) un
punto cualquiera del plano que estos determinan.

Cada uno de estos cuatro puntos han de satisfacer la ecuacién de
m, por tanto tengo el sistema
a.xl +b.x2 +c.x3 +d.x4 =0
a.pl +b.p2 +c.p3 +d.p4 =
a.ql +b.q2 +c.q3 +d.q4 =
a.rl +b.r2 +cr3 +dr4 =0

o o

donde las incdgnitas son a, b, c, d.

Este sistema es homogéneo y para que admita solucion no nula el
determinante de sus coeficientes ha de ser nulo, esto es

x1 x2 x3 x4
pl p2 p3 p4|_

ql q2 q3 q4
rl r2 r3 r4

Esto significa que existe relacion de dependencia lineal entre su
filas (y entre columnas) lo que nos lleva a la existencia de
escalares k1, k2, k3, k4 tales que

k1.(x1,x2,x3,x4) + k2.(p1,p2,p3,p4) +
+ k3.(91,92,93,94) + k4.(r1,r2,r3,r4) = (0,0,0,0)

Abreviado y vectorialmente tenemos lo siguente:
k1.(xi) + k2.(pi) + k3.(qi) + k4.(ri) =0
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En ésta igualdad ha de ser k1 # 0, pues de lo contrario los tres
puntos dados estarian alineados.

Entonces podemos obtener
(x1, x2, x3, x4) = h1.(pi) + h2.(qgi) + h3.(ri),
y sus ‘Ecuaciones paramétricas’

x1=hl.p1+ h2.q1+ h3.71
x2 =hl.p2 + h2.q2 + h3.72
x3 =hl.p3 + h2.q3 + h3.73
x4 = hl.p4 + h2.q4 + h3.74

donde intervienen los tres parametros hl, h2, h3. Recuerda que en
coordenadas cartesianas figurarian dos pardmetros.

La recta en homogéneas:
En cartesianas una recta viene dada como interseccion de dos
planos

(ax+by+cz+d=0

'{a’x+b’y+c’z+d' =0

Al pasar a homogéneas tengo

{ ax1l+bx2+cx3+dx4=0 *)

a'x1+b'x2+c'x3+d'x4=0
La Recta determinada por dos puntos:

Sean dos puntos P(p1, p2, p3, p4), Q(ql, g2, g3, g4) y sea
X(x1, x2, x3, x4) otro punto cualquiera de la recta.

Para cada uno de estos puntos se ha de cumplir el sistema (*), y
por tanto tengo el sistema
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axl+bx2+cx3+dx4d =0

| a'x1+b'x2+c'x3+d'x4=0

{ apl +bp2 +cp3+dp4sd =0 *%)
a'pl+b'p2+c'p3+d'psd=0

|aq1+bq2+cq3+dq4 =0
a'ql+b'q2+c'q3+d'q4 =0

donde las incognitas son
(@ b,c,d)y(@,b’,c,d)

Del sistema (**) extraemos
axl+bx2+cx3+dx4=0
{apl + bp2 + cp3 +dp4d =0
aql +bq2+cq3 +dqg4d =0
Cuya matriz es

x1 x2 x3 x4
A=<p1 p2 p3 p4>
ql q2 q3 q4

Para que admita solucién no trivial el rango de esta matriz ha de
ser menor que tres, lo que significa que existe relacion de
dependencia lineal entre sus filas:

k1.(x1,x2,x3,x4) + k2.(p1,p2,p3,p4) +
+k3.(91,92,93,94) = (0,0,0,0)

Aqui k1 ha de ser no nulo, pues de lo contrario P y Q serian el
mismo punto.

Dividiendo por k1 tengo
(xi) + k.(pi) + 1.(qi) = (0,0,0,0)

y las ecuaciones paramétricas de la recta
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x1=k.pl+lql
x2 =k.p2+1.q2
x3 =k.p3+1.q3
x4 =k.p4d+1l.q4

También matricialmente

x1 pl ql
x2\_, [Dp2 q2
3 = k. p3 + L a3 |
x4 p4 q4

0 de forma abreviada: (xi) = k.(pi) + 1.(qi)

7.1.-  Definicion general de Cuddrica en homogéneas.
Expresion matricial

Defi.:
En cartesianas viene definida por una ecuacion de la forma

allx® + a22y” + 2.a12xy + 2.a13xz + 2.a23yz + 2.al4x + 2.a24y
+2a34z+a44=0

Matricialmente podemos escribir

all al2 al3 al4d

a2l a22 a23 a24
%Y. 20 131 432 433 a34 |

a4l a4?2 a43 ads

_ N R
1
o

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

y decimos que la matriz A = define la

cuédrica.
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En coordenadas homogéneas tengo:

allx1? + a22x2? +a33x3% + ad4x4? + 2.a12x1x2 +
+ 2.a13x1x3 + 2.a14x1x4 + 2.a23X2X3 + 2.a24x2x4 +
+ 2.a34x3x4 =0

y matricialmente
all al2 al3 al4 x1
a2l a22 a23 a24 x2 | _
(0L, x2, X3, X4) 131 432 033 a34 || x3 ]~ °

a4l a42 a43 ads x4

7.2.-  Puntos conjugados, Plano polar de un punto.
Polo de un plano

Sea una cuadrica dada por su matriz (simétrica)

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

a4l a42 a43 ads
Defi.:

Los puntos P(p1, p2, p3, p4) y Q(ql, g2, g3, g4) son conjugados
entre si respecto de la cuadrica si se cumple

(gi)-A.(pi)’ =0

Defi.:
Llamamos ‘polar’ de P al lugar geométrico de los puntos
(x1, x2, x3, x4) conjugados de P, es decir, los puntos Q(xi) que
cumplen
all al2 al3 al4\ /pl
a2l a22 a23 a24 \ [ p2 )\ _
(L X2,X3,X4)-\ 131 432 33 a34 || p3 |70
a4l a42 a43 ad4 p4
Operando
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all.pl +al2.p2 + al3.p3 + ald.p4
a2l.pl +a22.p2 + a23.p3 + a24.p4 | _
(X1, X2, X3, X4)-\ 131 p1 + a32.p3 + a33.p3 + a34.p4 | = O

a41l.pl + a42.p2 + a43.p3 + a44.p4

y llamando
a=all.pl+al2.p2+ al3.p3+ald.p4
b=a2l.pl + a22.p2 + a23.p3 + a24.p4
c=a3l.p1+ a32.p3 + a33.p3 + a34.p4
d=a41l.p1+ a42.p3 + a43.p3 + a44.p

1)

S Q

tenemos (x1, x2, X3, x4). c =0,

QU

m: ax1+b.x2+c.x3+dx4=0, queesun plano.

Defi.:
Llamamos ‘polo’ del plano m al punto P tal que su polar es m.

Si tengo el plano m: ax1 + bx2 + ¢x3 + dx4 = 0, y por lo tanto
tengo los valores a, b, ¢, d, pretendo obtener su polo

P(p1, p2, p3, p4).
Teniendo en cuenta las relaciones (1) tengo el sistema

all.pl +al2.p2 +al3.p3 +al4.pd=a
a2l.pl +a22.p2 + a23.p3 + a24.p4=>b
a31l.pl +a32.p3 +a33.p3+a34.pd=c
a4l.pl +a42.p3 + a43.p3 + a44.p4 =d

donde la incognita es (p1, p2, p3, p4).

Resolviendo por Cramer
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a al2 al3 al4d all a al3 al4
_ _|b a22 a23 a24 _la21 b a23 a24
D=lal, B1= c a32 a33 a34 B2= a31 ¢ a33 a34
d a42 a43 ad4 a4l d a43 ad4
all al3 a al4d all al2 al3 a
B3 = a2l a23 b a24 B4 = a2l a22 a24 b
a31 a33 ¢ a34| a3l a32 a34 c|’
a4l a43 d a4d4 a4l a42 a43 d
las coordenadas del polo son P(E, g’ E, ﬁ),
D D D D
o0 bien P(E, E, ﬁ, 1). Cartesianas P(ﬂ, ﬁ, ﬁ)
By ° By = By By By By
IMPORTANTE:
El plano polar de P(p1, p2, p3, p4) es
pl
. p2 | _
m: (x1, X2, X3, x4).A. p3 =0
p4

Para un punto M(m1, m2, m3, m4) de m se cumple

pl
(m1, m2, m3, m4).A. Zg =0, y también
p4
ml
m2 | _
(pl, p2, p3, pd).A. m3 |~ 0,
m4

lo que significa que el punto P pertenece al plano polar de M.
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Hemaos hecho uso de que la matriz A de una cuadrica (como de
una conica) es siempre simétrica, y por tanto A' = A.

Consecuencia:

a) Simes el plano polar de P, el plano polar de cualquier
punto M del plano m pasa por P. Los planos polares de los puntos
M de m estan incluidos en el ‘haz conico’ de planos con vértice P.

b) En virtud de lo anterior, si el plano polar de P, sea m, corta
a la cuadrica produciendo una curva g, el plano polar de todo
punto Q de g pasa por P. Este hecho tendra importancia cuando
tratemos ‘los planos tangentes’ a la cuadrica desde un punto P.

7.3.- Puntos singulares. Cuadrica degenerada
Sea una cuadrica C definida por la matriz simétrica

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

Defi.:
Llamamos punto ‘singular’ de la cuadrica a un punto P(pi) tal que

(xi).A.(pi)' = 0, para todo punto q(xi) de C

Operando

all.pl +al2.p2 + al3.p3 + al4.p4
a2l.pl + a22.p2 + a23.p3 + a24.p4 | _
(X1, X2,X3, X4)-\ 131,91 + a32.p2 + a33.p3 + a34.p4 | = O

a4l.pl + a42.p2 + a43.p3 + a44.p4
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para todo punto (x1, x2, x3, x4) de C, y Por tanto ha de cumplirse
el sistema

all.pl+al2.p2 +al3.p3 +al4.p4 =0
a2l.pl + a22.p2 + a23.p3 + a24.p4 =0
a3l.pl +a32.p2 +a33.p3 +a34.p4 =0
a4l.pl + a42.p2 + a43.p3 +a44.p4 =0

(1)

La matriz de este sistema es la matriz A de la cuadrica

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a4?2 a43 ad4

Casuistica:

¢) /A # 0 --> Unico punto singular (0,0,0). La conica es
No degenerada.

d) Siran(A) =3, el sistema (1) contiene tres ecuaciones
linealmente independientes, una sola incognita libre, y
por tanto un punto.

Del mismo modo que en las cénicas este punto es

M(A41, Ad2, A43, Ad4), y es un punto de la cuadrica.

Se demuestra que toda recta que pasa por My por otro punto de
C, toda ella esta incluida en C. Por tanto:

-Si A44 + 0 -- > La cuddrica es un cono real con vértice
en M.

-Si A44 =0 -- > La cuédrica es un cilindro cuyas

generatrices son paralelas que pasan por el punto M(A41, A42,
A43, 0) del infinito.
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-Si ran(A) = 2, el sistema (1) contiene dos ecuaciones
linealmente independientes que son dos planos no paralelos.
La cuédrica esta formada por dos planos no paralelos.

-Siran(A) = 1, en el sistema (1) s6lo una de las
ecuaciones es L.i., es un plano (dos planos coincidentes).
La cuadrica esta formada por un plano doble.

Decimos que la cuadrica es degenerada si /A/ = 0 y en otro caso
decimos No degenerada.

Ejemplo:
Sea la cuédrica C dada por
0 0 1 -2
-1 0 0-—-1 2
Aslio1 122
-2 2 -2 4

72+ 2xz-2yz -4x + 4y -4z +4=0

Se comprueba que ran(A) = 2 -- > dos planos m1, m2
Las dos primeras filas son I.d., pero la primera y tercera son L.i., y
por tanto representan sendos planos cuya interseccion es la recta

{ -z+2=0
x—y+z—-2=0

Hemos de hacer notar que, por satisfacer el sistema (1), es esta
recta r la que esta incluida en C, pero no necesariamente lo esta
cada plano. Tenemos que obtener los dos planos que forman la
cuadrica.
Los citados planos pertenecen al haz

(x-y+z-2)+k(z-2)=0
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Un punto de C es P(1, 0, 0) y por él ha de pasar uno de los planos
que la forman:
(1-2) +k.(-2) =0, k=-1/2,

y el plano serd ml: 2.(x-y+z-2) -(z-2) = 0,
ml:2x-2y+z-2=0

El otro plano m2 puedo obtenerlo haciendo la divisién

(2% +2xZ -2yz -4X +4y -4z +4) : (2x-2y +Z -2)

Division:

7% -2(2-x+y).z —(4(x-y-1) | z+2x-2y-2

-7% -2xz+2yz+27

« -2z -4(x-y-1)
+2z  +4Ax-4y-4

con locual m2:z-2=0es el otro plano.
Otra forma para obtener los dos planos m1, m2:

Consiste en resolver
7’ + 2Xz -2yz -4x + 4y -4z + 4 = 0,

tomando z como incdgnita.
Si f(z) y g(z) son las soluciones, entonces

C: (z1(2)).(z-9(2)) = O,
y los planos son: ml: (z-f(z)) = 0, m2: (z-9(z)) =0
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Resuelvo: 22 + 2(x-y-2)z +4 (-x+y+1) = 0

_ —2(x—y-2)+/4.(x—y-2)2-16.(-x+y+1) _

z
2
— 2(emy-DF2y(x-y)?
2
Z:{ —(x-y=-2)+(x-y)=2
—(x—-y-2)—-(x—y)= —2x+2y+2’

con lo cual la cuadrica esta formada por el producto de dos
planos:
(z+2x-2y-2).(z-2)=0

7.4.- Interseccién entre un plano my la cuadrica C.
Plano tangente. Interseccion con x, =0

Sean una cuédrica C: (xi).A.(xi)'=0

con matriz
all al2 al3 al4d
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

y un plano m determinado por tres puntos P(pi), Q(qi), R(ri)
m: (x1, X2, x3, x4) = k.(pi) + 1.(qi) + s.(ri)
K, I, s son los parametros que determinan los puntos del plano.

Su interseccion es el lugar geométrico de los puntos (x1, X2, x3,
x4) que satisfacen el siguiente sistema

(x1,x2,x3,x4) = k.(pi) + 1. (qi) + s. (ri) 1
{ (xi).A. (xi)t = 0 @
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Deducimos que

[k. (pi) + 1. (gi) + s. (ri)]. A. [k. (pi) + L. (qi) +s.(r)]* =0

Teniendo en cuenta que se cumple la propiedad distributiva y que
la traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas, tenemos

K2.(pi).A.(pi)" + 2K1.(pi).A.(qi)" + 2ks.(pi).A.(ri)" + I°.(gi).A.(qi)" +
+ 2ls.(qi).A. (i)t + s2.(ri).A.(ri) = 0
Llamando:

b11 = (pi).A.(pi)' , b12 = (pi).A.(qi)'

b13 = (pi).A.(ri)' , b22 = (qi).A.(qi)"

b23 = (qgi).A.(ri)' , b33 = (ri).A.(ri)!

tenemos
b11.k? + b22.1? + b33.5% + 2b12.kl + 2b13.ks + 2b23.Is = 0,

)
donde k, I, s son parametros.
Escribiendo x1 por k, X2 por I, x3 por s, tengo

b11.x1% + b22.x2? + b33.x3 + 2b12.X1x2 + 2b13.X1x3 +
2b23.x2x3 = 0,

@y

que representa la proyeccion, sobre el plano del infinito x4 = 0, de
la curva interseccion del plano m con la cuéadrica C.

En cartesianas esta curva es
C’:bl1.x*+b22.y* + 2b12.xy + 2b13.x + 2b23.y + b33 = 0,

Esta proyeccion es una conica C’ sobre el referido plano del
infinito (x4 =0).
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Planoc del
infinito

Observa como se han obtenido los coeficientes by
b1l = (pi).A.(pi)' , b12 = (pi).A.(qi)'
b13 = (pi).A.(ri)" , b22 = (qi).A.(qi)"
b23 = (gi).A.(ri) , b33 = (ri).A.(ri)
Interseccion de la cuédrica con el plano x4 = 0 (El infinito):

{(xi) 12\(4(;)? — 0" Haciendo x4 = 0 en la segunda

x4 =0
{allxl2 + a22x2% 4 a33x3% + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 = 0

que es una conica sobre el plano x4 = 0

En cartesianas

all.x?+ a22.y? +2al2.xy + 2al3.x+ 2a23.y+a33 = 0
Los coeficientes a; proceden de la matriz de C

7.5.- Rectas tangentes a una cuadrica desde un punto P
Cono tangente a la cuadrica con vértice en P

Sea la cuédrica definida por A
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all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a4?2 a43 a44

Si P pertenece a C, entonces, como ocurre en las conicas con una
recta, ahora el plano m polar de P es tangente a la cuadrica en P.
Toda recta contenida en m y que pase por P es tangente a C en
este punto P.

La ecuacion del plano polar mes: (pi).A.(xi)'=0
y éste es el Unico plano tangente a la cuadrica en P.

a) Sea P que no esta en C. En este caso consideramos la
familia de rectas que pasan por P

r: (xi) = k.(pi) + 1.(qi)
@)

donde (pi) es punto fijo y (gi) es punto genérico.

P

La igualdad (1) representa la ‘radiacion’ de rectas, en el espacio,
que pasan por P. Fijado el punto Q(qi) los pardmetros k, |
determinan la recta PQ.

Los puntos de corte de las rectas de esta radiacion con la cuadrica
C vienen determinados por el sistema

{(xi) = k. (pi) + L. (qi) @)

(xi).A.(xi)t =0

Sustituyo la primera en la segunda y tengo
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[k. (pi) + 1. (qD)]. A. [k. (pi) + 1. (qi)] =0 (32)

Esta igualdad (3a ) representa la familia de rectas de la radiacion
(1), con centro en P, que cortan a la cuédrica C.

Teniendo en cuenta que se cumple la propiedad distributiva y que
la traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas, la
igualdad (3a) puede ser expresada asi

K2 (pi). A (pi)' + 2k.1.(pi).A.(qi) + 12(qi).A@i)'=0  (3b)

Haciendo:
b11 = (pi).A.(pi)'
b12 = (pi).A.(qi)'
b22 = (qi).A.(qi)'

tengo
b11.k* + b22.1* + 2b12.k.1 = 0, (3c)

Tengamos en cuenta que (gi) es variable y cuando fijo uno de
éstos puntos queda determinada una recta s, de modo que los
pardmetros k, | determinan cada punto de s.

En lo que sigue podemos suponer fijado uno de estos puntos

Q(ai).
En bll.k?*+b22.1%+ 2b12.k.1 =0,

.. o k Yy
divido por I? y escribiendo: x = T yme queda la ecuacion en x
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b11.x* +2bl2.x + b22 =0 (3d)

Escribo a=bl1, b =2b12, ¢=hb22, yteniendo en cuenta lo que
representan éstos tengo
a = (pi).A.(pi)’
b = 2.(pi).A.(qi)"
¢ = (ai).A.(qi)’
ax’+bx+c=0, (3e)

Deseamos determinar aquellos puntos Q(qi) tales que la recta s
determinada por PQ sea tangente a la cuadrica. La ecuacion (3e)
nos da dos soluciones para k / I, por lo tanto un par de rectas de la
familia que cortan a la cu&drica C. Para que estas rectas sean
tangentes a C, esto es, para que coincidan siendo la misma recta,
la ecuacién (3e ) debe tener solucién doble.

Para que (3e ) tenga solucion doble (tangencia) ha de ocurrir que
b’>-4.ac=0-->

4.[(pi)-A.(@D)']” -4.[(pi)-A.(pi) 1.[(ai)-A.(qi)] = 0

Simplificando y cambiando (qgi) por (xi) me queda
[(pi).A.(xi) T* ~[(pi).A.(pi) T.[(xi)-A.(xi)] = 0

gue determina aquellos puntos Q(qi) tales que la recta s(j)PQ es

tangente. La solucion doble de (3e) me da la relacion k/l entre los
parametros que determinan los puntos de esta recta s.

230



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

La figura ilustra el lugar geométrico de los puntos Q citados.

Es una superficie conica con vértice en P. Es una cuédrica
degenerada.

Conclusion:
Tenemos el cono tangente a la cuadrica C con vértice en P.
Cdmo obtener el cono tangente a C con vértice P:

Aunque lo veremos también en el siguiente punto, podemos
adelantar lo siguiente:

Si C’ es el corte con C del plano m, polar de P, el plano polar de
cada punto M de C’ es tangente a C y pasa por P. La interseccion
de cada par de planos consecutivos es una generatriz del cono.

Es decir, este cono est& formado por todas las rectas que pasan
por P y son tangentes a C en un punto de C’.

Ejemplos:

1.- Sea C dada por la ecuacion x* + y* + z>-4 = 0, halla el cono
tangente a C y vértice en P(0, 0, 4) (Datos en cartesianas)
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1000
[0 1 00
A=l o 0 10
00 0 —4
0
Calculos: (004 1).A. 2 - =12
1
X
(0041).A.3Z’ = =474
1
X
(xyz1l).A. }Z/ =....=xX"2+y"2+z2"2 -4
1

Sustituyendo en la expresion
[(pi)-A.(xi)]* ~[(pi).A.(pi) ].[(xi).A.(xi) ]=0
obtengo la ecuacion del cono
3x% +3y* —z* +82 -16 = 0
Otra forma:

Obtengo la curva C* = C”(plano polar de P)

0041)A(” |=...=4z4

_ N R

La ecuacion de d viene dada por el sistema
. z—1=0 . .
C: {xz Y2472 —4=0" (directriz del cono)
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2.- Tomo la misma cuadrica C pero ahora P(1,1,1,0) del infinito.
Obtener el cono tangente a C.

Resuelva el alumno

3.- Tomo la misma cuédrica pero ahora P(0,0,1,0) del infinito.
Obtener el cono tangente a C.
Resuelva el alumno

7.6.- Planos tangentes a una cuadrica que pasan por P.
Cono tangente

Cuadrica

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a4l a42 a43 ad4

A) Si P pertenece a C, entonces, del mismo modo que en las
conicas tenemos recta tangente, el plano polar de P es
tangente a la cuédrica en P:

Su ecuacion, del plano polar es: (pi).A.(xi)' =0, y este es el
Unico plano tangente a la cuadrica en P.

B) Supongamos que P no esta en C, y sea m el plano polar
de P.

Este planoes m: (xi) = k.(pi) + 1.(qi) + s.(ri) @

donde (pi), (qi) y (ri) son puntos fijos que determinan el plano, y
K, I, s son los parametros que determinan cada punto de m.

Los puntos de corte vienen dados por las soluciones del sistema

233



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

{(xi) = k. (pi) + L. (qi) + 5. (ri) )

(xi).A.(xi)t =0
Sustituyendo la primera en la segunda tengo

[k. (pi) + L (qi) + s.(ri)]. A. [k. (pi) + L. (qi) +s. (ri)]* =0
(3a)

Teniendo en cuenta que se cumple la propiedad distributiva y que
la traspuesta de una suma es la suma de las traspuestas, la
igualdad (3a) podemos expresarla asi

K2 (pi).A.(pi)" +2KL.(pi).A.(qi)" + 2ks.(pi).A.(ri)" + 12.(qi).A.(qi)" +
+ 21s.(qgi).A.(ri)" +s%.(ri).A.(ri)' = 0 (3b)
Llamando:

b1l = (pi).A.(pi)' , b12 = (pi).A.(qi)"
b13 = (pi).A.(ri) , b22=(qi).A.(qi)"
b23 = (qi).A.(ri)* , b33 = (ri).A.(ri)'
tengo
b11.k? + b22.1* + b33.5% + 2b12.k.| + 2b13.k.s + 2b23.1.5 = 0,
(3c)

donde k, 1, s, son los parametros que describen los puntos del
plano m polar de P. (No confundamaos (pi) con P).

Sien (3c) divido por s®y escribo: x = k/s, y = I/s, me queda (en
cartesianas)
C’: b11x® + b22y* +2b12xy +2b13x +2b23y + b33 =0

(4)

cuyos coeficientes vienen dados (como vimos) por
b1l = (pi).A.(pi)' , b12 = (pi).A.(qi)

b13 = (pi).A.(ri)' , b22 = (qi).A.(qi)
b23 = (qi).A.(ri)' , b33 = (ri).A.(ri)
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Esta ecuacién (4) define una conica C’ (en cartesianas).

Si M es un punto cualquiera de la curva C’, interseccion de m
con C, el plano polar de M es tangente a C y pasa por P:

“Es un plano tangente a la cuadrica pasando por P exterior a C”
Ocurre que por P pasan infinitos planos tangentes a C, y estos
planos producen (por su interseccién de cada plano con su
consecutivo) el cono de rectas tangentes a C con vértice en P.

7.7.- Reduccién de una cuédrica a la forma reducida.
Forma canénica

Una cuadrica No degenerada es de uno de estos tres tipos:

{ Si A44 # 0 - Elipsoide o Hiperboloide (tienen centro)
Si Ayqy = 0 = Paraboloide (carece de centro)

A) Ay, # 0 -> Cuadrica con centro (Elipsoide, Hiperboloide)

En el caso de las conicas (Elipse e Hiperbola) obtuvimos

Al _
A33

k1.x? + k2.y* + 0

donde k1, k2 son los valores propios de Ags.

Como en el caso de las conicas, tomando como ejes del sistema
de referencia los de la cuadrica (con origen en su centro) su
ecuacion, referida a este sistema de referencia, es de la forma

K1x?+k2.y2 +k3.22+ 2L =0 si A, 20
A44

donde k1, k2, k3 son los valores propios de Ag.

235



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

Forma canodnica: Caso Ay #0
Su forma canoénica la obtenemos asi:
Llamando p = - % , k1.x*+k2.y* + k3.2 = p,

k1.x? k2.y? k3.z?
+ =X 4
P P P

= 1

y haciendo los cambios de signo necesarios para que los radicales
sean valores reales

= /£ - /ﬁ - /1
a= -7, b 5 C P resultan

finalmente las posibles expresiones:

Sitodos loski>0-> 2 +2 +Z =1 Elipsoid
-Si todos los ki - ;-I_ﬁ-l_c_z_ Ipsolae

2 2

z

2
Sisélounode loskies<0--> = +2 —Z =1
a bz  c?
Hiperboloide de una hoja
2 2 2
-Sidosdeloskison<0--> = —-X -2 =1
a b c

Ejemplos:

1.- Tengo la cuédrica
2X° +2y* + 72 + 2xy -6x -6y + 1 =0

obtener su forma reducida.

236



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

2 1 0 -3
1 2 0 -3
0 0 1 O

Sol.:. A=
-3-3 0 1
2 1-3
{A/ = desarrollando por tercer fila=|1 2—-3 | =
-3-31
2 1-3 210
=11 2-3|=-5.(4-1)=-15, Add=[1 2 0(=3
0 0-5 0 01

Esto nos dice que es no degenerada (Elipsoide o Hiperboloide)

Hallo el polinomio caracteristico de A44

2—-k 1 0
1 2—k O0f=....=-K).(K -4k +3)
0 0 1-k

Valores propios: k1 =1

k2=1

s ., ida:
K3 =3 Ecuacion reducida

X2 +y*+322-5=0

(K? -4k +3) = 0 e{

., , . A
Ecuacién canénica: % =-15/3=-5
44

xZ yZ _
L+ =1

N
ot N,

Caso A44 =0 (Paraboloide):

Cuando estudiamos las conicas, en el caso de la Parabola la
ecuacion reducida queda de la forma
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ax’+2by=0,6 ay’+2bx=0

En el caso del Paraboloide llegaremos a la forma
a.x’ +b.y* +2c.z = 0,

0 lo que resulte de intercambiar los papeles de x, y, z.

Vamos a obtener los coeficientes a, b, ¢

a0 0O

. {0 b 0 O

Su matriz B = 00 0 ¢
0 0 c O

Para obtener el valor de los coeficientes a, b, ¢ tenemos en cuenta
los llamados ‘Invariantes’:

11 = traza de A44, y ademas

12 = | all al2 + |a22 a23 " |a11 al3
a2l a22 a32 a33 a3l a33!’

(suma de los menores principales de orden dos)
IAl'= B/ = -a.b.c’
Los referidos invariantes permiten obtener el siguiente sistema

all+a224+a33=a+b

|a11 al2 |a22 a?23 |a11 al3 —ab
a2l a2?2 a32 a33 a3l a33
|A| = |B| = —a.b.c?
Il=a+b
omejor §I12=a.b
|A| = —a.b.c?
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de donde obtengo los valores de a, b, c.
. _ la 0 b 0 a O0]_
NOTA: Tra(Bus) = a +b; |0 A |+|0 . +|0 Ol—a.b

Para resolver el sistema observa que a y b son las soluciones de

X*-11x+12=0
Después obtengo c.

Forma canonica:

Tenemos la forma reducida ax? + by? + 2cz =0

Despejando z y haciendo a = ;—‘z . b= ;_l:

podemos expresarla asi
z=ax’+ by (forma canénica)

2.- Tengo la cuédrica
C:x*+y*-2x+2y-22+2=0

Obtener su ecuacion reducida

Sol.: C: x1% + x2% -2x1x4 + 2x2x4 -2x3x4 + 2x4% =0

1 0 0-1

o 1 o 1 . _

A=l 0 o o _q | /A= =L Add=0
-1 1 -1 2

Es no degenerada (/A/+0) del tipo paraboloide (A44 = 0)

Deseo llegar a la expresion ax® + by? +2cz = 0
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a+b=1+1+0=2
PN
—a.b.c?= Al =-1

ab=1-->a=1,b=1 (6 a=-1,b=-1)

Porsera+b=2-->a=1,b=1,
*=-1-->c=+-1,

Quedan dos opciones: x*+y* +2z=0,
X' +y -22=0

7.8.- Clasificacién mediante su Interseccion con el plano del
infinito.

Tengo la cuédrica
C: all.x1? + a22.x2% + a33.x3% + a44.x4” + 2al12.x1x2 +
+ 2a13.x1x3 + 2a14.x1x4 + 2a23.x2x3 + 2a24.x2x4 +
+ 2a34.x3x4 =0
Corte con el plano x4 = 0:
allx1? + a22x2? + a33x3% + a44x4? + 2a12x1x2 +
+2a13x1x3 + 2al4x1x4 + 2a23x2x3 +
+2a24x2x4 + 2a34x3x4 = 0
x4 = 0

Haciendo x4 = 0 en la primera, queda
all.x1? +a22.x2%2 +a33.x3% +2al12.x1x2 + 2a13.x1x3 +

+2a23.x2x3 =0
x4 =0
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que es una conica C’ en el plano x4 = 0 del infinito. La matriz de

esta conica es
all al2 al3
A’=1|a21 a22 a23

a31l a32 a33

obtenida a partir de la matriz A de la cuadrica C.

Avanzo las siguientes conclusiones que pueden justificarse
observando los resultados que van después:
-Si es una elipse imaginaria -- > La cuédrica es Elipsoide real

-Si es una elipse real -- > La cuédrica es Hiperboloide de una
hoja

-Si es hipérbola real -- > La Cuéadrica es Hiperboloide de dos
hojas

-Si son dos rectas reales distintas -- > La cuédrica es Paraboloide
hiperbdlico (o silla)

-Si son dos rectas imaginarias (conjugadas) -- > La cuadrica es
Paraboloide eliptico.

Comprobacién de los Resultados que se citados antes:
x1%2 | x22  x32 5 x1%2 | x2%  x3%
Elipsoide: {;+b—2+c—2—x4 -->{?+b—z+7— 0
x4 =0 x4 =0

Elipse imaginaria
Si A es la matriz, /A/ = % (— #) <0
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x? 22 a3,
Hiperboloide de una hoja: {az b2 2 X >
x4 =
x1? | x22  x3% 0
{F bz ¢z -, elipse real
x4 =0 . L
Si Aeslamatriz, A/ =—.(;55)>0
x12  x22  «x32 42
Hiperboloide de dos hojas: {_ T T2 X >
x4 =

{xl2 x2%2  «x32

1 1
Si A es la matriz, /A/ = = (— W) <0

x1%2  x2? x1%>  x2?
Paraboloide eliptico: {? +57 = x3x4 { t57=0
x4=0 x4=0
dos rectas imaginarias (conjug.)
Si A es la matriz, /A/—— (-7 )<0
x1?>  x2° 3xd
Paraboloide hiperbdlico (silla): {? Tz T X s
x4 =0

x12 _ x2% _ 0
a? b2 =, dosrectas reales distintas
x4 =0

. . 1 1
Si A es la matriz, /A/ = = (Tcz) >0

Clasificacion:

En lo que sigue designaremos por A’z; al valor
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all al2 all al2 al3
|a21 a22|t°mad0deA’= a2l a22 a23
a3l a32 a33

all al2 al3 al4
a2l a22 a23 a23 .
a31 a32 a33 q34 O OEfinela
a4l a42 a43 ad4

Tenemos la matriz A =

Cuadrica.
{A/ # 0 (No degenerada)

Ay #0 -->
L |A] < 0 - real
!
A'33 >0, all.As, > 0 = Elipsoide {|A| > 0 - imag
|A| < 0 - dos hojas

k En otro caso Hiperboloide {|A| > 0 - una hoja

|A| < 0 — eliptico

Aup=0 {Parabolmdes {|A| > 0 — hiperbblico

/Al =0 (Degenerada)

( A'33>0,a11. 4,4, > 0 - imag.

Ay <> 0> Cono{
En otro caso - real

ran(4) =3 {

Auy = 0 - Cilindro

A'33 < 0 - Dos planos reales distintos
A'33 > 0 - Dos planos imag. conjugados
ran(A) =1 - Unplano real doble

A

ran(4) = 2 {

\
Ejemplos:

1.- Clasifica la cuadrica

C:xXP+y +2xz+2yz-1=0
Sol.:
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1 0 1 0

o 1 1 0 ,
A= 1 1 0 0 ,/A/=2,A44=-2,A33=1

0o 0 0 -1

Es hiperboloide de una hoja

2.- Clasifica la cuadrica
C: X* +y* +47° -4yz +4y -8 +4 = 0

Sol.:
1 0 0 0
N ) 1 -2 2 v _
A= 0 —2 P , IA/=0,ran(A) =2
0 0 —4 4

Dos planos imaginarios (conjugados)
Podemos expresarla asi:

C: X* + (y-2z+2)* = 0, y resolviendo en la variable x

X =+ —(y — 2z + 2)2 = +-(y-2z+2).i

x=(y=2z+2).i=0

Los dos planos son: {x +(y—2242).i=0

$$$$000$$$$
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Tema 8

Curvas alabeadas

Superficies

Superficies regladas y desarrollables
Superficies de rotacion

Superficies de traslacion
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8.1.- Curvas alabeadas en E;

8.1.1.- Definiciones y generalidades

Defi.:
Curva alabeada es el lugar geométrico de los puntos determinados
por el sistema

x = x(t)
) y = y(t), cuando t recorre un intervalo (t1; t2) de R,
z=z(t)

que puede coincidir con R.
Decimos que (1) son sus ecuaciones paramétricas.

Si del sistema (1) eliminamos el parametro t obtenemos dos
relaciones

f(x,y,z) =0,

g(x.y.2) =0

que nos da la curva como la interseccion de dos superficies.
Decimos que son sus ecuaciones cartesianas.

Si la curva esta contenida (todos sus puntos) en un plano decimos
que es una curva plana.

Ejemplo:
x=t
{y =2t%+3t
z=t*+t
Eliminamos el pardmetro t. Inmediatamente obtengo

{y=2x2+3x
z=x*+x
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gue determina la curva mediante la interseccion de dos
superficies.

En general la curva puede ser el resultado de la interseccion de
diferentes pares de superficies.

Por eso, aunque aparentemente parece que no es plana, para
confirmarlo vamos a aplicar un procedimiento que puede ser
general.

Veamos si es 0 no plana:

Debe existir un plano Ax + By + Cz + D = 0 que contenga todos
sus puntos.

Seria At+B.(2t" +3t) + C.(t* +t) + D=0
Operando: (2B + C).t? + (A+3B +C).t+ D=0

Puesto que ha de cumplirse para infinitos puntos los coeficientes
han de ser cero

2B+C=0
A+3B+(C=0->C=-2B->A+B=0-->B=
D=0

-A, y por tanto C = 2.A
Obtengo el plano: A.x —A.y +2A.z = 0, es decir
X—Yy +2z=0-->Sies plana.

Esto nos permite expresar la curva como la interseccion del plano
y una de aquellas superficies:
x—y+2z=0 , . {x—y+22=0
: ienC:
C{ z=x%+x 0 bien y = 2x%+ 3x

8.1.2.- Recta tangente a una curva alabeada en un puntos
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x = x(t)
Sea C:{y = y(t) , trecorriendo (t1; t2)
z = z(t)

Pito)

vito+dt)

PQ _ v(to+dt)-v(to)
dac dt

PQ=0Q-OP,
Las components del vector PQ son

x(to + dt) — x(to)
y(to + dt —y(to) , dt=incre.det
z(to + dt) — z(to)

. . P
Al realizar limg;_, d—f , separando las componentes de PQ, y

teniendo en cuenta que limite de una suma es suma de los limites,
nos queda

. . PQ
t7 =lim — =
dt—0 dt

= (limg,_q M lim, ., w
_ z(to + dt) — z(to)
lim )
dt—0 dt

de modoque t7=a.el+bh.e2+c.e3
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a = x'(to)
donde: { b = y'(to)
c = 7'(to)

que es el vector director de la recta tangente.

Importante:
; ; 4 S dx dy d
Tiene interés la expresion t” = (= , =X | 22

dt ’'dt ’at
En cartesianas t” = (dx, dy, dz)
Ejemplos:
1.- En paramétricas
x=t+1
Cly=t*+2
z=1t3

Determina la recta tangente en P(1, 2, 0)

Sol.: El punto P corresponde ato =0
x'(0)=1, y'(0)=0,2'(0)=0,

y por tanto el vector directos est™ = (1,0,0)

-1 _2
ylarectaesri—=2°=2 _>{
1 0 0

y—2=0
z=0

2.- Curva en cartesianas (interseccion de dos superficies)
C.{x3—3x—3y—z+8=0
1 x2—xy+z+1=0

Deternima la recta tangente en P(1, 2, 0)

Sol.: Calculo las diferenciales
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3x%.dx -3.dx -3.dy —dz = 0
2x.dx —(y.dx +x.dy) +dz=0

—3.dy—dz=0

—dy+dz =0 , de donde

que en P(1,2,0) nos da {

dy=0,dz=dy =0, dx libre

El vector director es t™ = (dx, 0, 0), y la recta
Aoz 2 (Y =2=0 4546 hemos
dx 0 0 Z = 0

hechodx =1
8.1.3.- Plano osculador en P
Como se muestra en la figura, los planos cuasi-tangentes a la

curva en el punto p pivotan u oscilan, mostrandose como un
elemento inseguro.

z z —
ml
Planos que pivotan c

¥ oscilan
=

Plano osculador

Pero entre estos planos existe uno en especial que
determinaremos y llamamos ‘Plano osculador’.

Un plano queda determinado por tres puntos. El punto P fijado

maés otros dos puntos Q1, Q2 de C determinan un plano m.
Cuando los puntos Q1, Q2 se aproximan a P seguimos
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determinado un plano m, y en el limite obtenemos también un
plano. Podemos dar la siguiente definicidon.

Defi.:
Llamamos Plano osculador al plano que resulta al realizar el
siguiente limite

m = limyq g2-p(Plano determinado por P, Q1,Q2)

Por su complejidad me limito a exponer el resultado de un
laborioso proceso (Puede verse en Algebray G. Analitica de
Francisco Granero).

Resulta, en el punto P(x0, y0, z0)

x=t+1
Curva en paramétricas: C: {y =t2+2
z=1t3

x—x(to) y—y(to) z—z(to)
m = x'(to) y'(to) z'(to) =0
x""(to) y"(to) z''(to)

fle,y,z) =0

Curva en cartesianas: C: {
gx,y,2) =0

x—x0 y—y0 z-—2z0
m=|[dx(p) dy(p) dz() |=0
d*x(p) d*y(p) d*z(p)

donde, como debe recordar el alumno, d? indica ‘diferencial
segunda.

Casuistica:

-Si en el punto P la curvatura es cero, lo cual significa que en
un entorno D(p, r) la curva coincide con un segmento-recto,
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entonces los tres puntos quedan alineados y por tanto no
determinan un plano. No existe plano osculador en P.

-Si la curva es plana, entonces el plano osculador coincide con
este plano.

8.1.4.- Plano Normal a la curvay recta Normal principal en
un punto P

Recordamos que en E,, dada una curva C, en un punto P tenemos
la recta tangente r y la recta normal s, siendo ésta perpendicular a
r.

Ahora estamos en E3, donde tengo una curva C que en general no
sera plana sino alabeada.

Comenzamos con el plano normal.

Defi.:

Fijada la recta r tangente en P, teniendo en cuenta que estamos en
el espacio, las rectas perpendiculares a r en P llenan un plano, que
llamamos ‘Plano normal’ a la curva en P.

. o v c

En un entorno de P, D(p, 1), la curva puede considerarse ‘plana’
contenida en el plano osculador m1. Esto nos lleva a que la recta s
interseccion de los planos m1y m2 juega el mismo papel que la
recta normal en el caso de una curva en E,. Esto nos permite dar
la siguiente
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Defi.:
Llamamos ‘Normal principal’, en el punto P, a la recta

s=mlnm2, (N indicainterseccion)
interseccion de los planos m1 osculador y m2 normal, en P.

8.1.5.- Recta binormal. Triedro intrinseco a una curva
alabeada en P

Supongamos que tenemos la recta rl tangente y la normal
principal r2, en un punto P de C. La recta r3, que pasa por P,
perpendicular al plano determinado por rl y 12 la llamamos ‘recta
binormal’. A su vector directo unitario lo designamos por b™ y lo
llamamos ‘binormal’.

Los tres vectores (unitarios) t”, n”, b, determinan en P un
triedro que llamamos ‘triedro intrinseco’ a la curva en P.

Rectificante b C Normal
F [
ny
X t Osculador
x=t+1
Ejemplo: Sea lacurva C: Jy = t? + 2
z=1t3

Se pueden comprobar los siguientes resultados

Recta Normal principal r2: {DZC f é

Recta Binormal r3: {x f 1
y =2
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Plano Normal m2: x -1 =0

Plano rectificante m3:y -2 =0

8.2.-  Superficies en el espacio
8.2.1.- Definiciones
Estamos en el Espacio tridimensional, Sistema de referencia

S(O; ox, oy, 0z), Base de vectores libres B = {el, e2, e3}
ortonormal.

Defi. 1:
Llamamos ‘Superficie’ al lugar geométrico de los puntos
P(X, Y, z) que satisfacen una relacion (o igualdad) de la forma

z=1(x,y), (x, y) recorriendo D en R
También puede venir definida por f(x,y, z2) =0

A estas expresiones las llamamos ‘cartesianas’, en contraste con
las siguientes.

Defi. 2:
Llamamos superficie al lugar geométrico de las ternas (X, Y, z)
definidas por

x = x(t,u)
y = y(t,u) , donde (t, u) recorre D en R* de forma
z = z(t,u)

continua.

A estas las llamamos ‘Ecuaciones paramétricas’ de la superficie.
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NOTA:
Estamos suponiendo que se dan las condiciones suficientes de
continuidad en todos los casos.

Si de la anterior eliminamos los dos parametros t, u, obtenemos
una relacion
f(X, y, 2) =0, que determina la misma superficie.

Ecuacion paramétrico-vectorial:
Si X(x, Y, z) es un punto cualquiera de la superficie S definida por
las paramétricas, el vector de posicion de este punto viene
expresado asi

OX = x(t,u).el + y(t,u).e2 + z(t,u).e3

a la que llamaremos ‘Ecuacion paramétrico-vectorial’

n

8.2.2.- Plano tangente en un punto P

x = x(t,u)
Sea una superficie S: sy = y(t,u) ,
z=z(t,u)

t, u recorren un dominio D en R.
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Sea un punto P(x0, y0, z0), correspondiente a los valores t0, u0.

Defi.:

Llamamos plano tangente a S, en el punto P, al plano formado por
las infinitas rectas tangentes a las infinitas curvas sobre la
superficie que pasan por P.

Este punto existira si f(x, y) esta definida y es continua y
derivable en un entorno D(p; r) de P. Suponemos que se cumplen
las condiciones necesarias para la existencia del citado plano.

El

m\ N vector normal

x

Puesto que un plano queda determinado por dos rectas que se
corta, basta considerar dos de las curvas sobre S que pasen por P.

Tomamos las siguientes

x = x(t,u0) x = x(t0,u)
Clsy =y(t,u0), C2:{y =y(t0,u)
z = z(t,u0) z=z(t0,u)

A cada curva Ci le fijamos el vector tangente
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dx dy dz dx dy dz
vi= (<dt dc’ dt) - ((du du’ du)
Si Q(X, Y, z) es el punto genérico del plano, el vector PQ = (x-x0,
y-y0, z-z0) esté sobre el plano y por tanto el producto mixto de

vectores sera Cero:
x—x0 y—y0 z—2z0

dx dy dz
oP*(vinve) = | @ @ 5 @)

dx dy dz

@ =@ O
(Ecuacion del plano tangente a S en P)

(* es el producto escalar, ~ es el producto vectorial)

Si la superficie S viene dada en cartesianas
x=t

z =f(x, y), parametrizandoy Y =u , yentonces

=ftw

x—x0 y—y0 z—-20
1 0 f'.(®|=0, dedonde
o 1 f,®

(X-X0).(-f *x(p)) —(y-y0).f *y(p) + (z-20).1 =0

0 bien:
(2-20) = £ 'x(p).(x-x0) + f°y(p).(y-y0)

Sea W el vector normal en P a la superficie (es el vector
perpendicular al plano en P). Sus componentes son:

W = (f(p), T°y(p), -1)

Observa que este vector w es ortogonal con los dos vectores
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v1=(1,0 f°(p), v2=(0, 1, 1’(p))

8.2.3.- Interseccion del plano tangente en el punto P con la
propia superficie

Sea la superficie S: z = f(x, y), y P(x0, y0, z0) un punto de S en el
cual admite plano tangente

(z-20) = T x(p).(x-x0) + T ’(p).(y-Yy0)

NOTA:

No debe confundirse este ‘analisis’ con el concepto de
‘interseccion’ de la superficie con un plano cualquiera. El
siguiente andlisis se hace en un entorno U(P) del punto P en el
que se produce el ‘contacto’ (tangencia) entre el plano y la
superficie.

Mediante traslacion del sistema de referencia podemos suponer
que el punto P es el origen (0,0,0).

Supongamos que se cumplen las condiciones de derivabilidad
suficientes para que admita

‘Desarrollo de Taylor’ de z = f(X, y) en el punto P(0,0,0):
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f'@x+f',(0)y 4 " @2 +2. " @) xy+f" () y? 4
1! 2!

2 =f(0,0)+

(Consultar Vol. 8)
Observa que f(0,0) = 0.

Teniendo en cuenta que la ecuacion del plano tangente en el
punto (0,0,0) tiene por ecuacién

z=1"(p)x+f y(p).y
y por tanto, en dicho punto (0,0,0) se cumple
z=1"4(p).0+f’y(p).0=0, y queda

" @242, () xy+f",, (0).y? N
2!

z=1(x,y) =
términos de grado superior.

Al cortar con el plano z = ¢ (valor arbitrariamente pequefio), los
términos de grado superior a grado dos son infinitésimos respecto

de los de grado dos, y cuando
€ = 0 podemos despreciarlos

guedando

12} . 2+2. n . + 12; . 2

7= f(x. y):f xx@)X2H2.17 0 () xy+f7,, (0).y
2

en un entorno suficientemente pequefio del punto P.

La curva interseccion del plano z = € con la superficie viene
determinada por el siguiente sistema
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zZ= ¢
{Z = @ xP+2f" ) xy+ ", (0).y?
2

1)

Si eliminamos la variable z nos queda en la segunda

2e=f", @.x*+2.f", ,®).xy+ ", ).y
obien f"  (p).x*+ 2.f" @) .xy + f”yy(p).y2 —2.e=0
(2

que es la ‘proyeccion’ sobre z = 0, de la curva sobre la superficie
resultado de la seccidén con el plano z = ¢.

Dicha proyeccion es una cénica que clasificaremos.

ffo®@  f7y® 0
La matriz asociada es A = f”yx (») f"yy(p) 0

0 0 —2¢

e ® ", @) " @) )

IN=-28den @) F o) @) L)

A —‘f
B f

Observaque e > 0

Az3 > 0 - |A| < 0 - P es punto eliptico
A33 <0 = |A| > 0 — P es punto hiperbodlico
Asz3 = 0 = P lo llamamos punto parabdlico

Teniendo en cuenta que Asz €s un invariante (en las conicas), no
es necesario realizar el cambio de sistema de referencia al que nos
referimos al iniciar este estudio ‘analitico’, podemos aplicar el
criterio anterior directamente calculando las derivadas de orden
dos en el punto P(x0, y0, z0).
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Ejemplo:

Sea la superficie S: x* + y* + z -16 = 0, 0 bien
z=1f(xy) = -xX* -y* +16
=2, £,=-2y,
0= 2,7 =0, =2

En cualquier punto P de la superficie

0

A33=|0_2_2

=4 - Todo punto P es punto

eliptico (circunf., punto umbilical ) en cualquier punto P de la
superficie.

8.2.4.- Recta normal a la superficie en un puntos P
El vector director de la rectar, normal a S en P, puede ser el

vector ‘producto vectorial’ de los dos vectores que generan el
subespacio director del plano tangente en P.

Los referidos vectores son:
_ ,dx dy dz
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V2= (), @) ),

y su producto vectorial: W =v1”v2, que calculamos como
sigue.
el ez e3

we|2® 2 Fo|
dx d dz
—m Z® T®

En cartesianas:

x=t
z = f(x, y), parametrizando {¥ = u , 'y entonces
z = f(t,uw)
el e2 e3
w=|1 0 W =-f (p)e1-f,(p)e2 +e3
0 1 fL,®

es decir: w = (-f",(p), —f'y(p), 1), y también
w=(f ). @) D)

Observa que este vector w es ortogonal con los dos vectores
vl=(1,0,f«p)), v2=(0, 1, f y(p))

8.3.-  Superficies regladas
8.3.1.- Definiciones
Expresion reducida de una recta en el Espacio:

Sabemos que una recta en el espacio, en cartesianas, viene dada
como la interseccion de dos planos:
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{ ax+by+cz+d=0
ax+by+c'z+d =0

Elimino ‘y’ de la primera:

{b’.ax+b’.by+b’.cz+b’.d =0
b.a'x +b.b'y+b.c'z+b.d" =0

Reemplazo la primera por el resultado de la resta

{ ax+cz+d=0
a'x+b'y+c'z+d =0
Elimino ‘x’ de la segunda

{ a.ax+a'.cz+a'.d=0
a.a'x+ab'y+acz+ad =0

Reemplazo la segunda por el resultado de la resta

{ax+cz+d=0 . {x=mz+n
b'y+c'z+d =0 y=m'z+n'
1)

Defi.:  Superficie reglada

Sea una recta r dada como la interseccion de dos planos y
expresada en la forma reducida

(x=mz+a

' {y =nz+b

Para valore fijos de la cuaterna (m, a, n, b) tenemos una recta. Si
damos otra cuaterna tengo otra recta, y asi tantas rectas diferentes
como deseemos.

Si hago que los valores m, a, n, b dependan de un parametro t,
gue toma valores en un intervalo [tO, t1], entonces obtengo una
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infinidad de rectas que, al variar m(t), a(t), n(t), b(t) de forma
continua, generan una superficie (compuesta por rectas).

x =m(t).z + a(t)

y=n(t).z+b®) " 'C [tO, t1]

Tendriamos S: {

Ejemplo: Si
m(t) =t
a(t) =t+1
n() =t
b(t) =2t
tenemos {x =tz+t+1
y=tz+2t

Eliminando t obtengo f(x, y, z) = 0, que es la ecuacion de la
superficie en cartesianas:

De la primera t = (x-1)/(z+1), lo llevo a la segunda
y = (X-1)/(z+1).(z+2) -- > y.(z+1) = (x-1).(z+2) -- >

yZ+y=Xz+2Xx-Z-2-->f(xy,z) =xz-yz2x-y-z-2=0
Ecuacion vectorial:

x=m((t).z+ a(t)

y=n().z+b() ' LSO

Teniamos S: {

Un punto P(x, y, z) cualquiera de la superficie viene localizado
por un vector OP = x.el +y.e2 + z.e3

OP =[[m(t).z + a(t)].el + [n(t).z + b(t)].e2 + z.e3

(Ecuacion vectorial de la superficie)
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Obtenemos las Ecuaciones paramétricas

y=n(t).z+b(t) ., tEWO,t1]

Z =27

{x =m(t).z + a(t)

8.3.2.- Plano tangente en un punto de una superficie reglada

x =m(t).z + a(t)
Sea una superficie reglada S:{y =n(t).z+ b(t)

zZ =127
Aplicando el proceso general tenemos el plano
x—x0 y—y0 z-2z0
m: % ) % ) % (®) | =0, yeneste casodela

dx dy dz
@ @ L@
superficie (1)

x —x0 y—y0 z—2z0
m:|m'.z0+a" n'(t).z0+b" 0[=0,
m(t) n(t) 1

Calculo el determinante como sigue:

Hago f1 = f1+(z0-z).f3 y tengo

x=x04+m.(z0—2) y—y0+n(z0—2z) z—2z0+ (z0—2)
m'.z0+ a’ n'(t).z0 + b’ 0 =
m(t) n(t) 1
x —x0 +m.(z0 — 2) y—y0+n(z0—2z) O
= m'.z0+a' n'(t).z0 + b’ 0f=
m(t) n(t) 1

desarrollando por la tercer columna,

266



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

_‘x—x0+m.(ZO—z) y—y0+n(z0—-2)| _
m'.z0 +a’ n'(t).z0 + b’

sustituyendo x0 = mz0 +a, y0 =n.z0 +b
_|x—mz—a y—-nz-b|_
m'.z0+a n'.z0+b'
= (n’.z0+b’).(x-mz-a) —(m’.z0+a’).(y-nz-b)
Igualando a cero
m: (n’.z0 + b’).(x -mz-a) -(m’.z0 + a’).(y —-nz-b) =0

y despejando obtengo, en el punto (to, o)

y - (b(t0) + n(t0).2) = % (x — (a(t0) + m(t0). 2))
*)

donde t0 es el valor que nos da los valores x0, y0 en el punto
P(x0, y0, z0).

n'(t0).z0+b'(t0)
m/! (t0).z0+a’(t0)
en la expresion (*) no se trata de una recta sino de un plano,
observa que interviene la variable z como parametro.

Observa que el coeficiente es un valor real, y que

Interesa hacer notar lo siguiente:
El haz de planos que pasan por la siguiente recta

(x = m(t0).z + a(t0)

4 {y = n(t0).z + b(t0) toma la forma
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haz: (y - (b(t0) +n(t0).z) + u.(x - (a(t0)+m(t0).z)) =0

donde el pardmetro u recorre R. Evidentemente, el plano (*)
pertenece a este haz de planos, basta hacer

_ n/(t0).z0+b'(t0)
~ m/(t0).z0+a’ (t0)

Esto nos lleva a afirmar que:

“El plano tangente a la superficie reglada, en el punto P, contiene
a la recta generatriz que pasa por P”.

Ejemplo:
x=tz+t+1
Sea la superficie reglada S:{y = 2tz + 3t — 1 -- >
zZ =27
2X2 -yz+3x-y-4=0

Se pide: Obtener el plano tangente correspondiente al valort =1,
en los puntos dondez=0,z=1

m=t m =1
. - . n =2t _ n'=2
Sol.: Observa que derivando: d=t+1 > 21
y cuando t=1 queda
m = 1 m, =1
n=2 n'=2.
a=2" a=1"
b=2 b'=3
y en z0 = 0: Coeficiente M =3,
m/(t0).z0+a'(t0)
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en z0 = 1: Coeficiente ~-{t2Z0+b (t0)
m'(t0).z0+a’(t0)
son:

mi: (y - (2+22)) = 3.(x - (2+12)) -->

=5/2, y los planos pedidos

y-2-2z = 3.(X-2-z) -- > ml: 3x-y-z-4 =0
m2: (y - (2+2z2)) = 5/2.(x - (2+2)) -- >
2(y-2-2z) = 5.(x-2-z) -- > m2: 5x-2y+z -6 =0
8.3.3.- Superficie desarrollable y superficie alabeada

x=m((t).z + a(t)
Sea una superficie reglada S: { y = n(t).z + b(t)
Z=12Z
Vimos que la ecuacion del plano tangente en el punto
P(x(t0), y(t0), z0) es
m:y - (b(t0) + n(t0).z) =

_ n/(t0).z0+b'(t0)
= m. (X — (a(tO) + m(tO) Z))
*)

en la cual se observa que, fijado un valor t =10, que determina
una generatriz (de la superficie reglada), el plano tangente en
cualquier punto de esta generatriz s6lo depende del valor z0 que
determina el valor del coeficiente

n'(t0).z0+b'(t0)

m'(t0).z0+a'(t0)

Defi.:

De la superficie reglada S decimos que es ademas ‘desarrollable’
si dada una recta generatriz g cualquiera, en todo punto P de g el
plano tangente a S es el mismo.
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. - "(t0).z0+b’ (t0
La definicin exige que el coeficiente --0Z0*0 (D) o,
m!(t0).z0+a’(t0)
constante a lo largo de g. Veamos la condicion para que asi

ocurra.

Tomo una generatriz g y dos puntos en ella, sean
P1(x(t0), y(t0), z1), P2(x(t0), y(t0), z2) (Recuerda que el valor t0
determina la generatriz g).

Para que los planos tangentes en P1y P2 coincidan ha de

cumplirse
n'.z1+br _ n'.z2+br
m'zl+ar  m'.z2+as

(n’.z1 +b’).(m’.z2+a’)=(m’.zl +a’).(n’z2 +b’)

Operando nos lleva a que
n’.a’.(z1-z22) =m’.b’.(z1-22) -- >

n’.a’=m’.b’, yaque (z1-z2) # 0 por ser punto distintos.

na=mb -->L="0
br nrs
Conclusion:
Condicidn para que una superficie reglada

x=m(t).z + a(t)
S:{y =n(t).z+ b(t)
zZ=12Z
sea desarrollable es que se cumpla

ar(to) _ mrs(t0) .
T para cualquier valor tO de t
ar(t) _ m(t)

oD~ o idénticamente’.

y por tanto
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Sino es desarrollable decimos que es ‘alabeada’.
8.3.4.- Arista de retroceso en una superficie desarrollable
Tenemos una superficie desarrollable dada por

x =m(t).z + a(t)
S:iy =n(t).z+ b(t) *)

zZ=2Z

Defincion:

Se llama “Arista de retroceso’ a cierta curva C sobre S tal que
cada generatriz (es decir, cada recta que componen la superficie)
es tangente a dicha curva.

Vamos a determinar la citada curva.

En las ecuaciones paramétricas (*) intervienen dos parametros: t y
z. Si fijamos una relacion entre ellos de modo que en (*) actle un
solo pardmetro obtenemos una curva sobre la superficie. Por
ejemplo si z = k(t) obtenemos una curva

x =m(t).z + a(t)
C:{ y =n(t).z+ b(t) , que determina una curva sobre
z =k(t)
la superficie S (**)

Cada relacion z = k(t) determina una curva distinta sobre S.

Vamos a determinar qué relacion z = k(t) nos da una curva tal que
toda generatriz sea tangente a ella.

x=m(t)z + a(t)

Sea una generatriz g: {y =n(t)z + b(t)’
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y supongamos que P es un punto cualquierade C,sea P(X, Y, 2),

donde x, y, z satisfacen (**).
c

g
Un vector director de la recta tangente a C en P toma la forma

v =(x(t), y’(t), Z’(t)), donde
xX@t)=m'k+m.k'+a
y'@®)=n"k+nk'+b'
z'(t) = k'

Por otro lado, de la expresion de la generatriz g puedo obtener

_ x—a(t)
m(t) x-a(t) _y-n@®) _z
_ yb(t) ' y por tanto g: ) = () =1
n(t)

y por tanto un vector director de g es w = (m(t), n(t), 1).

Por tanto, para que la recta tangente y la generatriz coincidan se
debe cumplir

m' k+mk'+a’ _ n' k+nk'+b’
m n

= % , de donde

{m’.k +mk'+a =mk'__ {m’(t).k(t) +a'(t) =0
nk+nk'+b" =nk' n'(t).k@®)+b'(t)=0"

donde la incdgnita es k(t).
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Son dos ecuaciones con una incognita por lo que el rango de la
matriz de coeficientes debe ser uno, y para ser compatible
también el rango de la ampliada ha de ser uno. En efecto, esto se
cumple, ya que por ser superficie desarrollable sabemos que

! A
|m, Q a,(t) =0 , paratodo valor de t.
n'(t) b'(t)
—ar(t) _ —br(t)
mi(t)  nu(t)
entre z y t, es decir z = k(t), necesaria para que la curva C sea la

arista de retroceso. Por tanto, la ecuacion de la citada arista es:

Resolviendo tenemos  K(t) = , que es la relacion

x=m(t).z + a(t)

cly= n(t).z + b(t)
' _—ar(t)
RO

Ejemplo:
x=t.z+ k(t)

Tengo una recta ‘variable’ s(t,z): Y= k(t).z + ?
Se pide:

A) Obtener la expresion k(t) de modo que la recta s engendre

una superficie desarrollable

_ x =m(t).z + a(t)

Sol.: La forma general de s es {y — n(t).z + b(t)

donde t y z son pardmetros. En nuestro caso

(m=t (m'@®=1
!a = k(t) al(t) — kl(t)
n=k®-> in'(t) = k' (1)

b=t b'(t) = t?

3
Para que resulte desarrollable se ha de cumplir:
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n’(t).a’(t) = m’(t).b’(t) > k' (t)? = t* -- >

>K(t) =+t -->

2
k(t) = % + const
> 6

2
kk(t) = —% + const
Resultan por tanto las superficies desarrollables
2 2
x=tz++c % =t.2= =+
S1: t2 t3 , S2: t2 t3
y=(G+oz+5 y=(5+0.z+75
Z=1Z Z=1Z

. Ly I ar(t) _ mi(t)

(con la condicion afiadida ORRETO) )

B) De las posibles superficies segun el resultado anterior,
determina aquella para la cual k(t) =0 cuandot=10, y
eligiendo aquella donde k(t) va afectada del signo menos.

Sol.:
k(t)=0cuandot=0nos llevaaque 0+c=0,yportantoc=0
2
x=tz—=
y nos quedamos con S2: t2 £3
y=—5-z2+t7%
zZ =12

C) Obtener las ecuaciones paramétricas de la
arista de retroceso de la superficie elegida.

Sol.: En general la arista de retroceso toma la forma
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x =m(t).z + a(t)
cly= n(t).z + b(t)

—ar()
- mrs(t)
En nuestro caso: a(t) = -t”/2, m(t) = t, y por tanto:
a@t)=-t,m(t)=1 ->-a’/m’ =t
2 2
x=tz—— X = £
daC 2 2 3 >C 2 3
Me queda C: t 3 -->C: t
y=—5-z+7 y=-%
zZ = zZ =

8.4.-  Superficies de revolucion

Defi.:

Si tengo una curva C y la hago girar alrededor de una recta fija
(llamada eje), C engendra una superficie que llamamos de
‘revolucion’. La curva C es la ‘generatriz’.

plano = = k
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En la figura tengo una curva (plana) en el plano xoz y el eje oz:

ot

Primer procedimiento: Razonamiento directo

Sea P(x, Y, z) un punto cualquiera de la superficie S. Al girar con
eje Oz, el radio de la curva descrita por P sobre un plano z = k es

SN

Observa que r = x obtenido cuando y = 0, y por tanto
z=f(/x2+y%), (xy)enelplanoz=0,

es la ecuacion cartesiana de la superficie de revolucion.

Ejemplos:

] (2y—z=0 { =0
1. SealacurvaC.{ =0 = GE y=0
(Es decir, gje 0z)

Sol.: El eje es Oz. La generatriz estd en el plano yoz. Al girar,
el radio de la curva descrita en el plano z = k es

r=xz+y?

Cuando x =0 tengo: r =y, y como z = 2y, tengo z = 2r. Entonces,
para un punto P(X, y, z) cualquiera de la superficie

z=2../x?+y?%, queesun cono simple.
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El cono doble (o completo ) lo tengo con la expresién

z=12.{x?+y?
Suprimiendo radical: z% = 4.0 + y?)

f(x,y, z) = 4x* +4y* 7 =0

—_ 52 —
2.- Sea la curva generatriz C: {y =Z yel eje:{x =0 (Ejeoy)
x=0 z=0

Sol.: El eje es oy. La generatriz esté en el plano yoz.
Al girar, el radio de la curva descrita por P(X, v, z) en el plano
y=kes

r=vx2+z2,

Cuando x =0, r = z, y por tanto z2 = (x* + y?), de donde

X2 + yz _2=0
que es la ecuacion de la superficie:

f(x,y,2) = X2 +y* - 7°
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P ,,,

‘X

Caso general: Método general

flo,y,z) =0

gx,y,2)=0
como generatriz, y una recta r como eje.

Sea una curva cualquiera C: {

Esta superficie puede ser generada como sigue:
-Tomamos un punto P(x0, y0, z0) fijo del r
-Consideramos las esferas con radio R(t) variable y centro en P

-Considero los planos m(s) perpendiculares al eje r y
moviéndose dependiendo del pardmetro s

Observa que si la recta eje de giro es de la forma

—x0 —v0 —-z0 -z
SR L ZCZ ., laecuacion de esos planos es

de la forma m(s): ax + by + cz + d(s) =0
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] !
r 1
!
1

|
Bix0,vd,=z0]) v = la,b,c)
- T

C generatriz

plano mis)

-Consideramos las circunferencias resultantes de la interseccion
de cada uno de estos planos con cada una de las esferas, e
imponiendo a los parametros t y s la condicion para que esta
circunferencia sea tangente a la generatriz C.

Con todo lo anterior tenemos el sistema de restricciones

(x —x0)% + (y —y0)? + (z — z0)? = R(t)? esfera

ax +by+cz+d(s)=0 plano
f(x,y,2)=0 definen la
g(x,y,z) =0 generatriz

De este sistema eliminamos X, y, z para llegar a una relacion entre
los parametros, sea esta relacion

F(R@® d(s) =0
Obtenida ésta relacion tengo la expresion
F((x = x0)2+ (y —y0)2+ (z—20)%, —(ax+by+cz))=0
que es la ecuacion cartesiana de la superficie.

Ejemplos:
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y2+2z2-2=0

1.- Sea la curva generatriz C: {Zy 374120 y el eje la recta

.{Zx—y—2=0
x+y—-z—-1=0

Sol.: Tomo un punto del eje lo més simple posible P(1,0,0), y un
vector director: v = (1, 2, 3) también del eje. Este vector
determina un plano m perpendicular al eje r:

m:xX+2y+3z+d(s)=0

(x —1)2+y% + 22 = R(t)?
x+2y+3z+d(s)=0
y2+2z2-2=0
2y+3z+1=0

Tenemos asi el sistema

mi3)

De la segunda resto la cuarta, queda

X-1=-d(s)
De la primera resto la tercera, queda
(x - 1)*+ 2 = R(t)?

x—1=—-d(s)

(x—1)2+2 = R(D)?" de donde

Tengo el sistema {
d(s)® +2=R(t)?
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yportanto (x 4+ 2y + 32z)%+2 = (x — 1)? + y? + 22
gue podremos desarrollar y resumir, quedando:
f(x,y,2) =3y* +8Z° + 4xy + 6xz + 12yz + 2x + 1 =0

2.- Tengo la curva generatriz

x=t )
Ciyy=2t, yelejex=y=—1
z=t+1

Sol.: Tomo P(0,0,1), y vector director del eje
v=(1,1,-2) (Observa: r: x/1 =y/l = (z-1)/-2)

(x2 +vy?% + (z—1)? = R(t)?
x+y—2z+d(s)=0

Tenemos el sistema x=t
y =12t
z=t+1

Llevando las tres Gltimas a las primeras

{tz +4t2 + t%2 = R(t)? { 6t = R(t)*
t+2t—-2t—2=d(s) 't—2=—-d(s)’

t=2-d(s) -->en laprimera: 6.(2 - d(s))? = R(t)?,
y finalmente la ecuacion cartesiana de la superficie
6.(2+X+Yy-22)°= X +y* + (z-1)

que desarrollada nos llevaa  f(x,y,2) =

281



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

= 5x2+5y*+237°+12Xy-24xz-24yz+24x+24y-467+23
Superficie f(x,y,z) =0
8.5.-  Superficie de traslacion

Sean dos lineas, rectas o curvadas, L1 directriz'y L2 generatriz,
definidas en paramétricas

x = x(t) x = x(u)
LL:{y =), L2:{y = y(w),
z=2z(t) z=z(u)

dondet y u recorren sus respectivos intervalos cerrado en R.

Ademas suponemos que tienen un punto comun PO para los
valorest=t0 y u = u0:
x(t0) = x(u0)
po: 4 ¥(t0) = y(u0)
z(t0) = z(u0)

Deseamos obtener la expresion que nos da la ecuacion f(x, y, z) =
0 de la superficie S, 0 mediante su parametrizacion.

Resolvemos.
Para un punto cualquiera Q(X, Y, z) de S tenemos (vectorialmente)

O0Q =0M + MQ =0OM + PgN, yaque MQ =PyN

0Q =OM + PgN (Ecuacion vectorial de S)
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Hix(t) ,y(t),=(t))

Ll directriz

Qix,¥.=)

L1

L2 generatriz

Mx(u) ¥ (), ={u))

x

En coordenadas
(%Y, 2) = (x(u), y(u), z(u)) +
+ ((x(t)-x(t0), y(t)-y(t0),z(t)-z(t0))
gue nos da el siguiente sistema que determina S paramétricamente
x = x(u) + x(t) — x(t0)
S{y =y +y@) —y0) (1)
z=z(u)+ z(t) — z(t0)

Puedo hacer también lo siguiente cambiando los papeles de L1y
L2:

OQ =ON + NQ =ON + P,M, yaque NQ =P;M
0OQ = ON + PgM (Ecuacion vectorial de S)

(%Y, 2) = (x(©), y(1), z(1)) + ((x(u)-x(u0), y(u)-y(u0), z(u)-z(u0))
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x = x(t) + x(u) — x(u0)

y obtengo S: 4y = y(t) + y(u) — y(u0) 1y
z =z(t) + z(u) — z(u0)

Ejemplos:
3 A —
1.- Tomo directriz L1: {x y—4=0
x—z+4=0
x=2t—4
y generatriz L2: {y =t?-5.
z=6
Obtengo la parametrizacion de S
XxX=u
Sol.- Parametrizacion de L1: {y =ud-4
z=u+4

Hallo el punto comun: En L1 tengo X =u, y en L2 tengo x = 2t-4
y entonces: u = 2t-4

De L1 obtengo z = (2t-4) + 4 = 2t, y llevandolo a L2 obtengo
2t =6, de donde t =3, y por tanto u = 2. Tengo el punto comdn
Po(2, 4, 6)

Sustituyendo en (1) y resumiendo queda

x=2t+u—=6
S:{y=t2+u3—13

z=u+4
xX=u
2.- Tomo directriz L1; { y=0 |
z = sen(u)

x=0

y generatriz el eje oy, es decir L2: {Z — 0
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Obtengo la ecuacion cartesiana de S

x=0
Sol.- Parametrizacion de L2: {y =t
z=0

Punto comin: EnL2x=0-->enL1u=0,z=0
EnL2z=0-->tomoy=0 (porserlibre), y obtengo

Punto PO(0, 0, 0)
x=04+u—-0 xX=u
Parametrizacion de S: { y=t+0-0 --> {y =t
z=0+sen(u) -0 z = sen(u)

Obtengo z = sen(x), y libre (sera un cilindro)

f(x,y, 2) =sen(x) - z

$$$$000$$$$
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Tema 9
Proceso simple y rapido para realizar un cambio de
Sistema de referencia en el Plano y en el Espacio

Orientacion en el Plano y en el Espacio
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9.1.- En el Plano:
9.1.1.- Cosenos directores de una recta

Si no precisamos otra cosa habremos elegido Sistema de
referencia ortonormal S(O; ox, oy), B = {el, e2} base ortonormal.

Sea P(a, b)un punto. Vector de posicién

OP = ael +he2
_ _ _ atb
Sea d =d(O, P) =/OP/ = T
¥
r -
-
p -
0 5
g2 d . d=d(0,D
o - “-lgi !
- I *x
. (a =d.cos(gl)
Tengo: {b =d.cos(g2)’

Para la recta r determinada por O y P tenemos
rr bx-ay+d=0

d.cos(g2).x —d.cos(gl).y +d=0-->
co0s(g2).x—cos(gl).y+1=0

Def.: A los valores cos(gl), cos(g2) los llamamos ‘cosenos
directores de la recta r

9.1.2.- Cambio de Sistemas de referencia (s.d.r.):
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Giro del s.d.r. :

Observando la siguiente figura quedan justificada la relacion entre
las coordenadas (x, y), (x’, y’) de un punto P del plano.

Blx.y')
Blxy)
gl _”M‘y x =x'cosfj) - v'senfg)

X y =x'sen(g) +y 'cos(g)
1

Expresado en forma de matriz (vector fila)

cos(g) Sen(g)) (1)

x,y)=(x", y’)'(—sen(g) cos(g)

0 bien

(. y) = (e y(O59) |~ senl9))

sen(g)  cos(g)

También podemos expresar
(xf> _ ( cos(g) sen(g) ) (x)
y' —sen(g) cos(g)) \Y
Suponemos que el nuevo sistema de referencia S’(O; ox’, oy’) es
también ortonormal.

Traslacion mas giro:

PlE.y'])

Pl y)
gl _"M‘y % =x.cos(g) - y'.senfy)
- I}' y =x's=nfg] + y cos(g]
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Al giro mostrado en la figura la traslacion afiade la suma del
vector que traslada el origen O al origen O’: OO’ =(a, b)

¥

v Bix, v
¥ Pt gt
L Blx’, ¥y}
Dz, y' )
¥
e ,
ui ul * % =a+x'cosfg) - v senfp)
g ¥ =b+x'senfp) +v'cosfg)
’/—DI | el X
o x® 00" = ael + bel? = (o b)

Tengo

cos(g) Sen(g)>

x,y)=( b))+, Y’)-(_sen(g) cos(g)

Giro: Caso de otra posicion relativa:

El giro g se hace en el sentido de las agujas del reloj.

v’
¥ ~\ P(x,y)
3 a? P JFix'.y')
~ \ - X
e2 // hA S
g ¥ ~d3 -~ el
g’ //c;q*,\a
A S=ie ¢ 1o tomo en su valor
- Y. d2.- absoluto
/ -
Ogﬁ" ul x'
x = dl + dz .y X = x'.cos(g) *y'.sen(g)
y = d3 - d4 y = y'.cos(g)-x".sen(qg)

cos(g) — Sen(g)>

(xy) =, Y’)'( sen(g) cos(g)
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C o cos(g) sen(g)
7, y)=(x y)'(—sen(g) 005(9)>

Expresado mediante los cosenos directores:

Me propongo expresarlo en funcion de los cosenos directores:
cos(gl), cos(g2) de la recta ox’ conforme se muestra en la
siguiente figura.

Teniendo en cuenta que sen(gl) = cos(90-g1l) = cos(g2) nos queda

{x = x'.cos(gl) — y'.cos(g2)
y =x".cos(g2) + y'.cos(gl)

donde cos(gl), cos(g2) son los cosenos directores de la recta Ox’
respecto del sistema de referencia S inicial.

¥
¥
: Fix, ¥l
i\ fR—
ud i\ & - \Pllx X' .
LY - b "’x
- -
A, g b = . ul
(N2 A
L e
( gi (H\ H‘Q’ qi
) 5 %= x'.oonigll=v".conigl
v Cl
\ __-f"f ']I'il' . : |, &' .coniglley’ . comlg
~ L
o al Ey

Matricialmenté
*y)= (X, y,).<cos(g1) cos(gZ))

—cos(g2) cos(gl)
Realizacion practica: Datos:
-Sistema de partida S = {O; ox, oy}, ortonormal y con la base

canodnica de vectores
B={el=(1,0);e2=(0,1)}
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-Sistema destino S’ = {O; ox’, oy’}, ortonormal, del que
conocemos su relacién con el sistema S de tres formas posibles:

a) Labase B’ = {ul, u2} asociada con S’ es ortonormal Y viene
dada por
{ul
u2

b)Conocemos la ecuacion de la recta ox’ respecto del sistema S

cll.el + cl2.e2
c2l.el + c22.e2

c)Conocemos el angulo g que forma el eje ox’ con el eje ox.

Resolucion: Caso a;

o
i
el
u ul x'
a
o

el x

Y

cos(g) =el*ul=cll -->
cos(gl) = c11
cos(g2) = sen(gl) = V1 —c11?

Caso b: Sea ox’: ax + by =0

Obtengo un vector director: x =b,y =-a
b -a
v=(0-2) - >W= (=7 T

b
—_ * — —
cos(g) = el*w = N > i

cos(gl) = 7

b2
cos(g2) = sen(gl) = /1 — =

293



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

Observa: cos(g2) = \/ﬁ

Caso c¢: En este caso lo tenemos muy sencillo

cos(gl) = cos(g)
{COS(QZ) = sen(g1) = \/1—cos(g)?

9.2.- Enel Espacio: Cambio de Sistema de referencia

9.2.0.- Introduccion

En el caso del Espacio prescindiremos de los cosenos directores
de una recta, pues hemos llegado a la conclusion de que el
método mas eficaz es el de los angulos de Euler ( Tema 4).

Datos:
-Sistema de partida S = {O; ox, oy, 0z}, ortonormal y con la base
candnica

B ={el=(1,0,0); 2 =(0,1,0); e3=(0,0,1)}

-Sistema destino S’ = {O; ox’, oy’, 0z’ }, ortonormal, del que
conocemos su relacion con el sistema S de alguna de las
siguientes formas:

a) Conocemos la expresion del plano x’Oy’ respecto del
sistema S

b) La base B’ = {ul, u2, u3} asociada con S’, ortonormal,
dada por
ul = cll.el + cl2.e2+cl13.e3
u2 = c2l.el + c22.e2+ c23.e3
u3 = c31l.el +c32.e2 + c33.e3

9.2.1.- Cambio de s.d.r. mediante tres giros
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Lo realizaremos mediante tres giros cuya composicion nos da el
giro G deseado.

Recomiendo consultar el punto 4.3 del Tema 4.
Giro G1: Eje OZ, angulo de giro g1. Obtencidn de cos(gl).

El eje ox pasa a la recta OX , que sera el nuevo eje OX1.

La recta OX es la interseccion de los planos XOY, X’O0Y’
Observa que el plano X10Y1 es ortogonal con OZ1

Calculamos la recta OX interseccion de los dos planos xOy,
x’0y’ (xOy es el plano z =0, por lo que OX esta en z = 0).

Sea m:ax+by+cz=0 el plano x’Oy’, que pasa por el origen.

Ox:{ax+by+cz=0__>{ax+by=0

z=0 z=0
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Obtengo vector director de OX haciendo en la primerax =b, y
obtengo

v=(b,-a0)-->w=( 0) normalizado.

b -a
VaZ+b?’ VaZ+b?’

b b2
cos(gl) = el*w = —— ->sen(gl) = |1 - —— = J‘%
Resumen: cos(gl) = \/% , gl=arcCos(—— W)

Giro G2: Eje OX1y angulo g2. Obtencidn de cos(g2)

El eje OZ1 pasa al eje 0z’, el eje OY1 pasa al eje OY2. En los
dos casos quedan sobre el plano perpendicular a OX1.

En este momento los ejes so: OX2, OY2, 0Z2.
El angulo g2 sera elegido de modo que el eje OY2 quede sobre el
plano x’oy’. Esto me dice que OY2 ha de ser la interseccion de

los planos x’oy’, X10Y1.

Observa que el plano Y20Z2 es ortogonal con OX2, coincidente
con OX, gue a su vez coincide con OX1.
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Necesito el vector director de la recta Oz’ expresado en la base B.
El eje Oz’ es ortogonal con el plano x’Oy’ : ax + by +cz=0, y
por tanto lo es el vector w que necesito. Sabemos que lo cumple
el vector w = (a, b, c).

Tengo /w/ =VaZ b ¥ c7, cos(g2) = e3*w = —C—
_ a?+b? _ c
sen(g2) = a?+b2+c2’ 92 = arCCOS(Va2+b2+cz)
. - < = ___°
Resumen: €0(02) = 7=——, 02 = arcCos(=——;)

Giro G3: Eje OZ2 (0z’) y angulo g3. Obtengo cos(g3).

g 0%
T
¥y Y3
~G3 ¥1 Y2
-
Y
v}
¥
i
a3 x' X3
X H1X2

El eje OX2 pasa a la recta ox’ (eje del nuevo s.d.r. y final), y el
eje OY2 pasa a oy’. El angulo g3 debe cumplir esta condicion.

El 4ngulo g3 es el que forman la recta OX con la recta ox’,
conocidas, la primera es la interseccion de los planos xOy, x’Oy’
y fue calculada al obtener g1, la segunda es el eje ox’ del nuevo
sistema de referencia.

Vector director de OX: Obtuvimos

_ _ b -a .
v={(b,-a 0)-->w= (ﬁ, NrETEh 0) normalizado
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Vector director de Ox’: Lo obtengo de los datos iniciales
ul = cll.el 4+ cl2.e2+cl13.e3,
gue suponemos normalizado.

Entonces, Resumen:

c11.b —c22.a c11.b —c22.a

Cos(g3) = o g3= arcCos(W)

El giro G que deseamos realizar es el resultado de la composicion
de los tres giros anteriores:

Si operamos por columnas: G = G3.G,.G;

Conocidos los tres angulos tomamos las matrices de
transformacion obtenidas en el punto 4.3:

Obteniendo las nuevas coordenadas (x’, y’, z") en funcion de las
originales (x, Y, z).

Giro g1: Matricialmente (vector columna)
x1 cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
<y1> = <—sen(g1) cos(g1) O)-<Y> (1
z1 0 0 1/ *z
Giro g2: Matricialmente (vector columna)

x2 1 0 0 x1
(yZ) = < 0 cos(g2) sen(g2)>,<y1>
z2 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

Realizando g1 y a continuacion g2 tengo
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x2 1 0 0 cos(gl) sen(gl) 0 x
<y2>=< 0 cos(g2)  sen(g2) ) (—sen(gl) cos(g1) 0)--(Y>

z2 0 —sen(g2) cos(g2) 0 0 1 z
Giro g3: Matricialmente
x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
<y’> = (—sen(g3) cos(g3) 0).<y2)
z' 0 0 1/ \z2
(Comprobadas)

Como en 4.3, realizamos la composicion de los tres giros:

x' cos(g3) sen(g3) 0 x2
(y’) = (—sen(gB) cos(g3) O)- <y2> =
! 0

Z 0 1 z2
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0 x1
= (—sen(g3) cos(g3) 0)- (0 cos(g2) sen(gZ))_ <y1>
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2) z1
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0
= (—sen(gS) cos(g3) 0)- (0 cos(g2) sen(gZ))_
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
-(—sen(gl) cos(g1) O>-()’>
0 0 1 Z

Productos: G3*G2*G1 =

cos(g3) sen(g3) O 1 0 0
(—sen(g3) cos(g3) 0) . ( 0 cos(g2) sen(g2) )
0

0 0 1 —sen(g2) cos(g2)

299



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

cos(gl) sen(gl) O
<—sen(gl) Cos(gl) 0) =

1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
— sen(g3) cos(g3) cos(g2) cos(g3)sen(g2)
— sen(g2) cos(g2)

—sen(gl) cos(g1) 0
0 1
Col. 1 Col. 2 Col. 3

cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
| sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)

< cos(gl) sen(gl) 0 )

\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(gl) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)
Entonces
x!
z' )
Primer col. Segunda col. Tercer col.

cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
—sen(g3)sen(gl) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

()

(/ separa elementos dentro de la fila )

Los angulos g1, g2, g3, son los llamados “angulos de Euler”.
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9.3.- Orientacion en el Plano y en el Espacio
Ejemplos préacticos

No siempre es posible realizar el cambio de un Sistema de
referencia cualquiera S a otro cualquiera S’. ;Cuédndo sera
posible?

En el Plano:

Observa las figuras
(1) v (2)

'.12\\
yl

El criterio a seguir es que si giro para gque el coincida con ul
incluso en su orientacion, el eje e2 ha de coincidir con u2 incluso
en su orientacion. En la figura (2) si se cumple pero en la (1) no.

Lo mostramos con un caso real:

Sean los sistemas de referencia
S =(0; B ={el, e2}) ortonormal,
S’ = {0O; B’ ={ul, u2}) ortogonal, donde se

conoce la relacion entre las bases By B’:

{ul =el + 2e2

i (1 2
U2 = 2el —e2 Matriz del cambio B = ( )

2 -1
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/B/ = -5, luego si es una base.
lul/ =~/5, lu2/=+/5

Redefino la base B’ de modo que resulte ortonormal:

u1=§.e1+%§.62, u2=2'T\/§.el—\/—5§.eZ
La matriz ortogonal del cambio de base es
5 2V
P= ng Sﬁ , [Pl = [-5/25]-[20/25] = -25/25 = - 1
5 5

Si observamos las figuras podemos comprobar que, efectivamente
no es posible pasar del sistema S al sistema S’ (reflejados en la
figura (1) ).

En cambio si tomamos la base B’

V5 2.4/5
1 =—.el .e2
u 5e+ 5 e
2.4/5 V5
2 =— .el+—.e2
u 5 €+5€
Vs _ 25
_| s 5
tenemosP—ig i)
5 5

[P/ = [5/25]-[-20/25] = 25/25 =+ 1
En el Espacio:
Cuando hablamos de realizar el cambio del Sistema de referencia
S =(0; B={el, €2, e3}) al sistema S’ = (O; B’={ul, u2, u3})

hemos de entender que el eje determinado por el pasa al eje
determinado por ul, e2 pasa a u2, €3 pasa a u3, conservando el
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sentido de los ejes, mediante tres giros como hemos visto
anteriormente.

Observa las figuras adjuntas y comprueba cuando es posible lo
anterior.

En la figura (1), cuando pasamos el eje el al eje ul mediante el
giro g, el eje e2 queda con el mismo sentido (positivo) que u2.

En la figura (2), cuando pasamos el eje el al eje ul mediante el
giro g, el eje e2 queda con sentido opuesto al de u2.

(1) z (2) z
z"' z!
el a3
u3 ¥ u3 !
ul
s
v
i e2 =2 ¥
7 <
/-/ g nl /El
X

Veamos analiticamente qué significa esto.
Dado el sistema S con base de referencia

B = {e1=(1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)}, esta lleva asociado el
valor

100
010
0 01

/Bl = =+1

Sea ahora S’ con base de referencia B* = {ul, u2, u3} ortonormal
y la matriz P de cambio de base. Sabemos que P es ortogonal: P' =
P, y por tanto /P/ = +1.

303



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

Si no exigimos la ortonormalidad de B’ sino solo la
ortogonalidad, entonces sera /P/ > 0 no necesariamente valor uno.

Diremos que la nueva referencia S’ tiene orientacion positiva, la
misma que S.

Supongamos ahora S’ cuya base de referencia sea

B’={ul =(0,1,0), u2 = (1,0,0), e3 =(0,0,1)} (siempre referida a
la base candnica). La matriz del cambio es

01 0
P=<1 0 0), [P =-1

0 01

y decimos que el sistema de referencia S’ es de orientacion
negativa.

Logicamente, entre ‘sistemas de referencia ortogonales’, no sera
posible el cambio de s.r. de orientacidn positiva a otro s.r. de
orientacién negativa.

Ejemplos practicos:
1.- En el Plano:

Sean los sistemas de referencia
S =(0; B ={el, e2}) ortonormal,

S’ = {O; B’ ={ul, u2}) ortogonal, donde se conoce la
relacion entre las bases B y B’:

{ul =el + 2e2

i ; _(1 2
U2 = el —e2 Matriz del cambio B = ( )

2 -1

/B/ = -5, luego si es una base.
lull =+/5, u2/ =+/5.

Redefino la base B’ de modo que resulte ortonormal:
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u1=§.el+%§.62, uZ="-.el ——.e2

La matriz ortogonal del cambio de base es

5 248
— 5 5 —_ —_ —
P=| 5 s | 1P =[5/25120125] = 25125 = -1
5 5

Si observamos las figuras podemos comprobar que, efectivamente
no es posible pasar. En cambio si tomamos la base B’

( V5 2.5
|

1 =—.el .e2
u 5e+5e

Lu __2.\/§ V5

2 = .el+—.e2
S e+5e

V5 245

- 5 5 - — —
tenemos P=| 5 o % |, JP/= [5125]-[-20/25] = 26125 = + 1

5 5

y en la figura (2) comprobamos que si es posible.
(1) v (2)

v
®" ="
ez a2
al ¥' ul
o .
uz g
el el
X =
a2
:‘frl

Nos interesan los siguientes valores:

cos(g) = cos(el”™ul) = ‘/?g =0,4472, ¢g=1,1072 rad,
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sen(g) = /1 — = f = =0,8944,

0 bien sen(g) = sen(1,1072) = 0,8945
Tengo entonces la Férmula de la transformacion

(% y)= (X" y ( 0,4472  0,8944 )

0,8944 0,4472
o bien (La matriz es ortogonal: A'= A™)

o 04472 — 0,8944
x,y)=(x, Y)-( 0,8944  0,4472 )

Aplicacion:
Comprobacion aplicandolo a un punto concreto

Tomo P(2, 3) respecto de S

0,4472 — 0,8944

®y) =23 (Chaoma  04a7z )= B5TT6; -0,4472)

El mismo caso operando vectorialmente

V5 2v5
Matriz del cambio P = E\/E_E
5 5
v=0P=2el+3e2=(2,3)
V5 2+/5
OP’ =(2, 3). Eﬁ_g (2—+32‘—F —2£+3—)_
5 5
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) x' = 35777
= (3,5777,-0,4472) > {yr = —0,4472

Gréaficamente:

NOTA: No confundamos ‘Cambio de sistema de referencia’ con
la ‘Transformacién giro’ con angulo g.

En el cambio de S. de referencia el punto permanece fijo, lo que

cambia es la determinacion de sus coordenadas. En un giro, el S.
de referencia permanece fijo y movemos el punto obteniendo sus
nuevas coordenadas en la misma referencia.

Con los valores anteriores realizamos el giro con angulo g y
centro en O(0, 0).

Observa la figura

Recordamos que para el giro tenemos:

x’ =r1(p).cos(got+g) = r.[cos(go).cos(g) - sen(go).sen(g)] =
= x.cos(g) —y.sen(g)

vy’ =r1(p).sen(go+g) = r.[sen(go).cos(g) + cos(go).sen(g)] =
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=y.cos(g) + x.sen(g)

cos(g) sen(g))
—sen(g) cos(g)

.7 =9

56,31 gr.
63,44 gr.

Utilizando los datos

{x' = 2.0,4472 — 3.0,8945 = —1,7888

y' = 2.0,8944 + 304472 = 3,1304 + OPservalafigura

2.- En el Espacio:
Sean los sistemas de referencia
S = (0; B ={el, e2, e3}) ortonormar,

S’ = {O; B* ={vl, v2, v3}) ortogonal, donde se conoce la relacion
entre las bases B y B’, esto es, por ejemplo

vl =el+e2—e3
v2=el + e3
v3 =el —2e2—e3

Veamos que es ortogonal:

vi*v2 = (1, 1, -1)*(L, 0, 1) = 0,
vi*v3 = (1, 1, -1)*(L, -2, -1) = 0,

308



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

v2*v3 = (1,0, 1)*(1, -2, -1) =0

1 1 1
Son Li.: Matriz del cambio B’ = <1 0o -2,

-1 1 -1
/B’ = [3] -[-3] = +6,

Al ser /B’/ > 0 nos confirma que si es posible este cambio de s.r.

Si normalizamos esta base tenemos

1/ =+3, N2/ =2, I3/ =6, con lo cual

(ul == L oL
!ul 3.€1+\/§.€2 ﬁ.eB
1 1
u2 ——Z.el + 5.6’3
1 2 1
lu3 —\/—g.el—ﬁ.ez—\/—g.rﬁ
Plano x’Oy’: Un vector ortogonal a €l es
el e2 e3
w=VIxV2=]1 1 —1|=el-2e2-e3=
1 0 1
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=(1, -2, -1), (como cabia esperar)
Ecuacion del plano: x -2y —z=0
Interseccion con el plano xOy (z =0):

r{x—ZZy_—OZ—O {x—ZZZyO=O

Vector director de r: x =2y, hagoy = 1, y obtengo

v=(2,1,0)

cos(gl) =el*v = 7 =0,8944, sen(gl) = —==0,4472

gl = arcCos(0,8944) = 0,4637 rad.

Angulo g2: Eje Oz:w1=(0,0, 1),

Eje Oz’: v3=(1, -2, -1)

cos(g2) = wil*v3 = abs( —= N ) = —==0,4082, ¢2=1,1503 rad.,

sen(g2) = \E =0,9129,

Angulo g3: Angulo formado por OX que ya conocemos y Ox’
gue se da como dato.

Vector director de OX: w = (2, 1, 0)
Vector director de Ox’: vl =(1,1,-1)

cos(g3) =w*vl =

sen(g3) = \/7 f

=0,7746, g3 =0,6847 rad.

“\
s -

15
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Resumen: cos(gl) =0,8944 sen(gl) = 0,4472
cos(g2) = 10,4082 , sen(g2) = 0,9129
cos(g3) =0,7746 , sen(g3) = 0,6325

Sustituyo estos valores en la siguiente expresién matricial

X’=
Primer col. Segunda col. Tercer col.

cos(g3) cos(g1l) — sen(g3) cos(g2) sen(g1l)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/ \
sen(g3)sen(g2) |
—sen(g3)cos(g1) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/ | X

—sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)

\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

(/ separa elementos dentro de la fila )
después de realizar los calculos de cada elemento de esta matriz
obtengo
x' 0,5773 05773 0,5774 X
<y’> = ( —0,7071 —0,0000 0,7071) . (y)

0,4082 -0,8165 0,4082 z

ZI

9.4.- Interesantes Problemas resueltos sobre Superficies,
Conicas y Cuadricas:
1.- Sea la forma cuadraticas f: R --- > R

f(x1, x2, x3) = 5.x1% + 11.x2% + 2.x3% + 8.x1x2

Realizar:
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540
a) Matriz asociada A = <4 11 0)
00 2
b) Hallar una matriz P ortogonal tal que al aplicar la
transformacion lineal (cambio de base) (xi)' = P.(yi)'
sobre
(xi).A.(xi)"

se cumpla f(xi) = (yi).B.(yi)", donde B es diagonal, y calcular B

Sol.: Obtengo los valores caracteristicos de A

5-k 4 0
|A—kI|=[4 11—k 0f=-K+18k*-71k+78
0 0 2—k

Otra forma: |4 — k.1| = (2K) 2 - ’;
= (2-K).[K? -16K +39] = 0

4
1—k

16+10

16+v256-156 _ 2

T 2 7)) 16-10
2

=13

k?-16k +39=0-->k=
=3

kl1=2,k2=3,k3=13

34 0\ /x1 0
Vectores propios: k1 ->(4 9 0). x2)= 0)-->
0 0 0/ \x3 0

3x1+4x2 =0 _
4l 4 9x2 = 0> X A2 =0 sy = 6x0 >
x1+5x2=0
0.x3=0

-15x2+4x2 =0->x2 =0, x1 =0, x3 libre -->v1 =(0,0,1)
2 4 0 x1 0 2x14+4x2=0

k2:<4 8 0>.<x2)=<0>-->{4x1+8x2=0-->
0 0 —1/ \x3 0 —x3=0
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{4x1 T8x2=0__ 1= 2x2 x2 libre — > v2 = (-2,1,0)

4x1+8x2=0

-840 x1 0 —8x1+4x2=0
k3: 4 =20 ) [x2])=10)—->y4x1—-2x2=0 -->
00 —11/ \x3 0 —11x3 =0

—8x1+4x2=0 _ L ~
{ 8xl—4x2 =0 x2 = 2x1, x1 libre -> v3 = (1,2,0)
Estos tres vectores seran ortogonales dos a dos, lo comprobamos:

v1*v2 = 0+0+0 =0,
v1*v3 =0+0+0 =0,
v2*v3 =-2424+0=0

Debemos normalizarlos:
v1/=1-> wl=(0,0,1)
_ _ 2 1
N2/ = \/g > w2 = (E W ,0)

I3/ =+/5 ->w3 = (% % ,0)

0 -2 1
NS
La matriz P debe ser P = 0o L 2 | duees ortogonal.
NCEE
1 0 0

Matriz B: Ha de cumplirse

54 0\ /x1
(x1,x2,x3). <4 11 0).(x2) = (yi).PLA.P.(yi)" = (yi).B.(yi)" ,
002/ \x3

de donde
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La expresion de la cuadrica es ahora, en la nueva base
B’ = {wl, w2, w3},

f(yi) = (yi).B.(yi)' = 2y1? + 3y2? +13x3?
Clasificacion:
Aplicamos el siguiente resultado tedrico:
Sean n=dim.VV (Espacio vectorial ambiente)

r = n° valores propios no nulos
s = n° valores propios > cero

Sis =r =n - Definida positiva
Sis =r <n - Semidef.positiva
Sir=n, y s=0- Defin.negativa
Sir<n, y s=0- Semi.Defi.negat
En nuestro caso es Definida positiva
Otra forma:

No sera dificil conseguir la descomposicion

5x12+ 11x2% + 2x3 + 8x1x2 = (2x1+2x2)* +
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+ (x12+ 7x2%+ 2x3%) > 0 para toda cuterna (x1, X2, X3, x4)

2.- Sea la forma cuadréticas f: R®--- > R
f(x1,x2,x3,x4) = x1? +x2*+5x3°+6x4° +2x1x3 -4x2x3

Realizar: Lo mismo que en el problema 1 anterior

1 0 1 0

; : |0 1 -2 0

a) Matriz asociada A = 1 —2 & o
0 0O 0 6

b) Hallar una matriz P ortogonal tal que al aplicar la
transformacion lineal (cambio de base) (xi)' = P.(yi)"
sobre

(xi).A.(xi)"
se cumpla f(xi) = (yi).B.(yi)', donde B es diagonal, y calcular B
Sol.: Obtengo los valores caracteristicos de A, resultando
(6-k)?. k. (k-1) =0 ->
k1l =6doble, k2=0, k3=1

Clasificacion: Puesto que s=r =3 <n (n=4), se trata de forma
cuadratica Semi-Definida positiva.

Prueba obtener la descomposicion
X1% +x224+5x3%+6x4% +2x1x3 -4x2x3 = (x1+x3)? +(x2-2x3)* +

+6x4°>0, paratoda cuaterna no nula.
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Observa que f(...) =0 cuando x1+x3 =0 y x2-2x3=0y x4 =0,
simultaneamente, y por tanto ‘No es Definida positiva’ sino
‘Semi-Definida positiva’.

3.- Resuelve los siguientes:

a) Obtener el centro y el radio de la interseccién del plano
m: 2x+y+z-8 = 0 con la esfera

S:x*+y* +22-2x-9=0
(Obtener previamente el centro y radio de la esfera).

Sol.: Aplicando la teoria

Directamente, puedo expresarla asi
(x-1)* +y? + 22 =10 -- > Ce(1,0,0), R =10

Tomo la resta s perpendicular al plano m, y obtengo el punto de
corte; este punto es el centro de C.

Vector director de s es el vector ortogonal a m

v=(2,1,1)->s: (x-1)/2=y/1=12/1

2x+y+z-8=0 (2xty+z-8=0
Hederesolver{ x-1_y _z > x—1=2y
2 1 1 zZ=Yy
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>x=3,y=1,2z=1->0(3,1,1)

Radior: d(O, 0)?+r* = R,
d(0,0)=v6->r*=10-6=4,r=2

b)Obtener el area del tridngulo que resulta al cortar el plano m
anterior a los tres ejes coordenados

z
p3

Pl ¥

Puntos de corte: Se obtienen P1(4,0,0), P2(0,8,0), P3(0,0,8)

El &rea viene dada por 1/2 del médulo del producto vectorial de
los vectores que determinan dos de sus aristas:

V1 = P1P2 = (-4,8,0), V2 = P1P3 = (-4,0,8)

el e2 e3
W=VIxV2=|-4 8 0]|=64el+32.e2+32.e3
-4 0 8
IW/ = ... =+322+6 =32.V/6-> area=16./6

c)Calcula el volumen determinado por el plano m anterior y los
tres planos coordenados:

Este volumen viene dado por 1/6 del producto mixto de tres

aristas con vértice comun, por ejemplo tomando, ademas de los
dos vectores antes calculados, el vector P1o = (-4,0,0), obtengo
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-4 0 0
V=16|-4 8 o0|=1/6.([-256][0]) = -128/3,
—4 0 8

. 128
Evidentemente el volumen es un valor > 0: V = e

d)Dada la circunferencia C obtenida en el punto a), obtener su
proyeccion (ortogonal) sobre el plano coordenado xOy. Esta
proyeccion serd una cénica sobre xOy, clasificarla y obtener su
ecuacion reducida.

La circunferencia C es el lugar geométrico definido por el sistema

{x2+y2+zz—2x—9=0 esfera
2x+y+z—8=0 planom

La proyeccidn ortogonal sobre el plano z = 0 no es el resultado de
‘cortar’ con este plano sino el resultado de ‘eliminar’ la variable z
entre las dos ecuaciones de este sistema que determina C:
De la segunda z = 8 —(2x+y), que sustituyo en la primera

X2 +y* +(8-2x-y)? -2x -9 = 0, y desarrollando resulta

5x% +2y° +4xy -34x -16y + 55 = 0,
(Una conica en z = 0)

5 2 —17
Clasificacion: A’=| 2 2 -8 |, /A’/=-24,
—-17 —8 55

y por tanto es no degenerada. Al ser A’s3 = | 25 22| , concluimos
que es una elipse (que se intuye graficamente).

Ecuacion reducida:

318



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Porque estamos operando en cartesianas actuamos como sigue

5—-k

2| _ 2 2 -
DT =K 10k + 6, K -10k+6=0

Ar - .
lar —4 .y laecuacion

Tengo k1 =6, k2 = 1; ademas =
|[Arss]

reducida es
6x2+y2—4=0—>32i2+y:2: 1
También, cambiando los papeles de k1, k2, podemos tomar

X2 +6y° -4 =0
4.—Tenemos|asrectasr1:{xio, r2:{x+y—1=0
y=0 z=0
A)
a)Analiza la posicion relativa de r1, r2
x=0
Analizo el sistemas y=0
x+y=1
z=0
1 0 0 O 1 0 0 0 O
{0 1 0 O {0 1 0 0 O
A‘1100’8‘11001
0 0 0 1 0O 0 0 1 O

Obtenemos ran(A) = 3, ran(B) = 4, por lo que el sistema es
incompatible, No se cortan.

b)Se sabe que por el punto Q(1, -1, 1/2) pasa una recta s que se
apoya en rly en r2. Obtener su ecuacion.

La recta s yace sobre sobre alguno de los planos del haz con
vértice hazl: x +t.y =0, y por la misma razén yace en alguno de
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los del haz2: (x+y-1) +u.z =0, y por tanto su ecuacion ha de
satisfacer el siguiente sistema para algun par de valores (t0, u0):

s_{ x+ty=0
"(x+y—-1D+uz=0

Imponemos la condicion de que pasa por Q(1, -1, 1/2)

1—-t=0-t=1
1—1—1+§u:0au=2'

la ecuacion de s es s: { *+y=0
y xt+y+2z=1
c)Obtener la recta (o rectas) que cortando arly ar2 ademas es
perpendicular al plano
m: X+2y+3z-4=0

Sol.: El razonamiento es analogo al del punto anterior, con la
diferencia de que ahora la Gltima condicidn es la perpendicular a
m
Tomo como en b)
. { x+ty=0
"x+y—-1D4+uz=0

Por ser s normal a m, un vector director de sesv = (1, 2, 3)
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Por otro lado, si s es la interseccién de dos planos m1, m2, su
vector director es el ‘producto vectorial’ de los vectores normales
amly m2. En este caso, un vector director de s es (dependiendo
de los dos parametros)

el e2 e3
vit,buy=|11 t 0 |=(tu).el-ue2+(1-t).e3
1 1 u

Estos dos vectores directores de s han de ser proporcionales

tu _ -u_ 1-t {Z.t.uz —u
1 2 3 —3u=2-2t
{(2t+1).u:0
3u=2t—2
_ _ ) x+y=0
u=0--> t—1——>s.{x_|_y_1:0
2x—y =0

t=-1/2-->3u=-3,u=1-->51{x+y+z_1=o

Observa que el primer resultado No es real.

B) Halla la ecuacion del lugar geométrico
dado por las rectas que se cortan con rly r2, y ademas se apoyan
en la recta
3 Xz~ 2=0
’ {y -z+1=0

Clasificar esta superficie y obtener su interseccion con el plano
z=0.

Sol.: Tomamos el sistema que define la familia (dependiendo de
dos pardmetros) de rectas que se apoyan en rl, r2
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) x+ty=0
{(x+y—1)+uz—0

al agregamos el que determina la recta r3

x+ty=0

x+y—-1D+uz=0 -
x—z—2=0 )
y—z+1=0

En primer lugar, de (*) debemos obtener una relacién entre ty u:

De las dos ultimas, restandolas: x -y -3 =0

x+ty=0 _ _
Tomo {x—y—3 _ 0-->(y+3)+t.y—0-->y.(1+t)—-3,
_ -3 _ 3t _ _ =2+t
Y=o XT3y 27X 2=

Sustituyo en la segunda

—2+t

= 14w
1+t 1+t

=0 ->3t-3—(1+t)+(-2+t).u = 0,
2t—4=(2t).u->u= % >2.U-ut-2t +4 = 0,
0 bien: tu+2.t-2u-4=0 (**)
De la primera del sistema obtengo: t = -x/y, y de la segunda:
u=-(x+y-1)/z
Sustituyendo en la relacion (**) tengo
XIy.[-(x+y-1)/z] -2xly + 2(x+y-1)/z -4 =0

Operando llegamos a
C: X2 +2y% +3xy -2xz -4yz —x -2y = 0
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(Superficie pedida)
Clasificacion:

Para obtener correctamente su matriz asociada es conveniente
expresarla previamente en homogéneas

C: x12 +2x2% +0.x3? +0.x4% +3X1x2 -2X1X3 -X1x4 -4x2X3 -2X2x4
+0.x3x4 =0
[} )
2 2
3

Matricialmente A=| 2z 2 —2 —1 |

Rango de A: ran(A) > 2

2 2
32

nN=] 2 -2 -1 |
1 -2 0 0
L1 0 o0
2

0, yaquela 3y 42

filas son I.d.
1 2 -1 I
2 2
Me quedo con lamatrizB = 3 2 _92 _1
-1 -2 0 0
Sus menores de orden 3 son
1 % -1
% o _ o | =[0+3+3]-[+2+4+0] =0 -> Ay =0
-1-2 0
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1 1

2
3 9 _ 1 |=[0+3/2+3/2)-[+1+2+0] = [3]-[3] = 0
2
-1 -2 0

N w

Por lo tanto ran(A) = 2 -- > la cuédrica es degenerada y esta
formada por dos planos.

all al2|

w2l a2zl = =-1/4 <> 0 -> los

Por se A’33 = |

planos son reales distintos.

Interseccion con el plano xQOy:

X2 +2y2 +3xy —2xz —4yz-x —2y = 0

Resolvemos {
z=0

de donde: {XZ 22 + 6X ~2Y = 0 que serd una
Z =
conica degenerada formada por dos rectas. Las obtengo asi:

X2 +(3y-1)x +2y(y-1) = 0
g = 2By DEJBy-D?-8y(y—1) _ 1-3y+yy?+2y+1
. ;

operando llegamos a

x=—-=1-y ~1=0 (2x+4y=0
2 -> Rectas: {* TV - xTay=
x=%“y { z=0 { z=0

5.- Consideramos el ‘triedro’ cuyas aristas son los semiejes
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0x, -Oy, Oz. Tomo el plano m que pasa por P(0,0,1) y es
perpendicular a la bisectriz del triedro, y la circunferencia C de
radio r = 1 con centro en P.

P{0,0,1)

Se piden:

a)Ecuacion de C: Tomo la esfera S de radio R = 1 con centro en
" S: X2 +y* +(z-1)2 =1

Ecuacion de m: El vector v (figura) es ortogonal a m por lo que

m:x-y+z-1=0

c=sAm- X2 +y2 +(z—-1)2 =1
' x-y +z—1 =10

donde ” indica la interseccion.

b)Obtener la ecuacion del cono que se obtiene proyectando desde
el punto V(0,1,1) la circunferencia C anterior.
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»
vio,1,1)
C circunf.
Qix,v¥,z) genérico del cono
Eix',¥y',2"') genérico de circ.
x Bio

L0,1) centro cirec.

Sol.: Sea A un punto de C y Q un punto cualquiera del cono y que
esta alineado con V y A. Tengo

OQ =0V +t.VA, (Ecuacion vectorial del cono)
De esta tengo
x,y,2)=(0,1,1) +t.(x’-0, y’-1, z’-1) -- >
x=tx'

y=ty —t+1
z=t.z' —t+1

donde (x’, y’, z’) han de satisfacer las condiciones de C como

lugar geométrico. Con todo ello los puntos (x, Yy, z) del cono han
de satisfacer

( x=tx'
y=ty —t+1=t.(y'-1)+1
z=tz —t+1=t.(z/  —-1)+1 *)
xX'=y' +2'=1=0
X?+y?+(EZ' -1)2=1

Voy a eliminar x’, y, 2’

De la primera, segunda y tercera:
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{ x’:f
t
lz’—1=ﬂ—> 7 =1+22
t t

Sustituyo en la cuarta
X/t —(t+y-1)/t + (t+z-1)/t -1 =0

X —(t+y-1) + (t+z-1) -t =0 - >t = x-y+z

y volviendo a las expresiones de x’, y’, z’, tengo

s X , __ Xx+z—1 , _ X—y+2z-1
x-y+z’ y x-y+z’ xX-y+z
x—-y+2z—-1 z—-1
z-1="2 1=
X-y+z xX-y+z

Sustituyo en la dltima de (*)
2 ) 2
() + () 4 () -1

Operando, agrupando y simplificando llegamos a
X2—y + 242Xy +2yz -2x 42+ 2=0

gue es el cono pedido.

c)La proyeccion del cono anterior sobre el planoz =1, y la
proyeccion sobre el plano x + 2z = 0, dan como resultado dos
conicas C1, C2, respectivamente. Las proyecciones sobre el plano
z = 0 de éstas las designamos por C1°, C2’. Se pide:

cl) La ecuacion de C1° y de C2’
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Cl:{xZ—yZ + 22 +2xy + 2yz —2x —4z + 2 =0 __g
z=1
{xz—y2+2xy—2x+2y—1=0
z=1
CZ:{XZ_YZ + 22 +2xy + 2yz —2x —4z+ 2 =0 _
x+2z=0

como z = -x/2, 7% = X*/4, 2yz = 2y(-x/2) = -xy,

-4z = 2%, -- >

2
CZZ{XZ_YZ +XZ+2xy—xy —-2x+2x+2=0_

x+2z=0

CZ.{5x2—4y2+4xy+8=0
' x+2z=0

Se sigue que

Cl,:{xz—yz+2xy—2x+2y—1=O
z=0

C2’-{5x2 —4y%2 + 4xy+8=0
i z=0

c2) Clasificar las conicas C1°, C2’
1 1 -1
A1=(1 -1 1), /A1 =0, Al =-2 -> Es

-1 1 -1
hipérbola degenerada formada por dos rectas reales.

5 2 0
A2=12 —4 0| [/A2/=-192, A2;=-24
0 0 8

Es una hipérbola no degenerada real.
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c3) Para C2’: Determina el centro y los ejes, y la ecuacion
reducida.

Por derivacion:
f.(y)=0 10x —4y =0
f' (xy)—O { 8y+4x =0

> X =2y ->
20y-4y=0->16y=0, y=0,x=0, Ce(0,0,0)
Ejes: Resolvemos la ecuacion

al2.m?*-(a22 -a11).m-a12 =0

2.m?+9.m-2=0,

Obtenemos m1 = _‘Tm , m2= _9_4@ , Y por tanto los ejes
son: Eliy= 9+‘/_ X, E2:y=_9_m.x

4

Ecuacion reducida: Obtengo la ecuacion secular

14255 — k| = 5 k “. _i = K2 Kk -24, K? —K -24=0,
de donde resulta: k1 = 1+;@ , k2 = 1—;@ ,
ademas tengo 2] _ 192 _ g,

A255  —24

|A2]

y entonces: kK1.x°+ k2.y* + —— T = 0, que se convierte en
33

1++/97 1—-+/97
Z_.x2+ ;/_.y2=8,
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Para que los dos coeficientes sean positivos escribimos

1497 2 —1+97

> .y> =8, como corresponde al caso de

2
la hipérbola.

6.- Tenemos el punto V(1,1,0) y la recta r:{y ; i ;
el vértice y eje de simetria de la parabola que ademas pasa por
p(2,2,0). Hemos fijado un sistema de referencia ortonormal. Se
pide:

0 .
, que seran

a)Obtener la ecuacién de este parabola y dibujarla.

Sol.:
La tangente en el vértice es x = 1.

El haz de conicas con vértice en V y eje de simetriay = 1, tiene
por ecuacion:  (y-1)? + k.(x-1) = 0

-
eje

Si ha de pasar por P(2,2) tengo:
(2-1)° + k.(2-1) = 0,

k=-1->(y-1)°~(x-1)=0->y*-2y x +2=0
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b)Obtener la ecuacion del cilindro generado tomando como
directriz la pardbola anterior y sus generatrices son paralelas a la
rectax=y=z.

Sol.: La cénica en el espacio es

C:{yz—x—2y+2=0’
z=0

y por tanto un punto genérico de C es de la forma
X' (y2-2y’+2,y’, 0).

Cualquier generatriz sera de la forma

XG2-2y?) YV 2 de donde
1 1 1’

{X -2 ; Eyy,-I-ZZ)Z vy y’ =y-z, que sustituyo
en la primera: x —(y-z)* + 2(y-z) -2 = z, operando
X-(y? +22-2yz) + 2y-2z -2 = z
V-2 +2yz+x+2y-32-2=0
y finalmente y* +z? -2yz —x -2y +3z2 +2 =0

que es la ecuacion del cilindro.

331



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

by
A

c)Considerar la seccién S que produce el planom: x +z-2=0e¢n
el cilindro anterior, y obtener la ecuacién de la proyeccién
(ortogonal) S’ de S sobre el plano xOy.

Sol.: Seccion S: {yZ +22 —2yz-x —2y 43z +2 =0
x+z—2=0

y su proyeccion sobre z = 0 la obtenemos eliminando z de la
anterior (No confundir ‘proyeccioén’ con interseccion o seccion):

Z = 2-X - > Y2 +(2-X)? -2y(2-X) —x -2y +3(2-x) +2 =0

resultando C: {xz +y2+2xy—8x—6y+12=0
z=0
d)Giramos el plano x + z -2 = 0, que contiene a S, tomando como
x—2=0
z=0
llamamos S’’. Podemos obtener asi una correspondencia entre S’
y S”°. Se pide:

gje larecta { , Yy entonces S se abate sobre la que
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C = Cil_~Plano
Vix, y,=2)

C'"' = C abatida sobre ==0

\ Lo Vit 0

' = proyeccion de C schre z=0
V', ¥, 0

Parece gue la figurs MV' = MV'' _cos(45%) = MV'' . 1/rad(2)

Ne es 1= que . {z-x') = (2-x'").1/rad(2)

realmente se cbtiene

peroc sirve para ¥ =2 —(Z-x"") . 1l/rad(Z)

razonar el proceso x' =2 -Z.1/rad(2) +x"".1l/rad(2)
x' = [Z.(radi(2)-1) + =" '1/zad(2)

-Determinar esa correspondencia, y con ayuda de ésta
obtener la ecuacion de S”’ partiendo de la ecuacion de S’.

Sol.: Observar con detenimiento la figura anterior y las notas
adjuntas.

La ecuacion de la curva C’ la expreso ahora asi
C:x?+y?2+2x'y —8x'—6y +12=0

Estamos realizando un giro de 45° del planom: x +z -2 = 0.
Tenemos pues

X =22 +2.(V2-1)], y =y
Sustituyendo en (*), operando (Célculo laborioso) llegamos a
(escribiendo x, y, z en lugar de x*’, y*’, 2’

C7: X2+ 2y% + 24/2.xy -4(1+V2)x -4(1+V2).y +
+4(1+2v2) =0
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7.- Se pide lo siguiente:

a) Obtener la ecuacidn de la superficie reglada engendrada por
una recta s que se apoya en las rectas
(x+3=0 (x—3=0
rl.{ s=0 rz.{ y=0 ,yenlacurva
—4=0
1%
¢ { x=0

Observa la figura

haz ml
(xt+3)+t.z=0

g generatriz

Cl
curva

haz m2
(x—-3)=u.y=0

Sol.: Tomo el haz de planos con Vértice rl, y el de vértice r2. La
recta s tiene que yacer en algin plano de cada uno de estos haces,
y por tanto va a depender de los valores de dos parametros: t, u.
Ademas ha de satisfacer la ecuacion de la curva C1. En resumen,
si (X, Y, 2) es un punto de la superficie ha de satisfacer

(x+3)+t.z=0
x—=3)+uy=0
yz—4=0
x=0

el sistema:

Debemos obtener una relacion g(t, u) = 0 entre los pardmetros.

t=-(x+3)/z, u=-(x-3)ly
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t.u = (x+3).(x-3)/yz -> 4.t.u=x*-9

Como x =0, tengo 4tu+9=0

Sustituyendo aqui las expresiones de t y u anteriores
4.(x+3)/z .(x-3)ly +9 =0,

> 4(x+3).(x-3) + 9yz = 0 -> 4x* +9yz -36 = 0

b) Clasificamos la cuéadrica obtenida y calculamos el plano
tangente en el punto P(3,9,0)
/ 4 0 0
0
0

Sol.: A= |

vioe @ o

2 0
2 |, /A/I=-36.(-81) =2916
0 0

\ 0 0 0-36
Puesto que /A4/ = -81 -> Es Elipsoide 6 Hiperboloide.

Por ser |g %| =0, se trata de hiperboloide, que, por ser /A/ >0,
es de una hoja.
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Plano tangente en P(3, 9, 0):  Su expresion general es
f7«(P).(x-x0) + £(P).(y-y0) +£«(P).(z-z0) = 0
f'x(P) = 8.3=24, ©y(P)= 9.0 = 0, f’z(P) = 81

y por tanto
24.(x-3) + 0.(y-9) +81.(z-0) =0 ->24x + 81z-72=0

0 bie: 8x+27z-24=0

Otraforma: Tomando las ecuaciones paramétricas de la
superficie

x=t
y =
_ 36— 4t?
Z= 9u
Plano m:
x—3 y—9 z-0 x—3 y-—9 z
ax vy az [ 1 4 0 _ 8 0
dt dt dt - ou|—
dx dy dz 0 1 -36+4t2
du du du 9u?
Puestoquet=3,u=29, tengo
x—3 y—9 z
1 0 - % =0->z-[-8/27.(x-3) =0
0 1 0

y finalmente m: 8x +27z-24=0
c)La superficie obtenida en el punto a), al

ser intersectada por el cilindro y = x?, determina una linea.
Se pide:
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-Ecuaciones paramétricas de esta linea
Sol.: La g curva viene determinada por el sistema
4x%> +9yz—36=0 .
{ A yy f 2 , Parametrizamos
haciendo x =t, y =t*, z = (36 -4t)/(9t) = ...

x=t
y=t
En resumen: g: R Observa que
zZ=——c
t2 9
t=3->P(3,9,0)

-Obtener la ecuacion de la tangente a esta curva en P, y la del
plano osculador.

Sol.: Un vector director de la tangente en P es

v = (dx/dt,dy/dt,dz/dt)s = (1,2t,-8/6) = (1, 6, -8/27)

L, . x-3  y-9 z-0 6x—y—9=0
e— = — = -S>
Ecuacion > {8x +27z—24=0

6 - -8

27

Plano osculador m:
Necesitamos el vector ‘derivadas de orden dos’

w = (d®/dt, d?y/dt, d®z/dt)e = (0, 2, 24/t")e = (0, 2, 8/27)

x—3 y—-9 z-0 x—=3y—-9 z

dx dy dz -8
ml|z® 7@ ;@ |-95|1 6 > =0

d?x d%y d?z 8

ar (») T (») ar (») 0 2 27
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Calculando m: 32x -4y + 27z -60 = 0

8.- Sea la curva determinada por g:

{x2+y2+zz—4=0
y—z+1=0 '

Se pide:

a) Ecuacion del cilindro que se proyecta
desde el punto V(a,0,1,0) del infinito tomando g como directriz.

Sol.: La ecuacion de la directriz g puede ser modificada como
sigue:
(P +y*+z2—4=0 . _ 2 _
g { y—z+1=0 > Observa: z-y =1, (z-y)" =1,

M2 +y™2 -2yz=1->y*+ 22 =1+ 2yz - >

x2+2yz—3=0 )
, > = y+ = 2y°+ 2y -->
{ y—z+1=0 hago z = y+1, 2yz = 2y" + 2y
: {xz H2y* +2y =3=0, Nos quedamos con esta Ultima
g- y—z+1=0 ' a '
Represento por Q(x’, y’, z’) un punto cualquiera de esta
directriz, escribiendo ahora
: {xlz +2y%+2y-3=0 (*) El punto genérico del
g' yl _ ZI + 1 — 0 p g
cilindro lo represento por P(X, y, z), y vectorialmente tengo

OP =0Q + QP =0Q +t.v, donde v es un vector director
de la recta QV.
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Por ser V(a,0,1,0) punto en el infinito, el vector directos de la
recta MV para cualquier punto M es precisamente v = (a,0,1)

infinito
Vi=,0,1)

directriz

o(0,0,0)
Por tanto: (x, y, z) = (x’, y’, z’) +t.(a, 0, 1), de donde
y=7v" , dondex’,y’, z’ han de satisfacer el

\lz=2z'+t
sistema (*).

{x:x’+a.t

Hemos de eliminar t, x’, y’, z’ con la ayuda de las cinco
igualdades.
x'=x—at
De estas Gltimas: { y' =y , ytomando la segunda de (*)
z'=z—t
y—(zt)+1=0-->t=2zy-1->x’=x-a(z-y-1)
Llevandolo a la primera de (*) tengo la ecuacion del cilindro
[x-a(z-y-1)]? + 2y* + 2y -3 =0,
cuyo desarrollo dejamos en manos del alumno.

Observa que depende del valor de a.

b) La interseccion de este cilindro con el
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plano z = 0 nos da un haz de conicas tomando ‘a’ como
parametro.

Se pide:

-El nimero de cénicas de este haz que pasan por cada punto
del plano z = 0.

Sol.: Haz: {[X—a(z—y—l)]2 +2y2 +2y =3 = 0
z=0

{[X +ay+DI* +2y* +2y =3 =0 Operando y

z=0
simplificando en la primera tengo

X2 + (a%+2)y” + 2axy + 2ax + 2(a’+1)y +a*-3=0
*)
Por ejemplo para a = 0 resulta la conica
X2 +2y*+2y-3=0

Para cada punto p(x0,y0) del plano z = 0, al sustituir en (**)
resulta una expresion

Aa’+B.a+C=0, donde A, B, C son

valores reales. De esta expresion se extraen dos valores del
parametro ‘a’ que determinan dos conicas del haz que pasan
por ese punto p.

-Clasificamos todas las conicas del haz (**):

1 a a
a a’*+2 a*+1|=

1 a a
A=la a?+2 a%*+1) IA=
a a a*+1 a*-3

a*+1 a*-3
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Transformo: f2 = f2 —a.fl, f3 =13 -a.fl

1 a a
=10 2 1| =-7->No es degenerada si ‘a’ es valor real
0 1 -3
1 al_ .
A33=|a 22 +2|—2>0-> Elipse real.

Ademas, para cualquier valor de ‘a’ es all > 0 y por tanto
ninguna es imaginaria.

Cuando a = oo los calculos anteriores no son validos. En este
caso, retomando la expresion (**) del haz

X2 + (a%+2)y? + 2axy + 2ax + 2(a’+1)y +a>-3=0
Hacemos (dividiendo por a?)

x? 2\ , 2 2 1
a—2+(1+¥>.y +E.xy+a.x+2.<1+;).y+1

[ O
y haciendo a -> o nos queda: y* + 2y + 1 =0

que descompone (y + 1)? =0 -> Dos rectas iguales.
c) Obtener el lugar geométrico de los centros
de las conicas no degeneradas del haz (**)
X2 + (a%+2)y” + 2axy + 2ax + 2(a’+1)y +a°-3=0
Obtengo sus derivadas parciales

f’x=2x+2ay + 2a
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f’y =2(a®+2)y + 2ax + 2(a*+1)

x+ay+a=0

i ->
y resuelvo el sistema {(az +2)y+ax+ (@ +1)=0

-x 2 x?

Ty 7 T
2 2 2
a2 +92= X _ x“+2(y +2y+1)’
(y+1)? (y+1)2
z 24+y242y+1
+1=—= _4+1= u,
(y+1)? (y+1)?

y llevandolo a la segunda

x2+2(y%+2y+1) —x x2+y?+2y+1
> Y+ X+ > =
+1) y+1 r+1)

Multiplico por (y+1)?
[X*+2y*+4y+2]y =C.(y+1) + [X*+y*+2y+1] = 0

gue dejamos sin desarrollar.

9.- Respecto de un sistema de referencia ortonormal
S(O; ox, oy, 0z), y base ortonormal asociada B = {el, €2, e3},
tenemos la ecuacion paramétrico-vectorial de una superficie S:

v=tel +u.e2 + (2tu-t*).e3 (1)
Se pide:
a) Expresarla en paramétricas y en forma cartesiana

z=1(x,y). .
X =

Sol.: (x,y,2)=(t,u, 2tu-t) ->{ y=u
z=2tu—t3
Explicita: z = 2xy -x*,
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b) Obtener el plano tangente en el punto P correspondiente a
tu=(@11)

x—1y—-12z-1
1 0 -1
0 1 2

= (D] -[-(x-1) + 2(y-1)]= 0

m:x-2y+z=0

¢) Ecuacion de la (recta) normal (principal), en el punto P, a la
curva C sobre la superficie determinada por la relacion u = t°.

Sol.: Sustituyo u = t* en las ecuaciones paramétricas de S, tengo
x=t
C: {y =t?
z=1t3

La normal principal a la curva C es la recta interseccion del plano
normal con el plano osculador. (Observa la figura 3 que siguen)

NOTA: Antes de continuar recordamos la definicion de estos
planos:
a) “Llamamos Plano osculador al plano que resulta al
realizar el siguiente limite

m = limy, g,-p(Plano determinado por P,Q1, Q2)

z z —
ml
Planos qué pivotan c

v oscilan
C

Plano osculador

M)

343



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

Pero entre estos planos que pivotan existe uno en especial,
resultado de aquel limite, que determinaremos y llamamos ‘Plano
osculador’.

b) Fijada la recta r tangente en P, teniendo en cuenta que
estamos en el espacio, las rectas perpendiculares ar en P
llenan un plano, que llamamos ‘Plano normal’ a la curva
enP.

7 m2
P
r
X o ¥ C
)
n normal principal
\\\.Planc normal
T Flano osculador
r tangente
C
U 3)
c) Triangulo intrinseco:
Z F
b C Rectificante C Normal
P P -i:;
ny ¥
£ X Csculador

Seguimos:
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(dx/dt, dy/dt, dz/dt) = (1, 2t, 3t%) -- >Vector
(d®x/dt, d?y/dt, d’z/dt) = (0, 2, 6t) -- >Vector
y en el punto P correspondienteat=1
V =(1, 2, 3) -- > Vector ortogonal al plano normal
W = (0, 2, 6) -- > Vector ortogonal al plano osculador
Por tanto, en el punto P(1, 1, 1)
Plano normal a la curva: (x-1) + 2(y-1) + 3(z-1) =0
Plano osculador:
x—1y—-1z-1

1 2 3
0 2 6

m2: =0 -> 6(x-1)-6(y-1)+2(z-1)=0

x+2y+3z—-6=0

Tengo asi el sistema {3x —3y+2z-1=0

Podemos dar valor a z (como incAgnita libre):

Z=0_>{x+2y—6=0 {—3x—6y+18=0_

3x—3y—1=0"1 3x—3y—1=0
9y +17=0,y=17/9

{x+2y—6=0 {3x+6y—18=0_>9X_20:0’

3x—3y—1=0""16x—-6y—2=0
x = 20/9, y tengo el punto p1(20/9, 17/9, 0),
Puesto que ya sabemos que pasa por P(1,1,1), tenemos un vector

director
v =(20/9 -1, 17/9 -1, 0-1) = (11/9, 8/9, -1)
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Tomo v = (11, 8, -9), y tengo la ecuacién de la normal principal

11 8 -
x=t
d) Porlacurva C:{y = t? , pasan infinidad
z=1t3

de cuédricas (y superficies en general) de las cuales podemos
obtener algunas de forma inmediata. Obtener dos de ellas faciles
de determinar por su expresion explicita y clasifica aquella en la
gue intervienen x, y, z.

Sol.: Las obtengo eliminando el pardmetro t asi:
— A2 — 42
sr?“‘ﬂw sz{y‘x S3ixy—27=0
zZ=x Z=Xxy
Clasifico S3: (Observa que en homogéneas

S3: x1x2 x3x4=0

0 X o0 o0
2

1 0 o0 o
A=|? A==
0 0 0 —= 16

2

0o -1 0

2

Puesto que A4 = 0, se trata de un paraboloide hiperbolico (por ser
/Al > 0).
e) Tomamos el par de superficies
(P =y =0 o, _
S2: , S3:ixy—-z=0
Z=xy

Consideramos el haz de cuédricas generado por estas dos:
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OC-y) +t.(xy-2) =0--> X2+ txy-y—tz=0

Obtenemos las cuadricas degeneradas de este haz.

En homogéneas X1% + t.X1x2 —x2x4 ~t.x3x4 = 0
/1 0 o \
2
t 1
z 0 —=
A=| 2 O VI
0 0 0 _t 2 2 4
2
0 —= - 0
2 2
t —t —t? _ _
Pl 0-->t=0,yportanto, cuandot=0

la cuadrica del haz es x*—y = 0, que es un cilindro. Es la Gnica
degenerada.

f) Determinar la ecuacidn del cono que

x=t
proyecta la curva C: {y = t#, desde el punto O(0,0,0) como
_ z=1t3
vértice.
Sol.:

conica
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La recta s que pasa por O y un punto de C tiene por ecuacién
s: x/t = y/t? = z/t* donde debe sert # 0
Por ser t # 0 tengo: s: X = y/t = z/t* | y de ésta

t=yix, 2= y2/x2 , con lo que
2
X = Zyiz -->xy?—zx* =0 -- > X.(y’ —xz) = 0
(ecuacion del cono)

2

y=tx—=
g) Comprobar que la rectas: e 3
Z=—.X——
4 4

engendra una superficie desarrollable, y que su arista de retroceso
es la curva C (de los apartados anteriores)

Sol.: Recordamos que superficie desarrollable

es aquella que ...
2

y=tx—=
Larectas: a2 e llamando
Z=—.X——
4 4 5
t
a=t, P —-—-:;
b=3X g=-t3/4

(y=ax+p
la expresamos s.{z —bx+g
La Superficie reglada generada por s es ‘desarrollable’ si se

dajdt _ dp/dt "\ «omoslo
db/dt ~ dgq/dt’ '

cumpliese

a’(t)=1,b(t) = 6t/4 —->a’/b’ = 4/6t=2/3t
p’(t) = -2t/4, q(t) = -3t/4 - > p’/q> = 2/3t
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y vemos que si se cumple.

Linea de retroceso:  Resolvemos el siguiente

z=bx+ q t2 t3
P X7
ar(t) x =

w

2
y=ax+p (y=tx—%
o)

Z =

X =

Nlr-r,;;|

de la tercera t = 2x, que lo sustituyo en primera y segunda

y:xz xX=t
z=x3 —>{y=1t* queeslacurva C del punto b)
x=x z=1t3

10.- Se sabe que el lugar geométrico los puntos de contacto de los
planos tangentes a la superficie

x=t+u
S{y=tu , trazados desde el punto
7z =t? + 4u?

P(1,0,0), esta formado por tres curvas.

a) Obtener las ecuaciones paramétricas de estas curvas.

Sol.:
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Consideramos un plano m con punto de contacto Q en la
superficie S, y que es uno cualquiera de todos los posibles.

Si Q esta en S sus coordenadas pueden ser expresadas de la
forma Q(t+u, t.u, t*+4u?). La ecuacion del plano m tangente a
Sen Q serade laforma

x—(t+u) y—tu z— (t*+4u?)
1 u 2t
1 t 8u

m: =0

Este plano m pasa por el punto P(1,0,0) y por tanto

1—(t+u) —tu —(t?+4u?)
1 u 2t
1 t 8u

m: =0

Para el calculo de este determinante realizo algunas
transformaciones que conservan su valor.

1—t—u —tu —t%—4u?
1 u 2t
1 t 8u

Hago 2.f1, t.f2, u.f3

L |2-2t-2u —2tu — 2t% — 8u?
- 2 —
2 t tu 2t =

u tu 8u?

Hago: f1 = f1 +f2 +f3

2—t—u 0 0
_ 1 2 | =
= t tu 2t2

u tu 8u
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1 2—t—u O 0
=5 (2tu). 1 u t | = (2-t-u).[4u* —7;
1 t 4u
2—t—u=0
(2-t-u).[4u* °]1=0--> { 6 —->
Qu+t)QRu—-t)=0

t=2—-u, 6

relaciones entre los parametros: {t = =2u, 0
t = 2u,

Al sustituir cada una de estas en la expresion

x=t+u
paramétrica S: {y =tu de S, resultan las tres curvas
z=1t?+ 4u?

x =2 X= —-u x =3u
Cl: {y= 2u — u? , C2: {y= —2u2,C3:{y= 2u?
z=5u’?—4u+4 z = 8u? z = 8u?

b) Comprobar que cada una de las curvas obtenidas es plana,
y obtener para cada una el plano que la contiene.

Sol.: Cl1 esté contenida en el plano x = 2.
C2: Observa que 4y + z =0, que es el plano pedido.
C3: Observa que 4y -z =0.

c) Se sabe que una de estas curvas tiene por ecuacion
2x2 -9y =0
4y—-—z=0
plano con una cuédrica (cilindro). Se pide:

cartesiana { , que es la interseccion de un

-Obtener el plano osculador a la citada curva en el punto Q(3,2,8)
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Sol.: Por simple observacion la referida curva es

2x2 -9y =0

x =3u
. — 2
C3.{y—2u ,ye1que{4y_z=0

7z = 8u?
Enefecto: § ¥ =% > 2x2 -9y =0
neeco.{yZZuz—— X -9y =0,

420 =8u?-->4y-2=0

El punto Q(3, 2, 8): 3u=3-->u=1, que satisface las otras dos
igualdades.

Siendo una curva plana, su plano osculador coincidira con el
plano que la contiene.

Comprobacion:

x—3 y—2 z—8
Plano osculador m: | 3 4 16 |=0, desarrollando
0 4 16
. oly—22z-8 -0 .> =
m: 3., 16|o dy-7=0,

y coinciden como debia esperar.

-Obtener la proyeccion de esta curva (la C3) sobre el plano
z=0.

Debo eliminar z de la expresion de la curva, pero como en su
expresion tengo la relacion

2x* -9y = 0,

2x2 -9y =0

esta es la que buscamos, Proy.: { 0
7 =
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-Clasificar la conica proyeccién anterior y obtener sus focos.

Sol.: Es una paradbolay = =.x?2, con vértice (0, 0, 0) y eje oy.

o IN

Foco: Estara en eje oy por lo que seré de la forma F(0, b).

Recordatorio: Focos son aquellos puntos F(a, b) tales que las
tangentes a la conica desde F(a, b) son las rectas

rl:y-b =i.(x-a), r2: y-b = -i(x-a)

En general, los focos F(a, b) resultan de resolver el siguiente
sistema que nos da los puntos de tangencia. Los valores (a, b) los
obtenemos al exigir que la solucidn es doble.

Sistema
2x2-9y =0 o f2x2 =9y =0
{y—b=i.(x—a)">(aqma_o){y—b=i.x
Tengoy = b + ix -- > 2x* -9(b + ix) = 0,
2x? -9i.x -9.b = 0,

cuyas soluciones en x deben coincidir, y por tanto su
discriminante D debe ser cero:

D = (-9i)*-4.2.(-9b)=-81+72b, D=0-->
b=81/72=27/24=9/8 --> F(0, 9/8)

d) Obtener la superficie de revolucion al girar la conica
anterior alrededor del eje oy.

Sol.: Vamos a obtenerla de dos formas: Por el procedimiento
general, y por observacion directa.

Por observacion directa:
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Para cualquier punto P(x, y, z) se cumple
X +22=r" (%)
2x2 -9y =0
z=0

y también, sobrez=0es r=x= Ey Llevandolo a (*) me

gueda
XC+Z2=92y ->S:2x*+22-9y =0

Sobre z = 0 tengo la curva {

{x, v, 2]
xZtz~E=r~E -» x Itz I=8SE.v

N o5z y ¥, 00

Procedimiento general: (Observa la figura)
x2+y2+22 =1t

Planteamos el sistema S: y=u , de las tres
2x2 -9y =0
z=0

Gltimas: x*=9/2.u, que llevo a la primera: 9/2.u + u?+0 =t

9
X2 +y? +7% = 73/ +y?

de donde finalmente 2x* + 2y* + 27° = Qy + 2y* -->

S:2x*+22°-9y =0
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o(0,0,0)

z =10

. . . eje o
directriz econica C J ¥

\\\“ﬁm___F~f

11.- Resolver los siguientes:
a) Dadas las dos cuadricas

Cl: x> +72° +4y -16 = 0,
C2: xy —z° -4x +2 = 0.
Se pide:

-Proyeccidn sobre el plano x0y de la curva interseccion de C1y
C2.

x2+2z24+4y—-16=0
xy—z>—4x+2=0
proyeccion sobre z = 0 se obtiene eliminando la variable z:

Sol.: Curva interseccion C’: { ,ysu

Sumandolas tengo Proy C’: x* + Xy -4x + 4y -14 =0
-Obtener la interseccion de C’ con el planoz =0

x2+z2+4y—-16=0

Sol.: Basta hacer z=0 en { ,
xy—z2—4x+2=0

X2 +4y—16=0

resultando: C’’: {xy Ax42=0" que representan

los puntos comunes de una parabola (la primera) y una hipérbola.
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-Obtener la interseccién con z = 0 de cada una de las cuadricas
C1, Cc2:

2 _ —
Sol.: C17(z = 0): {x +4y 016 =0 (parabola)
Z =

. z =0
C2%z =0): {xy —4x+2 =
(™ indica interseccion)

0 (hipérbola)

b)Hemos obtenido antes las dos cénicas
. fx?+4y—16=0 . z =0
Cl'{ z=0 ‘ Cz'{xy—él-x+2=0
Se pide:

-Obtener el haz de cénicas que pasan por los puntos de
interseccion de C1’ y C2’, y Obtener las conicas degeneradas
reales de este haz.

Sol.: El haz de conicas pedido es
(x?+4y—16)+t.(xy —4x+2)=0-->
X2 + txy -4tx + 4y + (2t-16) = 0
Lot
2
0 2 '
2

Matricialmente A=
— 2t —16

1
L
2
2t
/Al =-13-8 =0

2 = -8 -- > solucidn real t = -2; Por tanto la Gnica degenerada real
es(cuandot=-2)

X2 -2xy + 8x +4y -20=0
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-Calcular el lugar geométrico de los centros de las cénicas del
haz
X2 + txy -4tx + 4y + (2t-16) = 0

Sol.: Por derivacion
Px=2x+ty-4t, fy=tx+4

{2x+ty—4t=0

tx+4=0 t =-4/x que llevo a la primera:

2X -4y/x + 16/x = 0 -> 2x* -4y + 16 = 0 -> x*-2y+ 8 =0,

que es una parabola
y=1/2.x°-4

-Hallar los focos de la cdnica obtenida (como lugar geométrico
de los centros)

Sol.: Si F(a, b) es el foco, para obtener (a, b) resolvemos el
sistema

*) {x2—2y+8:0

y—b=i(x—a)

, imponiendo que tenga
solucion doble (punto de tangencia). Tengo
y=b+i.(x-a) -->x*-2(b+i.(x-a)) + 8 =0,

X2 -2i.x + (-2b + 2i.a+8) = 0.
Imponemos que la solucion sea doble:

D = -4 -4.(-2b + 2ia + 8) = -36 + 8b -8ai

D=0-->-36+8b-8ai=0-->2b-2ai=9
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También el sistema (*) ha de verificarse para —i, y esto nos lleva a
2b+2ai=9

2b — 2al —9

b + 2ai ,dedonde b=9/2,a=0,

Tengo asi {

Foco F(0,9/2)
Observa que la cénica (parébola) se puede expresar asi:

(y-4) = 1/2.(x-0)?, lo que indica que su vértice
esta en (0,4) y su eje de simetria es la recta x = 0 (eje oy).

c)Supongamos que en el punto P(0, 5, 0) colocamos un foco
luminoso.

Obtener la ecuacion de la curva C” que delimita la sombra
proyectada sobre el plano z -3 = 0 por la cuadrica C1. La curva
obtenida seré una coénica; clasificarla.

Sol: Cl:x*+Zz*+4y-16=0,
generatrlz

=] 0,:-,.".'!:!

sombra

/ .

Linea de los ccntactcs
de las tangentes a C1

Obtendremaos el cono con vértice en P circunscrito a la cuadrica
C1. Aplicamos el siguiente procedimiento, que explicamos aqui.

Si Q(x’,y’, z’) es un punto de la linea de contactos de las
tangentes a C1 desde P, y R(X, y, z) es el punto genérico de la
recta PQ, podemos expresar
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(x?>+2z%+4y' —16 =0 (cuadricaC1)
| y para el vector director
x—0=t(x"—0)

y=5=t(y'-5)
z—0=t(z' —-0)

Obtengo: x*=x/t, y’ = (y-5+5t)t, 2’ =2/t
Sustituyendolos en la primera tengo

x?2  z%2  4.(y+5t-5
2 2 a0
t t t

16 =0 ->
X2+ 7% + (4y+20t-20).t =16t = 0 -> x> + 22 + 4t.y + 4(t* -5t) = 0

Pero interesa obtener el valor de t, y por tanto la ecuacién a
resolver es
x%+z2

48 + (4y -20)t + (< +20) =0 -> £+ (y-B)t+ T2 =0

Para cada punto (X, Y, z) el valor de t ha de ser Unico (porque la
tangente en este punto es Unica), por tanto la solucién ha de ser
doble, por lo que
2 x?+z2
D = (y-5)" 4. "

ha de ser cero
y?-10y + 25 x> —22=0-> C3:X*—y*+7°+ 10y -25=0

que es la ecuacion del cono (cuadrica que designo C3). La sombra
sobre el plano z-3 = 0 la obtengo ‘seccionando’ el cono con este
plano, esto es
Sombl‘a C,:{XZ _y2 + Z2 + 10y - 25 = 0 —>
z—3=0

2 2 — — .,

{X -yt At 133’ 016 =0 (Expresion de la sombra)
Z—3 =
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Clasificacion:

1 0 5
A=({0 -1 0l /A/=-9, As=-1, porloque
5 0 —-16

estamos en el caso de Hipérbola.

$$$000$$$
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MAS Problemas interesante
A) De CONICAS (muy interesantes)

1.- Clasifica la conica y determina su Ecuacion reducida:

C:2x*-3xy -2x + 5y -3=0

/2 S
2
Sol A=| —% 0 g |, IA/=7/4, A33=-9/4
\—1 -3
2

A33 < 0 -> Hipérbola real.

NOTAS:

Mediante una traslacion el centro de la conica pasa al origen

(0, 0, 0), y a continuacion un giro que lleva sus ejes a los ejes de
coordenadas. Su expresion general pasa a su ‘Forma reducida’.

Se ha demostrado lo siguiente que nos da la ‘Ecuacion reducida’.

A) En el caso de la Elipse o la Hipérbola: Si k1, k2 son las
soluciones de
x> -11.x+12=0,

., . —-13
la ecuacion reducida es: k1.x2 + k2.y2 =—

donde: 11 =all +a22, 12=A33, I3=/A/

B) En el caso de la parabola:

11y + 2. ’—1_113 X =0, donde I1, 12,13 son

los anteriores.
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Ennuestrocaso: 11=2, 12=-9/4, 13=7/4
X% -2x -9/4 =0, 4x*-8x -9 =0, de donde

_2+V13 _2-/13
kl= — k2 = —
Ecuacion reducida: 2 ‘/_ xZ + Z—Z_N/E.yz :%

2.- Clasifica y determina su ecuacion reducida:
C:x*—y*+xy+x-3=0

Sol.: El alumno probaré los resultados siguiendo la pauta del
anterior.

Es Hipérbola real. Ec. reducida: v/5.x% — v/5.y2 = =

3.- Estudia la siguiente conica dependiente del valor del
parametro k:
k.x? -4y* + 4xy -4kx -16y = 0

k —2 =2k

Sol.:A=<—2 —4 —8), /A = 16.k?
-2k —8 0

k=0:->/A/ =0, -- > Conica reducible;

A33=|§_ =-4.(k+1); A33=-4sik=0,yen este caso

‘son dos rectas reales que se cortan’.

A

k = 0: /A/ >0 -- > Es coOnica irreducible;

A33 = -4.(k+1);
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k>-1->A33<0, Hipérbola real

k=-1->A33=0, Parabola real

k<-1->A33>0, kJ/A/ <0 ->Elipse real

4.- Halla la ecuacién de la conica que pasa por los cinco puntos:
P1(0, 0), P2(2, 0), P3(0, -3), P4(-1, 4), P5(-2, 2)

Sol.: Lo resolvemos mediante el haz de conicas que pasan por
cuatro puntos, y después exigir que pasa por el quinto punto.

Tomo los cuatro puntos primeros. Tengo las siguientes 4 rectas:
rl =P1P2: y=0
r2 = P1P3: x=0

r3 = P2P4: %: % >4x+3y-8=0

r4=P3pa; =22 >7x+y+3=0

El haz de conicas que pasan por estos 4 puntos tiene ecuacion
(Tomamos pares de rectas de modo que no tengan vértice
comun):

y.(7x+y+3)+ kx.(4x+3y-8)=0
Imponiendo que pase por P5:

2.(-14+2+3) + k.(-2).(-8+6-8) = 0

-18 +20.k=0-> k=18/20=9/10

Sustituyendo
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(7xy + y? + 3y) + 9/10.(4x* + 3xy -8x) = 0
(70xy + 10y* + 30y) + (36X° + 27xy -72x) =0
C: 36x% + 10y? + 97xy -72x + 30y = 0

5.- Comprueba que la siguiente conica es Hipérbola. Determina
la ecuacidn de sus ejes y las de sus asintotas:

3+ Yy -Axy +x+2y-5=0
3 -2 5
Sol. A=| -2 1 1) /AI=[-15-1-1] [1/4-20+3] =
> 1 -5
2
=17 — [L/4 -17] = -17 + 67/4 = -1/4
A33 =3 -4 = -1 -> Hipérbola real.

NOTA:
Ecuacion de los ejes: Se ha demostrado que si k1, k2 son las
soluciones de

al2.x* + (al1-a22).x —-al2 =0, vy las semiderivadas
125(x,y), 1/215/X,y)

los ejes son:
S + kL3 f(xy) =0
SfeCoy) + k25 f,00y) =0

N R NP

En nuestro caso:
2% +2x+2=0, x*x-1=0
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1+/5

2’ 2

obtengo: k1=

12.f(x,y) = 1/2.(6x -4y + 1) = 3x -2y + -
125,(x,y) =1/2.(2y -4x+2) =y-2x+1
y tengo los ejes:

1+4/5
2

(3x—2y+%)+ (=2x+y+1)
(—2x+y+1)+ %E.(—Zx+y+1)

NOTA:
Para las asintotas, si k1, k2 son las soluciones de

a22.x? + 2.a12.x + all = 0, tomando como antes
las semiderivadas, las ecuaciones son

%.fx(x,y) + kl.%.fy(x,y) =0
%.fx(x,y) + kZ.%.fy(x,y) =0

En nuestro caso: x°-4x+3=0 --> kl=3, k2=1

(3x—2y+1)+3.(-2x+y+1) =0

y tengo: 1 ->
(3x—2y+2)+(-2x+y+1) =0
6x—2y—7=0 .
{Zx 2y +3=0 (Asintotas)

6.- Determina la ecuacion de la recta tangente a la conica

C:2x*-2xy +y* +2x -8y +21=0
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en el punto P(3, 5).
Sol.: Pasamos a coordenadas homogéneas
C:2x%-2xy + y* + 2xz -8yz + 212°=0, P(3,5,1)

Tomamos las semi-derivadas, su valor en el punto P, y obtenemos
la ecuacién

%.fx(P).x +%.fy(P).y +%.fz(P).z =0,
que es la ecuacion de la tangente en P.
Operamos:
( %.fx(x,y,z) =%.(4x—2y+22) =2x—y+z
4%.fy(x,y,z) =%.(—2x+2y—8z) =—x+y—4z->
%.fz(x,y,z) = % (2x =8y +42z) =x—4y + 21z

(5 fx(P)=2
Valor en P, !%.fy(P) = =2, 2x -2y +4z=0-->
L%.fz(P)= 4

r: Xx -y + 2 =0, en cartesianas.

7.- Determinael polodelarecta r:x+2y+7=0

respecto de la conica (dada en homogeéneas):
C:xX*—xy+yz-3xz-2°=0

Sol.: Pasamos a homogéneas: r: x +2y +7z=0

366



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

(5 fexy,2) =5.(2x—y—32)

2
Semi-derivadas: J%.fy(x, y,z) = % (—x+2) ;
1 1
L fyn =L 0-3—22
2x-y—-3z _ —x+z __ —-3x+y-2z >
210 22 2.7

{ 4,.2x—y—32)=2.(—x+ 2)
14.(—x+2z)=4.(-3x+y—2z2)

>{ 4x -2y —6z=—x+1z >{5x—2y—7z=0.
T \-T7x+7z=-6x+2y—4z |-x—-2y+11z=0"

Hagoz=1,->{ S5x —2y=7 { S5x —-2y=7

—x—2y=-11"1-5x — 10y = =55
-12y=-48, y=4, x=-8+11=3 ->P(3, 4)

El alumno puede resolverlo y comprobar resultados por otro
método.

8.- Determina la ecuacidn de la recta polar del punto P(3, 4)
respecto de la conica:

C:x*—xy +yz-3xz -2°=0
Sol.:

9.- Tengo la Esfera E: x> + y? + z2° -2x -2y -4z -4 =0

y el plano m: x + y —z -1 = 0. La curva interseccion entre el plano
y la esfera se proyecta ortogonalmente sobre el plano XOY.
Estudia la conica resultado de la proyeccion, y obtener su
ecuacion reducida.
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Sol.:

x

Curva interseccion:

{X2+y2+22—2x—2y—4z—4 =0
X+y-z—-1=0

Eliminamos z entre las dos (No es lo mismo que hacer z = 0):
z=x+y-1,
X2+ Yy + (x+y-1)% -2x -2y -4.(x+y-1) -4 =0,
X2+ Y7+ (XP+yP+1+2xy-2x-2y) -2X -2y - (4x+4y-4) -4 =0
2x% + 2y? + 2xy -8x -8y + 1 = 0,
2 1 —4
A=< 1 2 -4 ), /Al =...=-29;
—4 —4 1
A33=4-1=3>0, all/A/ <0,y se trata de una elipse real.
Ecuacion reducida: 11 =all+a22=4, 12=A33=3,
13=/A/=-29
Resuelvo: x*—I1.x+12=0, x*-4x+3=0,

resultando: k1 =3, k2=1
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k1.x? + k2.y? = _1—123 >33 +y?=2

10.- Tengo la conica C: 5x* -3xy + y* -3x + 2y -5 =0
a) Determina la ecuacion de sus ejes
b) Determina la ecuacién del diametro conjugado con la
rectar:4x-y+5=0
Sol.: Clasificacion:
(5.
A=| -2 1 |, /A = [-25+9/4 +9/4]

S

-[9/4 +5 -45/4] = (-25 + 9/2 ) —(5-36/4) = -41/2 + 4 =-33/2;

3
2

=y = N]w

3
5 —=
A33=| , ?|=5-9/4=114; all/AI< 0,
-2 1
2

Es una Elipse real.

Ejes: Resolvemos al2.x* + (all-a22).x —al2 = 0
BR2x2+4x+3/2=0,->3x*-8x-3=0,

x*-8x-1=0->k1=3,k2=-1/3;
Semi-derivadas: %.fx(x, y) = % (10x — 3y — 3)
%.fy(x,y) = % 2y —3x+2)
(10x —3y—3) +3.(2y—3x+2)=0 ->x+3y+3=0
(10x =3y —3) -1/3.(2y —3x+2)=0->
->11x -11/3y-11/3=0 --> 3x-y-1=0
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b)Diametro conjugado con la recta
rdx-y+5=0

NOTAS:

Nos situamos en homogéneas. El punto en el infinito de esta recta
res(l,4,0), donde

v = (1, 4) es un vector director de r, obtenido asi:
x=1->y=9->punto A(1, 9)
x=0->y=5->punto B(0, 5); vector BA = (1, 4)

Recordamos que el centro de la cénica es el polo de la recta del
infinito, por tanto las rectas polares de los puntos de la recta del
infinito pasan por el centro de la conica, es decir, estas rectas son
diametros de la conica. Dos diametros conjugados son aquellos
tales que cada uno es la recta polar del polo (punto en el infinito)
del otro eje (cada uno pasa por el polo del otro).

Ecuacion de la recta polar de P(a, b, ¢)
Obtenemos los valores: %.fx(P), %.fy(P), %.fZ(P)
Ecuacion: 2. f,(P).x + 2. f,(P).y +5.f,(P).z =0

En nuestro caso. Hallamos la polar del punto P(1, 4, 0): (esta
polar pasara por el centro)

En homogéneas C: 5x* -3xy + y* -3xz + 2yz -52° = 0
%.fx(x,y, 7) = % (10x — 3y — 32)

1 1
Sy 2) =2.(2y —3x +2z)
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%.fz(x,y,z) = % (=3x+2y—10z)
Valores en P(1, 4, 0): 1/2.fx(P) = -1,
1/2.fy(P) = 5/2, 1/2.fz(P) =5/2
Ecuacion: 1’: -Xx + 5/2.y +5/2.2=0
r’:-2X + 5y + 5 = 0, en cartesianas

NOTA:

La recta obtenida es un didmetro por ser la polar de un punto
impropio (punto del infinito), mientras que la recta r dada es
‘conjugada’ con r’, porque ésta es la polar del punto en el infinito
de aquella. Pero no hemos aclarado si r es didmetro, ya que para
serlo debe ser la polar de un punto del infinito. Y para ser
diametro conjugado con r’ debe ser la polar del punto en el
infinito de r’. Veamos ésto.

r’: -2x + by + 5 = 0; Obtengo vector director.
y=0->x=5/2->P(5/2,0)
y=1->x=10/2=5->Q(5, 1), PQ = (5/2, 1),

v = (5, 2); Punto en el infinito A(5, 2, 0)

%.fx(x,y,z) = %.(10x —3y—32)

= f(0y,2) ==.(2y — 3x + 2
z'fy X,z —2.( y—3x+2z)
%.fz(x,y,z) = %.(—3x+ 2y —10z)

Valores en A(5, 2, 0):
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1/2.£x(P) = 22, 1/2.fy(P) =-11/2, 1/2.fz(P) = -11/2
Ecuacion: 22.x -11/2.y -11/2.2 = 0,

r’:44x -1y -11=0, r’:4x-y-1=0
que no coincide con aquella. Esta si es un diametro.

11.- De una Hipérbola sabemos que larectarl: 3x -y -2 =0 es
una asintota, y que la recta r2: x -y + 1 = 0 es tangente en el
punto P(2, 3), y que ademas pasa por el punto Q(2, 1).

Determina la ecuacion de esta conica.

Sol.: En primer lugar obtendremos la familia de las conicas que
cumplen las condiciones de tangencia (asintota es una tangente en
el punto del infinito). Cada condicion de tangencia equivale por
dos, luego son cuatro condiciones.

Punto A: Es el punto impropio de r1. Vector director de
rl: 3x -y -2=0-->y =3x-2, luego la pendienteesm =3, y
entonces v = (1, 3). El punto impropio es A(1, 3, 0), siendo
A(1, 3) en cartesianas.

P(2,3), A(1,3) -> y-3=3(

r: (y-3) = m.(x-2) pasa por P
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Para que en el infinito esta recta r pase por el punto A(1, 3, 0),
punto impropio de rl, debe tener la ‘direccion’ de r1 y por tanto
la pendiente de r1, es decir m = 3. Tengo

r: 3x-y -3=0 (esta contara dos veces)
Las dos conicas que generan el citado haz son

CL:(3x-y-2).(x-y+1)=0

C2: (3x -y -3).(3x-y-3)=0

NOTA:

Observa que hemos de tomarlas en pareja que no tengan punto en
comun. Pero los puntos P y A han de considerarse ‘doble’ y como
distintos y esa es la razon por la que tomamos r.r.

La ecuacion del haz es:
(Bx-y-2).(x-y+1)+k(3x-y-3).3x-y-3)=0
(-3x% —y*+ 4xy —x -y + 2) + K.(9x° + y*-6xy -18x + 6y + 9) =0
Imponiendo que pase por Q(2, 1) resulta
6+4k=0->k=3/2
Finalmente C: 21x* + y* -10xy -56x + 16y + 31 =0
12.- Dado el haz de conicas
C(K): X* + K2y* + (kK*-Kk).xy K’y =0
determina el lugar geométrico de los centros de estas cdnicas.

Sol.: El centro de una coénica viene dado por las soluciones del
sistema

373



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

%.fx(x,y)zo N %.(2x+(k2—k).y =0
S hHy) =0 |5.@kEy + (k2 —k).x — k2 =0

2 _ =
{ @x+ (k"= k).y =0 ; de la segunda

k% y + (k* —k).x—k?=0

k =0, desechada

k.2k.y + (k—1).x —k) =0, {(zk,y+k.x—x—k) = g

_ _ X
k.(2y+x-1)—x->k—m

y-1’

2 .2 x 2 _
)%yt x+2y—1'(x+2y—1 1).xy

__(x+;;—1)2'y =0

resultando (El alumno puede comprobarlo)

y sustituyendo en C(k):

X2+ (

x+2y—1

C:2x° + 6y’ + 8xy -4x -7y +2=0
(Hipérbola real)

13.- Determina la ecuacion de la hipérbola cuyas asintotas son
las rectas

ri:y+2=0, r2:x-y-1=0,
y ademaés pasa por el punto Q(2, 5).

Sol.: Recuerda: Las asintotas son las tangentes en sus puntos del
infinito.

Sus puntos impropios son (puntos en la recta del infinito):
rl: ->v1=(0,1)->A1(0,1,0)
r2: ->v2=(1,1)->A2(1,1,0)
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Recta que pasa por ALy A2, por tratarse de puntos de la recta del
infinito, es z = 0 (recta del infinito). Este detalle me obliga a
operar en homogéneas:

rl:y+2z=0, r2:x-y-z=0
El haz de conicas viene dado por C1 + k.C2 =0,
donde C1: (y + 22).(x -y -z) =0, C2:z°=0
(y +22).(x -y -z) + k.Z* = 0,
Imponiendo que pasa por Q(2, 5, 1), en homogéneas:
(7).(-4)+k=0 ->k=28
C:-y* + xy + 2xz -3yz + 262° = 0, en homogéneas,

Ciy’+xy+2x-3y+26=0, y?-xy-2x+3y-26=0

14.- Determina el lugar geométrico de los polos de la recta
r: X +y+ 1 =0respecto de la familia de cénicas:
C(K): ky? -2xy + 2y + (2-k) = 0
Sol.: Pasamos a homogéneas: r:x+y+z=0
C(k): ky® -2xy + 2yz + (2-K)z* =0

NOTA:

Las coordenadas del polo de una recta ax + by + ¢z = 0 vienen
dadas por las soluciones de las siguientes igualdades, que dan
lugar a un sistema de dos ecuaciones:

OBV CO NV

a b c
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Hallo las semi-derivadas:
1
( E.fX(X,y,Z) = -y

%.fy(x,y,z) =ky—x+2z ,
\5-fz(6y.2) =y + 2 - k)z

-y _ —xtkytz _ y+(2-k)z _>{ -y = —X+ky+z
B —x+ky+z=y+Q2—-k)z

1 1 1

Para pasar a cartesianas hago z = 1:

{ -y= —x+ky+1 _>{ —xt+ky+1l=-y
—x+ky+1=y+Q2—-k) —x+ky+1=y+2—-k)

0=2y+2-k, k=2y+2 ->-x+2(y+l)y+1=-y
C:-x+2y*+3y+1=0, Es laparabola

x=2y*+3y+1, (ejeparaleloaox)

15.- Sea la Conica C: x*+ y* -4xy + 2x = 0

a) Determinar la Ecuacion tangencial de la cénica.
b) Determina la Ecuacion de la involucién de rectas
conjugadas con Vértice el punto V/(2, -1)
c) Hallalarecta conjugada de la rectar:
2Xx+3y-1=0

Sol.: NOTAS teoria:

Sea una cénica cualquiera

all al2 al3
A= <a21 a2 a23), X.A.X'=0, donde X'
a3l a32 a33
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es vector columna traspuesta de X vector fila.
Sean dos rectas (en homogéneas)

rl:ax+by+cz=0, r2:a’x+by+c’z=0

Sabemos que ‘dos rectas rl, r2 son conjugadas si cada una pasa
por el polo de la otra.

Se ha demostrado que si B = Adjunta(A), la condicion para que rl

Yy r2 sean conjugadas es que
al
(a,b,c).B.(b’) =0
CI
TANGENCIA:

Una recta rl es tangente a la conica si es conjugada consigo
mismo. Por consiguiente, la condicion para que rl sea tangente es

que
a

(a, b, C).B.(b) = 0, llamada ‘Ecuacion tangencial de la conica’.
c

a) En nuestro problema:

1 -2 1

A= <—2 1 O), Adj(A) = (‘Sustituir cada elemento
1 0 o0

por su adjunto algebraico’) =

0 0 -1

= 0 —1 —2 |, ylaEcuacién tangencial de la
-1 -2 -3

conica es

0 0 -1 a
(a,b,c).( 0 -1 -2 )(b):o-->
-1 -2 =3/ \c

b+ 2ac + 4bc + 3¢c?=0, donde (a, b, c)
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representan los coeficientes de la recta.
INVOLUCIONES asociadas a la cénica:

a) Involucién subordinada a una recta:
Si r es una recta no tangente a la cénica, queda definida una
‘Involucién de puntos conjugados respecto de la conica’,
determinada por r asi:

Dado el punto Q, su conjugado es el punto Q’ corte de r con la
polar de Q. Los puntos dobles de este involucion son los puntos
A, B de corte de r con la conica. Observa la figura.

//74/ V es el polo de &

o La polar de todo
- punta de r pasa
L por W

Involucion subordinada a un punto:

Fijado un punto V no perteneciente a la cénica, queda
determinada una ‘Involucion de rectas conjugadas respecto de la
conica’. Si en esta involucion existiesen ‘autoconjugadas’ (rayos
dobles), estas son las tangentes a la conica desde V.

Se ha demostrado que, sir:y=m.x+b,yr’: y=m’.x +b’, son
conjugadas por esta involucién determinada por el punto

V(x0, y0), se cumple
m. m’.(A33.x0?-2.A13.x0 +A11) +(m+ m’).(A23.x0 +
+A13.y0 -A33.x0y0 —A12) + (A33.y0?-2.A23.y0 +A22) = 0

Los valores Aij los obtenemos al calcular Adj(A).

378



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

b) En nuestro problema: De la adjunta calculada en a)
obtenemos: A33 =-3, A13=-1, A11=0, A23 =-2,
Al12 =0, A22 = -1, que sustituyéndolos en la anterior, y teniendo
en cuenta que V(2, -1), queda

8&m.m’ + 9. (m+m’)+8=0
c)Paralarectar: 2x+3y-1=0, m=-2/3, y queda:
-16/3.m° +9.(-23+m’) +8=0 ->
-16.m’ + (-18 :27m’) +24=0,11.m’ + 6=0,

m’ = -6/11 - > r’:y+1:;—f.(x—2)
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B) De Valores y vectores propios: Diagonalizacion de
Matrices, Clasificacidn y ecuacién reducida de
Cuédricas

1.- Calcular los valores propios y vectores propios de la cuadrica
dada por

0 -1 -1
A={-2 1 -1
-2 2 2
Ademas: Determina la base respecto de la dual la matriz que la

representa es triangular y escribe dicha matriz.

Sol.: Valores propios:

0-k-1 -1
(—2 1-k —1)
-2 2 2-k

Por Ruffini obtengo: k1 =-1, k2=2, k3=2

=0->-k®+3k*-4 =0,

Vectores propios asociados:

1 -1 -1 X 0 x—y—z=0
ki=-1:{-2 2 -1 .<y>= 0]>-2x+2y —z=0->

-2 2 3 z 0 —2x+2y+3z=0
Puesto que el rango es 2, s6lo dos ecuaciones son |.i. Las dos
primeras lo son ya que

-1 -1 x—y—z=0
|2 -1 |¢0’ {—2x+2y—z=0">

{2x—2y—22=0 { -3z=0

2x+2y—z=0"|-2x+2y—z=0"Y=%
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Vector:vl=(1,1,0)

-2 -1 -1 X 0 —2x—y—z=0
k2=2:<—2 -1 —1>.<y>=<0>—>{—2x—y—z=0->
-2 2 0 z 0 —2x+2y =0

—2x—y—z=0 y=x
{ y=x _>{z=—3x’

x libre,

x=1->v2=(1,1,-3)

k3 = 2: Nos daria el mismo resultado anterior. Los vectores

propios No forman base de V3, por lo que tengo que afadir a los

obtenidos otro vector v3 que sea L.i. con ellos (su existencia en

todo caso esta garantizada por el Teorema de Steinitz, si bien en

este caso parece evidente su existencia).

El vector v3 = (1, 0, 0) lo cumple. Por tanto tomo la base
B’={vl, v2, v3}

Obtengo la matriz respecto de esta base B’:

Respecto de la base B de origen:

f(vl) = -v1, f(v2) =2v2

0 -1 -1 1
wo=(2 1 ~1)(0) =02
-2 2 2 0

Respecto de la nueva base B’:
f(vl) = (-1,0,0), f(v2)=(0,2,0)

f(v3) =xvl+yv2+zv3-->
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, -2, -2) = x.(1,1,0) + y.(1,1,-3) + .(1,0,0) -- >

O=x+y+z x4z=—2
—2=x+y ->y=2/3, I
—2=—3y x=_2_§=—§

z=-2/3+8/3=2,->f(v3) = (-8/3, 2/3,2) en B’

-1 0 -2
Matriz A’ = 0 2 % , respecto la base B’
0 O 2

2.- Estudiar para qué valores de a, b la siguiente matriz es
diagonalizable, obteniendo sus valores y vectores propios

500
A=({0-1 b
3 0 a

5—-k 0 0
0 —-1-k% b)
3 0 a—k

(5-K).(-1-K).(a-k) =0 > k1 =5, k2=-1, k3=a

Sol.: =0-->

Segun valores de a, tengo los siguientes casos.

Caso: a # -1, 5. En este caso A es diagonalizable porque los v.p.
son distintos.

Vectores propios en este caso:

k=5-> vl=(2.(5-a), b, 6)
k=-1->v2=(0,1,0)
k=a ->v3=(0, b, 1+a)
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Caso:a=5-> kl =5doble, k2=-1

500
a<(0-15)
3 05

Para que A sea diagonalizable ha de cumplirse, para cualquier
v.p. ki con multiplicidad mi, que

5—ki 0 O
el rango de (0 —1—ki b) ha de ser = 3-mi.
3 0 5—ki

0 0 0
Parakl =5: (0 -6 b), cuyo rango es dos, ya que
3 0 0

|03 _SI # 0. Pero 3 -2 =1,y concluimos que, sia=5 No es
diagonalizable, cualquiera que sea el valor de b.

Caso:a=-1->kl =5, k2 =-1doble.

5 0 0 6 0 O
A= < 0-1 b >, A-(-1).1= (0 0 b)
3 0 -1 3 00

6 0 O
Rango de (0 0 b) ; necesariamente ha de intervenir el
3 00

parametro b:

|8 2 =6.b; Sib =+ 0elrangoes 2,y en este caso no
seré diagonalizable ya que 3 -2 = 1.

Si b =0, entonces rango = 1, y en este caso si es diagonalizable.
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3.- Para la siguiente matriz comprobar que se cumple el Teorema
de Cayley-Hamilton:

1 1 -2
A=l -1 -2 0
3 0 1
Sol.: El citado teorema dice que toda matriz satisface su ecuacion
caracteristica.

Ecuacion caracterirtica: |A—k.I| =0;

1-k 1 -2
-1 -2-k O
3 0 1-k

Debe verificarse: -A*-4.A-13.1=0  (matriz)

6 —1 —4 17 —4 8
A2=<1 3 )A=(4 -5 0 |
12 0 —17

2
-5
-2 4 -8
4( 1—2 0) ( 0)
1 4

Sustituyendo tengo

-17 —4 8 4 4 -8 13 0 0
{14 -5 0]-|-4 -8 0)]-1 0 13 0 |=
=12 0 —17 12 0 4 0 0 13

0 0 0
= <0 0 0), Si lo cumple como afirma el teorema.
0 o0 0

...... =-k¥-4k-13=0

4.- Estudia si es o no diagonalizable la siguiente matriz
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2 -2 1
A=l2 -8 -2
1 2 2

Sol.: El alumno sera capaz de comprobar los siguientes
resultados:

Valores propios: k1 =0, k2=3, k3=-7
Vectores propios: k1 ->vl = (2,1, -2)

k2 ->v2=(1,0,1)
k3 ->v3=(1,4,-1)

Comprobamos si se cumple: 3 —mi = ran(A-ki.l), donde mi es la
multiplicidad.

k1 ->ran(A-0.1) = ran(A) = 2,
k2 ->ran(A-3.1) = 2,
k3 ->ran(A+7.1) = 2,

y aquella condicién se cumple para los tres v.p., y concluimos que
si es diagonalizable.

5.- Estudiar el carécter de la cuédrica determinada por la
siguiente matriz

1 -1 0
A=l1 2 -1
3 1 2

Sol.: En primer lugar calculamos sus valores propios:

1-k -1 0
<1 2—k —1)
3 1 2—k

=k®-5k* +8k -4 =0 -> kl1=1, k2=2,k3=2

JA—kI =0 ->
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Se cumple:  rango = signatura =n
tomando el valor 3 todos los valores, luego es ‘Definida positiva’.
Nota: Signatura = n° de valores propios positivos.

6.- Dadas las siguientes cuadricas exprésalas como suma de
cuadrados (Método de reduccion de Lagrange):

a) f(X, y, ) = 2xy + 4xz + y? -2yz

0 1 0
b)C=<1 0 —4)
0 —4 3

Sol.: a) f(x, y, z)= 2xy + 4xz + y* -2yz =
= ¥ + 2y.(x-2) + (X-2)* —(x-2)* + 4xy =
= [y +(x-2)]* =(x-2)* + 4xz = [y+x-z]* =* -2° + 2xz + 4xz =
= [y+x-z]* —x* -2% + 6xz = [y+x-z]* —9x* -Z° + 6xz + 8X* =
= [y+x-z]* —=(3x+2)* + 8X°*;

Haciendo
X =y+X-z, y=3x+z 7z =X

queda: g(x’,y’,z’)=x"2—y’? + 82’2, que matricialmente seria

1 0 O
g=<0 -1 O>
0 0 8

0 1 0\ /x
b) f(x,y,2) = (XY, 2). (1 0 —4).(31) =
0 —4 1 z
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X

=(y, x —4z, —4y+z).<y> =xy+y.(x—4z) +
Z
z.(—4y + z) = Xy + xy-4yz -4yz + 22 = 2xy -8yz + 7 ;

f(x, y, 2) = 2° 2xy -8yz = 2 + 2y.(x-42) =

(Recordamos un resultado interesante: (a+b)? —(a-b)? = a + b?
+2ab —a® —b” +2ab = 4ab )

=22+%.[(y+x—4z)2—(y—x+4z)2]=
=22+%.(x+y—4z)2—%.(—x+y+4z)2

7.- Reducir las siguientes formas cuadraticas en suma de
cuadrados por el método de los valores propios:

a) f(x,y, z) = 3x? -4xy +6y?
b) g(X, Y, z) = 7X* -2xy +5y” +5x% -2xz +2yz
f=(xY, z).<—2

Sol.: a) Matricialmente
0\ /x
0>.<y>, o0 bien
0 0 z

—2
6
0
t=0ov)- (3, 72)-()

Valores propios:

3

22

SR B C BV ONGEY SR

K2-9k+14=0-> kl=2,k2=7

Vectores propios:
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> (1, 72 ()= () e

k2 -> v2 = (-1, 2)

La nueva base que garantiza la diagonalizacion es la que resulta
de normalizar estos vectores (por ser reales y distintos sabemos
gue son ortogonales):

MU =VE >u1= (22,

N2l =5 -> u2 = (i ZT“g)

25 o5
H _ 5 5

Tomo la matriz P = 5 25
5 5

La nueva matriz sabemos que tomara la forma

,_(2 0
A= (0 7)
VVamos a comprobar que la formula del cambio de base en las

formas cuadraticas funciona correctamente:

A=PA’P' <>A’=P AP

25 5 45 208
5 5 (3 —2): 5 5
-6 26\ 6T | s
5 5 5 5
5 5 5 5 | _(2
e ||z w70 o)y
5 5 5 5
comprobada.

b)g(X, Yy, z) = 7x? -2xy + 5y + 5x* -2xz + 2yz
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En este caso la matriz asociada es

7 -1 -1
A=<—1 5 1)
-1 1 5

Valores propios: /A-k.I/ = -k® +17k? -92k +160;
k®-17k? -92k -160 = 0, por Ruffini obtengo

Il -17 92 -160
4| 4-52 160
1 -13 40 0
5| 5 -40
1 -8 0

Soluciones: k1 =4, k2=5, k3=8
Vectores propios:

kl1->v1=(0,1,-1), k2->v2=(111), k3->v3=(2,-1,-1)
Normalizados tengo

=027y = (L8NG g @l o,
2 2 3°3°3 6 6 6

La nueva matriz respecto de esta base es

4 0 0

A= <0 5 0>, y la relacion entre esta y la matriz A
) 0 0 8

de partida es

A=P.A’ P, <-->A’=P AP, donde
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VZ =2

/077\

Jrre

2 & 5
6 6 6

Nota: Hemos dado P' por comodidad, siendo P la traspuesta de
esta, es decir, las columnas de P son los vectores u; de la nueva
base ortonormal

B’ ={ul,u2,u3}.

La nueva expresion de la f.c. es
g(x, y, z) = 4x* +5y° +87°

8.- En la base canonica B = {el = (1, 0), €2 = (0, 1)} una forma
cuadratica tiene la expresion

f(x, y) = 4x* + 8y” -6xy

Determinar su nueva expresion respecto de la base
B’={vl=(1,1),v2=(-1,1)}

Sol.: En la teoria hemos demostrado, y en algin problema anterio
hemos hecho la comprobacidn, que si A es la matriz en la base
canodnicay A’ en la nueva base, se cumple

f(x, y) -> (X, y).A.(;)

e, y) > 0,y )A ()

Deducimos rapidamente la Matriz del cambio:
v=x’,y)=x.(1,1)+y’.(-1,1) =

=xJel+e2] +y . [-el+e2] = (x’-y).el +(x'+y’).e2 -- >
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1

{x =X =y o X y) = (x, y’)'(—ll 1 ), donde las filas son

y=x"+y'
los vectores de B’ expresados en B.

0 bien: (x,y) = (i _11) . (;,) , donde las columnas son los

vectores de B’ expresados en B.

NOTA:
Vemos como interviene el hecho de tomar vector-fila 6 vector-
columna.

Tomamos el criterio de vector-columna (por la derecha).

1 -1

Matriz del cambio: P = (1 1

), y tenemos

(X, y) = G B })(;:) por ejemplo: v1 = (1,0),v2=(0,1)

en B’, y entonces
G B D(é) =(1,1)=vlenB

(1 - i)(g) =(1,1)=v2enB

En las Formas bilineales: X'=P.X’, Y'=P.Y’

(X' es la traspuesta de X, y su efecto es ‘escribir el vector fila’ en
lugar de vector columna)

Tengo
XLAY = (P.X).A(P.Y)=X"(P.AP).Y’

y por tanto
A’ =P AP
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donde P es la matriz cuyas columnas son los vectores de la nueva
base expresados respecto la antigua (aqui la canonica, y operando
!

‘vector columna por la derecha’: (x, y) = P.(’;,)).

En nuestro caso:

Tenemos A=(f3 _3;3), P:G _i) Pt:(—11 11)

A= (—11 11)'(:}3 ) 38) G p D - (—17 151)' G ) D -
= (2 1‘;) , > f(x, y) = 6x° + 8xy + 18y?

Una comprobacion: Tomo el vector w = (3, 1) en la base B:
_ 4 =3\ (3\_ (o _ 3\ _
f(w) = (3, 1). (_3 8) . (1) = (9,-1). (1) =26

Expreso w en la base B’: (3,1) = G 4 i) . (;,) ->

{3 — Y s =4, w=2,y=11
l=x"+y

gw) = (2, -1). (2 1‘;) ( _21) — (8,-10). (_21) =26

9.- Comprobar que las siguientes matrices tienen los mismos
vectores propios y sin embargo no son semejantes:

2 11 2 0 -3
A=|2 3 2], B=l1 2 -2
11 2 -1 -1 3

Sol.:
NOTA Tebrica:
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Def.: Por definicion, decimos que dos matrices A 'y B son
semejantes si existe otra matriz P tal que B = P*.A.P

Esta propiedad es transitiva: Sea P tal que

B=P'AP,y QtalqueC=Q".B.Q;
Tenemos
C=QL(PLAP).Q=(Q*PH.A(P.Q =
= (P.Q)".A.(P.Q), de modo que se cumple:

‘A'y B son semejantes y B y C son semejantes llevaa que Ay C
son semejantes’

Se ha demostrado que si A y B son semejantes, entonces tienen
los mismos v.p. Pero no se cumple el reciproco, y es lo que
prueba este problema.

Pasamos a comprobarlo.
Valores propios de A: k1 =5, k2 =1 doble

Vectores propios: k1 ->v1 = (1,2,1),

1 11 x 0
k2-><2 2 2>.<y>:(0)->x+y+z:0,yobtego
11 1 z 0

v2=(1,-1,0), v3=(11-2)

Tomo la nueva base B’ = {v2, v3, v1}, y la matriz del cambio de

base
1 1 1 ) 5 —3 1
P:<—1 1 2 ) P’1=§(1 1 —3)
0o -2 1 2 2 2

Diagonalizacion de A:

393



Matrices, Formas bilineales y cuadraticas. Espacios afines,
Coor. homogéneas: Coédnicas y Cuéddricas. Curvas y Superficies

1 0 1
A =PrAP=............... =(o 1 o0];

0 0 5

Semejanza: Si B fuese semejante con A lo seria también con A’.
Veamos que esto no se cumple:

Suponemos comprobado que sus v.p. son: k1 =5, k2 =1 doble.

Subespacio de vectores propios asociado a k2:

1 0 -3 x 0
k2=1-->B=| 1 1 -2 .<y>=(0;
-1 -1 2 z 0
El rango de esta matriz es 2. Para que B sea diagonalizable ha de

cumplirse que

3 — (multiplicidad de k2) = rango, pero: 3-2 =1, y por
tanto no se cumple.

Conclusién: B no es diagonalizable y en consecuencia no es
semejante con A.

10.- Clasifica la siguiente cuadrica y determina su centro, si lo
tiene:

C: X*-2y*+ 7% -4xy + 6xz -8yz + 6x + 8y 22+ 3 =0

Sol.
1 -2 3 3
-2 -2 -4 4 _
S I L
3 4 -1 3
1 -2 3
3 —4 1 a2l a22
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=1 = 6<0;

3
-2 =2
Se trata de una Hipérbola de una hoja.

Centro: Obtenemos las semi-derivadas y las igualamos a cero,
obteniendo un sistema cuyas soluciones son las coordenadas del
centro:

(5. fx(.)=5.(2x—4y+6z+6)=0
~fy(.) =5 (—4x—4y—82+8) =0
| 5-fz(.)=3.(6x—8y+2z-2) =0

27 15 P
n’ YT o111

Se obtienen: x =

11.- Determina la ecuacién de la Superficie engendrada por la
siguiente recta al girar alrededor del eje oz:

xX+2 y z+2

rN— = —=—

Sol.: Obtendremos las ecuaciones paramétricas.

2= -2
De r tenemos: {x +_ RS {x = -2-2.(-z-2),
y=—z-—2
x=2t+2
y = —t—2 (parametrizacion de la recta
z=t

con parametro t). Debemos encontrar una relacion entre X, y, z

{x2+y2:(2t+2)2+(—t—2)2__>xz+y2:

z=t

= (42° +4 +82) + (Z*+4+47) - > x> + Yy = 57°+ 127 + 8,
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Cuédrica: x* + y? -5z -12z -8 =0

12.- Clasifica la cuéadrica y determina su Ecuacion reducida:
X2+ 2y*+32° -4xz +2y-22-1=0
Sol.: La expresamos matricialmente

1 0 -2 0
_[o 2 0o 1 \ =
A=, %0 g | N LAL=2,

0 1 -1 -1
A’ =2; all.Ay=-2 <0 ->Hiperboloide de una hoja.
Ecuacion reducida:

NOTA:
Para una Cuadrica se ha llegado a demostrar que la ecuacion
reducida es de la forma

K1x? +k2.y? + k3.22 + 4L =

A44

0,

donde k1, k2, k3 son las soluciones de la llamada ‘Ecuacion
secular’:
/A44 -klI/=0

En nuestro caso
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1-k 0 -2
0 2—k 0
-2 0 3—-k

-[4.(2-K)] = (2-K).[(1-K).(3-K) -4] = .... ->
k1=2, k2=2+/5, k3=2-/5

0= = [(1-k).(2-k).(3-K)] -

Los tomo ordenados de mayor a menor (por aplicar un criterio):
kl1=2+/5, k2=2, k3=2-/5
Finalmente: (2+v5).x2 + 2.y + (2 —5).2% + —71 —0

C) Método vectorial: Demostracién de algunas
propiedades geométricas

1.- A, B, CyD son los vértices de un cuadrado. Tomo los
vectores u = AB, v = CB, w = BD. Determina los &ngulos:
(ur3w), (2v™w), (-2u”™3v)

D c

Res..  (u"3w) = 135°, (2vAw) = 225°, (-2u”3v) = 90°

2.- Tomo los vectores u, v, w, del anterior. Calcula (* es el
producto escalar):
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u)*(-3v), (-u)*(2w), (-2w)*(4v)
Res.:  (2u)*(-3v) = -6.(u*v) =0,

(-u)*(2w) = -2.(u*w) = -2./u/./w/l.cos(135°) = -2.(_7\/5). ul.fwi =
=+/2 .JulJwl,

(-2w)*(4v) = -8./w/./v/.cos(135°) = 8%5 IWlLINI =42 . IV,

3.- Sabemos que la proyeccion (ortogonal) de v sobre u mide 5
veces el médulo de u (es decir, mide 5 unidades tomando /u/
como unidad de medida). Calcula u*v

Res.:
; u*v = Ju/./v/.cos(g) =

)g : = /u/.proy(v/u)
fuf .proy(via)
u*v = /ul.proy(v/u) = /ul.(5./uf) = 5./uf®

4.- Comprueba gue se cumplen las siguientes igualdades (u, v, w
son vectores):

a) (Uu+v-w)*(u+v+w) = (u+v)® -w?
b) (U-v-w)*(u+v+w) = u® —(v+w)?

5.- Sabemos que (u+v)? = 25, (u-v)’ =9, donde u, v son
vectores. Calcula: u*v

25=@w+v)*x(u+v)=-=u?+v2+2.(uxv)

Res.: { 9= (u—v)* (u—v) = U + V% — 2. (1 * V)

de donde: 16 = 4.(u*v) ->u*v=4
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6.- Sean cuatro puntos cualesquiera del plano: A, B, C, D..
Comprueba que:

AB*CD + AC*DB + AD*BC =0

Res.:
D
2 w=158, v=LC, w=A2aD
€D = AD-RC = w-v
DB = AB-AD = u-w
€ BC = RC-RB = v-u

[+:]

AB*CD + AC*DB + AD*BC = u*(w-Vv) + v*(u-w) + w*(v-u) =
= u*w-u*v + v*u-v*w + w*v-w*u = 0,

ya que el producto a*b es conmutativo para todo par de vectores
a, b.

7.- Vectorialmente, demuestra que las tres alturas de un triangulo
(cualquiera) se cortan en un mismo punto.

Res.:

B

[wi]

Llamo: u=AB,v=AC,w=AM

Por el resultado obtenido en 6 (anterior) sabemos que
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AB*CM + AC*MB + AM*BC =0

Por ortogonalidad sabemos que AM*BC = 0, AB*CM = 0, y por
tanto AC*MB =0, con lo cual la altura desde B pasa por M.

Conclusion: Las tres alturas concurren en M.

8.- Vectorialmente, demuestra que cualquier triangulo inscrito en
una semicircunferencia es recto (tiene un angulo de 90°).

Res.:v=0B,w=0C, OA=-v

CA=CO+0A=-w-v=-(v+w),
CB=CO+0OB=-w+v=Vv-w,

CA*CB = -(v+w)*(v-w) = -[V*V —v*W + w*V —-w*w] =

= -[Iv/* -lwl?] =0, ya que /v/ = /wl = radio

9.- Vectorialmente, demuestra que las diagonales de un rombo
son ortogonales.

Res.: ul =AB, u2=AD,

D

B

v=AC =ul+u2, w=BD =BA + AD = -ul+u2
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VW = (Ul+u2)*(-ul+u2) = -ful/P+ul*u2-u2*ul + Ju2/>= ... =0,

ya que /ul/ = /u2/ por ser rombo.

10.- Propiedad de las medianas

Sea el triangulo de la figura en el hemos trazado sus tres
medianas, suponiendo probado que concurren en un punto:

2({=1,bl), B{aZ,bZ), Cla3,b3)
OMZ = ((a2+23)/2, (bZ+b3)/2)
OMZ = ((al+23) /2, (bl+b3)/2)
AMZ = OMZ-CA = ((af+a3-Zal)/ 2, (bZ+b3-2bl)/Z)
BMZ = OM3-OB = ({al+a3-ZaZ)/Z, (bl+b3-2bZ) /2]

M = OR +k1_AMZ
OM = OB +kZ_BM3

OM - (al, bl) + (kl.a2+a§_2a1 ’ kl.b2+b;_2b1)
OM = (a2, b2) + (K2 522 | 2. 2222222y | de donde

{Zal +k1.(a2 + a3 — 2al) = 2a2 +k2.(al + a3 — 2a2)
2b1 + k1.(b1 + b3 — 2a2) = 2 b2 + k2.(b1 + b3 — 2b2)

Suponiendo que hemos tomado como eje ox la recta que soporta
el lado AB (lo cual no resta validez al resultado) tengo: b1 =0,
b2 =0, con lo cual queda

{2a1 +k1.(a2 + a3 — 2al) = 2a2 + k2.(al + a3 — 2a2)
k1.b3 = k2.b3

k2 = k1, y entonces:

2al +k1.(a2+a3-2al) = 2a2 +k1.(al+a3-2a2)
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2.(al-a2) = k1.(al+a3-2a2 —a2 —a3 + 2al)

2.(al-a2) = k1.(3al — 3a2) -> k1 = 2/3,
independiente de los vértices, y k2 =2/3.
Evidentemente habriamos obtenido también k1 = 2/3, k3 = 2/3.
Conclusion:

El punto M es comun a las tres medianas y se encuentra, en la
mediana, a 2/3 del vértice y a 1/3 del punto medio del lado
opuesto.

11.- En base ortonormal, determina las coordenadas del
baricentro del triangulo ABC, siendo A(0; 4), B(2; 6), C(8; 0).

Res.: Obtengo G(? ;?)

Recuerda que el baricentro es el punto comun a las tres medianas.

Férmula: Supongo demostrado que el baricentro M se encuentra
a 2/3 de cada uno de los vértices (verlo en Vol.5). Entonces

2 (a2+a3-2al
x=al+ (02

2 _.b2+b3-2b1, '’
y = b].+'§.(———7;———)

OM = OA+ 2/3.AM2 ->

al+a2+a3

o 3
de donde: b1+b2+b3

- 3
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C(a3,b3)
M3 IM2 = ((a2+a3-2al)/2, (b2+b3-2b1)/2)
A(al,bl) Mix,v) EM3 = ((al+a3-2a2)/2, (bl+b3-2b2)/2)
M2 M1 = ((al+a2-2a3)/2, (bl+b2-2b3)/2)
M1
.
©(0,0) E(a2,b2)

12.- En base ortonormal B = {ul, u2}, calcula la distancia

d(A, B), siendo AB =5.ul1-12.u2

Res.: d(A,B)=VAB x AB = --- =+/169 = 13, ya que
AB*AB = (5ul-12u2)*(5ul-12u2) = 25 + 144 = 169

13.- Vectorialmente y utilizando distancias, comprueba si los

puntos A(-1; 3), B(0; 5), C(3; 1) forman triangulo rectangulo

(Base ortonormal).

Res.:

o

« O
OA =-ul +3u2, OB=5u2, OC=3ul +u2
u=AB =0B-0OA =ul + 2u2,
v =AC = OC-OA = 4ul-2u2
w = BC = 0OC-OB = 3ul + 4u2
u*v = (Ul+2u2)*(4ul-2u2) = 4./ulf? -2.(ul*u2) +
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+8.(u2*ul) -4./u2/*=0
Luego en A el &ngulo es de 90° -- > es rectangulo.
Por distancias: /u/? = (u1+2u2)*(ul+2u2) = /ul/? + 4.Ju2/* =
=1+4=5
IV = (4ul-2u2)*(4ul-2u2) = 16./ul/* +4.Ju2/* =16 + 4 = 20
w/? = (3ul+4u2)*(3ul+4u2) = 9./ull’ +16./u2/> =9 + 16 = 25

Vemos que: /w/? = ful* + Iv* -- > Si es rectangulo.

14.- Vectorialmente y utilizando distancias, comprueba si los
puntos A(0; 4), B(0; 8), C(6; 5) forman triangulo isosceles (Base
ortonormal).

Res.:

[wi]

« O
OA =4u2, OB =8u2, OC =6ul+5u2

u=AB = OB-OA = 4u2,
v =AC = OC-OA = 6ul+ u2
w = BC = OC-0OB = 6ul-3u2

Concluimos que No es isésceles, pues las distancias son las tres
distintas.

Demostramos que G' coincide con G™:
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—sen(gl) cos(gl) O sen(gl)  cos(gl) 0
0 0 1 0 0 1

1 0 0
= <0 1 0>
0o 0 1

<Cos(gl) sen(g1) 0) (cos(gl) —sen(g1) 0)
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N
S
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COMPLEMENTO / Refuerzo

1.- Cambio de Sistema de referencia en el Plano

Cambio de Sistema de referencia (s.d.r.) de S (O; {el,e2}) a S’
(O; {ul,u2}). Llamo B = {el, e2} y B’ = {ul, u2}, que
consideramos ortonormales, estando relacionadas mediante
ul=all.el +al2.e2
u2 =a2l.el +a22.e2

Sea un punto P representado en las dos referencias.

¥ B,y
¥ . Blx y)
e2 X
2 ul
hY
a \ el X

OP =x.el +y.e2
OP=x".ul +y’.u2
Tengo:
xel tye2=xul +y.u2=
=x’.(all.el +al2.e2)+y’.(a2l.el +a22.e2) =
=(x’.all +y’.a2l).el +(x’.al2 +y’.a22).e2 -->

{x = x.all + y'.a21
y = x.al2 + y’.a22
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0 bien, matricialmente:

., all al2
(x,y):(x’y)'(am a22)

Giro del s.d.r. en el plano:

Realizo el giro G con centro en O y amplitud g, de tal forma
que el eje Ox pasa a Ox’, el eje Oy pasa a Oy’.

]

BlxLy]
y' . Pl y)
ez o
w2 ul
Ry
o \\ el X

OP =x.el +y.e2
OP=x".ul +y.u2
Sean las expresiones de la base B’ en la base B:
ul=allel +al2.e?
u2 =a2l.el +a22.e2
x’=0P *ul =(x.el +y.e2) *(all.el +al2.e2)=allx+al2.y
y’=O0P *u2 = (x.el +y.e2) * (a2l.el +a22.e2)=a2l.x +a22.y

Por otro lado
all= ul*el= cos(Q)

al2 =ul *e2 = sen(g)

Por tanto: ul = cos(g).el + sen(g).e2
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a2l =u2*el =-sen(g)
a22 = u2 * e2 = cos(g)
Por tanto: u2 = -sen(g).el + cos(g).e2
Volviendo a (1) tengo
{x’ = cos(g).x + sen(g).y

!

y' = —sen(g).x + cos(g).y

()= Coonter vt ) 6)

Matricialmente:

Giro de un punto en el plano

Vamos a ver como ocurre en el cado del giro con centro en O
en el que la imagen de P(x,y) es P’(x’.y’)

En este caso el sistema de referencia queda fijo.

OP =x.el +y.e2
OP’=x’.el +y’.e2
x=0P *el=cos(t), y=sen(t)

x” = 0P’ * el = cos(t + g) = cos(t).cos(g) — sen(t).sen(g) =
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=cos(g).x -sen(g).y
y’ = sen(t + g) = sen(t).cos(g) + cos(t).sen(g) =
=cos(g).y + sen(g).x

x' =cos(g).x —sen(g).y
{y’ = sen(g).x + cos(g).y

Matricialmente:
(xr) _ (cos(g) - Sen(g)) (x)
y' sen(g) cos(g) ) \¥
Observa que esta matriz es la traspuesta (también inversa) de la
obtenida en el cambio de sistema de referencia.

Observa que esta matriz es la traspuesta (también inversa) de la
obtenida en el cambio de sistema de referencia, matriz (1)

Otra forma:

Giro del s.d.r. de referencia en el plano:

Observando la siguiente figura quedan justificada la relacion entre
las coordenadas (%, y), (x’,y’) de un punto P del plano.

Giro en sentido contrario a las agujas del reloj.

Px.y')
Fx y)
gl n g x =x.cosfg) - y'senfy)
: LA y =x'sen(g) +y 'cos(g)
y' g' :

Expresado en forma de matriz (vector fila)
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_er o [€05(9) sen(Q))
(X: Y)*(X >y )(_Sen(g) COS(g)
Haciendo las traspuestas

()= (on” cos))-G)

Teniendo en cuenta que la inversa de la matriz coincide con la
traspuesta nos queda

()= (Snter o)) )

Observa que coincide con (1). Esto es asi porque también aqui lo
gue realmente hacemos es un cambio de sistema de referencia.

OP =x.el + y.e2

OP=x’.ul +y’.u2

x’=0P *ul = (x.el + y.e2) *ul = x.(el*ul) +y.(e2*ul) =
= c0s(g).x + cos(pi/2 + g).y = cos(g).x - sen(g).y

y’ =PO *u2 = (x.el + y.e2) * u2 =x.(el*u2) + y.(e2*u2) =
= cos(pi/2 —g).x + cos(g).y = sen(g).x + cos(9).y
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Por tanto, matricialmente

(xf) _ (COS(g) — Sen(g)) (x)
y') \sen(g)  cos(g) /"\Y
El mismo resultado anterior.

Giro: Caso de otra posicion relativa:

El giro g se hace en el sentido de las agujas del reloj.

-
off Plf’((;t}")y')
\ u2 P | S .
gk TR [ 4 Qig3. 7ol

g' \
,/(// PP g 10 tomo en su valor
2 e

- \g\‘ et absoluto
L . Pt
o ~ ul x'
gl
X = dl + d2 s X = Xx'.cos(g) *+y'.sen(g)
y=d3 - da4 Yy = y'.cos(g)-x'.sen(g)

., . (cos(g) —sen(g)
xy) =&,y )< sen(g) cos(g) )
cos(g) sen(g))

., y)=(x y)'<—sen(g) cos(9)

Giro expresado mediante los cosenos directores
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Giro en sentido contrario a las agujas del reloj.

Me propongo expresarlo en funcion de los cosenos directores:
c0s(gl), cos(g2) de la recta ox’ conforme se muestra en la
siguiente figura.

\\q L~ w ul
= CE T
—{(Iﬁ&kw
: o %= x'.conigll=v"'.conigl
A 1|'i|' e v o= ' conigdlty’ gl

Teniendo en cuenta que sen(gl) = cos(90-g1l) = cos(g2) nos queda

{x = x'.cos(gl) — y'.cos(g2)
y =x".cos(g2) + y'.cos(gl)

donde cos(gl), cos(g2) son los cosenos directores de la recta Ox’
respecto del sistema de referencia S inicial.

Matricialmente

(x,y)=(x, y,).(COS(gl) COS(gZ))

—cos(g2) cos(gl)
Realizacién practica: Datos:

-Sistema de partida S = {O; ox, oy}, ortonormal y con la base
candnica de vectores

B={el=(1,0);e2=(0,1)}
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-Sistema destino S’ = {O; ox’, oy’}, ortonormal, que puede estar
relacionado con el primero de tres formas posibles:

a) Conocemos la base B’ = {ul, u2} asociada con S’ es
ortonormal y que viene dada por

(G2

b) Conocemos la ecuacion de la recta ox’ respecto del sistema S

cll.el + cl2.e2
c2l.el + c22.e2

c¢) Conocemos el angulo g que forma el eje 0x’ con el gje ox.

Resolucion:
Caso a:
¥
v
ez
uz ul x'
=
o el x

cos(g) =el*ul=cll -->

cos(gl) = cl11
{cos(gZ) = sen(gl) = V1 —c11?

Caso b:
Seaox’: ax+hby =0
Obtengo un vector director: x =b,y = -a

b —-a
v=0-8) - >W= (s )

-

b
_ * —_
cos(g) = el*w = T
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b
cos(gl) = 7

b2
cos(g2) = sen(gl) = /1 — =

Observa: cos(g2) = Jﬁ

Caso c:
En este caso lo tenemos muy sencillo

{cos(gl) = cos(g)

cos(g2) = sen(g1) = /1 - cos(g)*

2.- Movimiento: Traslacién mas giro

Al giro mostrado en la figura la traslacion afiade la suma del
vector que traslada el origen O al origen O’: OO’ =(a, b)

¥

! Bix, ¥)
¥ Pt
o Bix', ¥")
D',y
¥
e ,
uZkd w1 * x =g +x.cos[g) - y'senfg)
il ¥ =b +x'senfg) +y cosfy)
/D' | el ¥
o x® 00" = ael + bel? = (o b)

Tengo

cos(g) Sen(g))

)= (Sl
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O bien

cos(g) Sen(g))

(x-ay-b)=(x, y’)'<—sen(g) cos(g)

y multiplicando por la derecha con la inversa

cos(g) —sen(g)\_,., .,
(x=ay-b). (sen(g) cos(g)) =LY

0 bien tomando las traspuestas

(x’) _ (cos(g) sen(g)) (x - a)
y') "~ \=sen(g) cos(g)/ \y — b
que es similar a la obtenida antes

3.- Giro en el espacio ligado a un plano

OP =x.el + y.e2
OP=x’.ul +y’.u2

x’=O0P *ul =(x.el + y.e2) *ul = x.(el*ul) +y.(e2*ul) =
=cos(g).x + cos(pi/2 + g).y = cos(g).x - sen(g).y

y’=PO *u2 = (x.el + y.e2) * u2 =x.(el*u2) + y.(e2*u2) =
= cos(pi/2 — g).x + cos(g).y = sen(g).x + cos(Q).y
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Por tanto, matricialmente

(x’) _ (cos(g) - sen(g)) (x)
y') " \sen(g) cos(g) /' \y
Observa que coincide con el resultado

4.- En el Espacio: Cambio de Sistema de referencia

Datos:

-Sistema de partida S = {O; ox, oy, 0z}, ortonormal y con la base
canonica
B ={el=(1,0,0); e2=(0,1,0); e3=(0,0,1)}

-Sistema destino S’ = {O; 0x’, oy’, 0z’ }, ortonormal, del que
conocemos su relacion con el sistema S de alguna de las
siguientes formas:

a) Conocemos la base B’ = {ul, u2, u3} asociada con S’,
ortonormal, dada por

ul cll.el + cl12.e2 + c13.e3
u2 c2l.el + c22.e2 + c23.e3
u3 = c3l.el + c32.e2+ c33.e3

b) Conocemos la expresién del plano x’Oy’ respecto del
sistema S
Caso a)
OP =x.el +y.e2 +z.e3
OP=X.ul+Y.u2+2Zu3
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z PILY.Z)
* Piy.z)

x Nx
Entonces

xel+ye2+ze3=Xul+Y.u2+2Zu3=

pd

=X.(cll.el + c12.e2 +cl13.e3) +Y.(c21l.el + c22.e2 +
c23.e3) +Z.(c31l.el + c32.e2+ c33.e3) =

= (X.cll+Y.c21 + Z.c31).el + (X.c12 + Y.c22 + Z.c32).e2 +

+ (X.c13 +Y.c23 + Z.c33).e3, Yy por tanto

y= X.cl2 + Y.c22 + Z.c32

{x = X.c11 + Y.c21 + Z.c31
z= X.c13 + Y.c23 + Z.c33

y matricialmente

cll cl12 13
x,y,2) = (X,Y,Z).<c21 c22 c23>

c31 c32 c33
1)
cll 12 c13\?!
X, Y,2)=(x,y,2). <c21 c22 023>
c31 c32 c33
(2)
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Caso b):

Cambio de s.d.r. mediante un giro G compuesto por tres
giros

Deseamos pasar del Sistema S(O; x,y, z) al Sistema S’(O; x’,
y.2)

’

Sea OX la recta comun a los planos de coordenadas xOy, x’Oy’.

Sea m:ax+ by +cz=0 el plano x’Oy’ expresado en el sistema
S.

Girogl: Ejedegiroel eje Oz, angulo de giro gl por el que el
eje Ox pasa a la recta OX.

Obtendré cos(gl):
El eje ox pasa a la recta OX , pasando asi al nuevo sistema de ejes

(O; X1, Y1, 0Z1). El plano X10Y1 es ortogonal con Oz, por
serlo con OZ1.
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Calculamos la recta OX interseccion de los dos planos xQy,
x’Oy’ (xQy es el plano z =0, por lo que OX esta en z = 0).

Para la recta OX tengo

Ox:{ax+by+czz0__>{ax+by=0

z=0 z=0
Obtengo vector director de OX haciendo:

X=b--> y:-a-->p1(b, -a,O)
Xx=0->y=0->p2(0,0,0),y
obtengo

v=(b, -a,0), en labase B(el, €2, €3), y su modulo |v|=

V& 2

Un vector director de Ox es el
El producto escalar v*el = |v|. cos(gl) = Va? + b? . cos(gl)

y por otro lado v*el=b, portanto b=+a? + b?.cos(gl), de
donde

b
cos(gl) = g
Resumen:  cos(gl) = \/%

Giro g2: Eje de giro es larecta OX , que es el eje OX1 del
sistema de ejes (O; X1, Y1, Z1) , y angulo g2 de modo que el eje
Oz pasa a coincidir con el eje Oz’, resultando el nuevo sistema de
gjes (O; X2, Y2, Z2), donde OX2 coincide con OX1y 0Z2
coincide con Oz’.

Obtendreé cos(g2):
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El eje Oz pasaal eje Oz’, el eje OY1 pasa al eje OY2.

Puesto que OX1 queda fijo, los nuevos ejes OZ2 y OY2 son
ortogonales con OX1, es decir yacen sobre el plano ortogonal con
OX.

X X1X2

Por otro lado, puesto que OZ2 coincide con Oz’, el eje OY2 esta
sobre el plano x’Oy’, y por tanto es la recta comun a los planos
X10Y1, x’Oy’.

Necesito el vector director w de la recta Oz’ expresado en la base
B(el, €2, e3). El eje Oz’ es ortogonal con el plano x’Oy’ : ax + by
+cz = 0, y por tanto nos vale el vector w = (a, b, ¢), en la base
B(el, e2, e3). Sumddulo es

Iwl =~va? + b? + c?

Producto escalar w*e3 = |w/|.|e3|.cos(g92) = Va? + b? + c2 .
c0s(g2)

Por otro lado w*e3 =c, y por tanto ¢ =va? + b% + ¢? . cos(g2)

c

de donde c0s(92) = ===
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. _ c
Resumen: c0s(92) = =——

Giro g3: Eje de giro es el eje OZ2 (0z’) y angulo g3 de modo
que la recta OX pase al eje Ox’, y necesariamente la recta OY2
pasa al eje Oy’.

Obtendré cos(g3):

o0
#2223 PP
¥y Y3
<33 Y1 Y2
-
Y
vl
¥
i
g3 x' X3

El 4ngulo g3 es el que forman la recta OX con la recta ox’, que
son conocidas ya que OX es la interseccion de los planos xOy,
x’Oy’ y fue calculada al obtener g1, la segunda es el eje ox’ del
nuevo sistema de referencia.

Volviendo atras:

Plano x’Oy’: ax+ by +cz=0, recta OX: {ax +by =0

z=0

Vimos que el vector director de OX es v = (b, -a, 0), expresado
p _ 1

en la base B(el, e2, e3), y sumddulo |v|= T

Un vector director de Ox’ es ul expresado en B(el, €2, e3).

Sea ul = cll.el + cl2.e2+c13.e3, cuyo médulo es
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1

|U1| = Vc112+¢122+¢132
Teniendo en cuenta el producto escolar v*ul = |v|.|ul|. cos(g3) =

1
T VaZ+b? ' Vel12+c122+c¢132

. €0s(g3)

Por otro lado sabemos que v*ul = b.c11 —a.c12, y por tanto

1 1
_ ] =b.cl1 -a.cl2
VaZz+b? " Vc112+c122+c132 cos(g3) = b.c acl2, de
donde
_ b.c11-a.c12
cos(g3) = Vaz+bZ Vc112+c122+c132
b.c11-a.c12
Resumen: =
esume cos(g3) VaZ+b? Nc112+c122+¢132

Entonces, el giro G que deseamos realizar es el resultado de la
composicion de los tres giros anteriores (operando de derecha a
izquierda):

Si operamos por columnas: G =05.0>.01
Conocidos los tres angulos tomamos las matrices de
transformacion obtenidas en el punto 4.3:

Obteniendo las nuevas coordenadas (x’, y’, z’) en funcion de las
originales (X, Y, z).

Continuamos:

Giro g1: Matricialmente (vector columna)
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x1 cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
<y1> = <—sen(gl) cos(g1) 0)-(}’) €))
z1 0 0 1/ \z
Giro g2: Matricialmente (vector columna)

x2 1 0 0 x1
<y2> = < 0 cos(g2) sen(g2)>,<y1>
z2 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

Realizando g1 y a continuacion g2 tengo

x2 1 0 0 cos(g1l) sen(gl) 0 X
<y2>:< 0 cos(g2)  sen(g2) ) (—sen(gl) cos(g1) 0)--()’)

z2 0 —sen(g2) cos(g2) 0 0 1 z
Giro g3: Matricialmente
x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
(y’) = <—sen(g3) cos(g3) 0)-(}72)
z' 0 0 1 z2
(Comprobadas)

Como en 4.3, realizamos la composicién de los tres giros:

x' cos(g3) sen(g3) O x2
(y’) = (—sen(g3) cos(g3) 0>- <y2> =
z 0 0 1 z2
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0 x1
= (—sen(gB) cos(g3) 0)- (0 cos(g2) Sen(g2)>, <y1>
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0
(—sen(g3) cos(g3) 0)-(0 cos(g2) sen(gZ)),

0 0 1/ \0 —sen(g2) cos(g2)

424



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
-(—sen(gl) cos(g1) 0)-(}’>
0 0 1 Z

Productos: g3*g2*gl =
cos(g3) sen(g3) 0 1 0 0
(—sen(gB) cos(g3) 0) . < 0 cos(g2)  sen(g2) )
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)

cos(gl) sen(gl) 0
-(—sen(gl) cos(g1) 0>:

0 0 1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
= —sen(g3) cos(g3)cos(g2) cos(g3)sen(g2) |.
0 — sen(g2) cos(g2)

cos(gl) sen(gl) 0

. <—sen(gl) cos(g1) 0 >
0 0 1

Col. 1 Col. 2 Col. 3

cos(g3) cos(gl) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
cos(g3) sen(g1) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
—sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(g1)/
—sen(g3)sen(gl) + cos(g3) cos(g2) cos(gl)

cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(g1l) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)
Entonces
xl
(y’) )
ZI
Primer col. Segunda col. Tercer col.
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cos(g3) cos(g1) — sen(g3) cos(g2) sen(g1)/
cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
| —sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/
| —sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1) |
\ cos(g3) sen(g2)/ /
sen(g2)sen(g1) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

()

(/ separa elementos dentro de la fila )
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SEPARATA:
A modo de ejercicio lo realizamos de otro modo en las
siguientes lineas. El lector puede saltarlo si no desea
martirizar su intelecto.
Introduccién: Teorema de rotacion de Euler
Este Teorema afirma: Todo giro G del Sistema de referencia R,
alrededor de un eje s que pasa por O(0, 0, 0), puede ser
descompuesto como producto de tres giros cuyos ejes sean alguno
de los ejes coordenados.
El convenio adoptado consiste en hacer

-Giro con eje OZ

-Giro con ¢je el nuevo eje OX’

-Giro con eje el nuevo eje coordenado OZ’

Frente a otros convenios, este es desighado mediante ZXZ.

Angulos de Euler:

*f:g_i:] El punto P permanece fijo
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Se llaman ‘angulos de Euler’ a los angulos g1, g2, g3 mostrados
en la figura. Algunas de las equivalencias encontradas en los
textos consultados son:

Opcion 1: a=gl, y=g2 B =g3
Opcion 2: a =91, B=g2, y =93
Opcion 3: p =91, 0 =g2, ¥ =g3
Opcion 4: Y =91, 60 =g2, & =g3

Angulos de Euler para un cambio de Sistema de
referencia en el Espacio

Cambio de Sistema de referencia del s.d.r. S (O; {el, e2, €3} al
s.d.r. S’ (O; {ul,u2,u3}, donde las bases B = {el,e2,e3} yB’ =
{ul, u2, u3} de vectores son ortonormales.

Las bases intermedias pasando de B hasta B’ se suponen
también ortonormales.

OX es la recta comun a los dos planos Oxy , Ox’y’. Los giros a
realizar son:

- Giro G1 con eje 0z, angulo gl = [angulo
determinado por Ox , OX ]

- Giro G2 con eje OX, angulo g2 = [angulo
determinado por Oz, Oz’ |

- Giro G3 con eje Oz’, angulo g3 = [angulo
determinado por OX, Ox’ ]

Giro G1: Eje oz, &ngulo g1

El eje Ox pasa a OX, Oy pasaa QY.
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g1

7 ]
z'515 | ¥ Pfx1,v1, z1)
- Plx, vz
2 (% y.2)

'

OP =x.el +y.e2 +z.e3

OP=xl.el’ +yl.e2’+zl.e3’, donde {el’,e2’,e3’} lo
determinamos como sigue.

Expresamos: el’=all.el +al2.e2+al3.e3
e2’=a2l.el +a22.e2 +a23.e3

e3’=a3l.el +a32.e2 +a33.e3

x1 = OP*el’ = (x.el +y.e2 +z.e3)*(all.el +al2.e2+al3.e3)
allx+al2y+al3z

Del mismo modo

yl=0P*e2 = ... =a2l.x+a22.y+a23.z
Z1=0P*e3 = .. ... =a3l.x+a32.y+a33.z
1

Calculamos los valores  ajj

all=el’ *el =cos(gl)
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al2=el’ *e2 =cos(pi/l2—gl)=...= sen(gl)
al3=el’ *e3 =cos(pi/2) =0

Por tanto: el’ =cos(gl).el +sen(gl).e2
a2l = e2’ *el =cos(pi/2 +gl)=...= -sen(gl)
a22 = e2’ * e2 =cos(gl)

a23 = e2’ *e3 =cos(pi/2) =0

Por tanto: e2’ =-sen(gl).el + cos(gl).e2
a3l =e3’*el=... =0
a32=e3’*e2=...=0

a33=e3’ *e3 =cos(0)=1
Por tanto: e3’=e3
Volviendo a las expresiones (1) tengo:
x1 = cos(gl).x + sen(gl).y
y1l =-sen(gl).x + cos(gl).y
z1=2
Matricialmente:
x1 cos(gl) sen(gl) 0\ /x
<y1) = <—sen(g1) cos(gl) 0>-<)’> (Comprobada)
z1 0 0 1/ ‘2

Giro G2: Eje OX, éangulo g2

El eje OZ pasa al eje Oz’ de u3, el eje €2’ pasa aleje dee2’ .
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| ¥F P@2y2 z3)

\ e PxLylazl)
I.‘J

OP =xl.el’ +yl.e2’ + z1.e3’

OP=x2.e1” +y2.e2”” +z2.e3>, donde {el’’,e2”’,e3”’} lo
determinamos como sigue.

Expresamos: el =all.el’ +al2.e2’ +al3.e3’
€2’ =a2l.el’ +a22.e2’ +a23.e3’
e3”’ =a3l.el’ +a32.e2’ +a33.e3’

Entonces:

x2 =0P*el”” =(xl.el’ +yl.e2’ +z1.e3’ )*(all.el’+al2.e2’ +
al3.e3’) = allxl+al2.yl+al3.zl

Del mismo modo
y2=0P*e2” =........... =a2l1.x1+a22.yl +a23.z1

z2=0P*e3” =.......... =a3l.x1 +a32.yl +a33.z1 (2
Por otro lado tengo (Los ejes OX, OY, OZ son ortogonales
entre si)

all=el” *el’=cos(0) =1,
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al2=el” *e2’ = cos(pi/2) =0
al3=el” *e3’ =cos(pi/2) =0

Por tanto: el”’=¢el’

Tengo (Observa que el vector el’ es ortogonal al plano OYZ, y
que e2’’ esta sobre este plano)

a2l = e2” *el’ =cos(pi/2)= 0
a22 = e2” * e2’ = cos(g2)

a23 = e2” *e3’ =cos(pi/2 - g2) =... =sen(g2)
Por tanto: €2’ = cos(g2).e2’ + sen(g2).e3’
Tengo ( Observa que el’ es ortogonal al plano OYZ, y

que €3’ esta sobre este plano )

a3l =e3” *el’ =cos(pi/2) =0
a32=e3"" *e2’ = cos(pi/2+g2)=... =-sen(g2)
a33 =e3”" * e3” =cos(g2)
Por tanto: e3’’ =-sen(g2).e2’ + cos(g2).e3’
Volviendo a las expresiones (2) tengo:
x2=x1

y2 =cos(g2).yl + sen(g2).z1
z2 = -sen(g2).yl + cos(g2).z1

Matricialmente

x2 1 0 0 x1
(yZ) = (0 cos(g2) sen(gZ))_ (y1>
z2 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

(Comprobada )

432



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Giro G3: Eje OZ’, angulo g3

El eje OX pasa al eje Ox’ de ul, el eje de e2’’ pasa al eje Oy’ de
u2.

g3
T £ | z  P(x3 y3 =3)
Vool P(x2y2 z3)

¥ Fel” x'
—
a3

OP =x2.el” + y2.€2”° + 72.e3”
OP =x3.ul +y3.u2 + z3.u3 ,

La base {ul, u2, u3d} es labase del sistema S’ de llegada. Desde

el punto de vista teorico nos interesa expresarla en la base {el’’,
e2”, e3” }

Expresamos: ul =all.el’ +al2.e2”” +al3.e3”
u2=a2l.el” +a22.e2” +a23.e3”
u3 =a3l.el” +a32.e2”” +a33.e3”

Entonces:

x3 =0P*ul = (x2.el” +y2.e2”” +z2.e3”’ )*(all.el” +al2.e2”
+al3.e3”’) = all.x2 +al2.y2+al3.z3

Del mismo modo
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y3=0P*u2=...... =a2l1.x2 +a22.y2 +a23.z2
z3=0P*u3 =...... =a31l.x2 +a32.y2 +a33.z2, (©))

Por otro lado tengo

all=ul *el”” =cos(g3),
al2=ul *e2”’ = cos(pi/2 —g3) =... =sen(g3)
al3=ul * e3> =cos(pi/2)= 0

Por tanto: ul = cos(g3). el”” +sen(g3).e2”’

Tengo (Observa que los vectores el’” yu2 son coplanarios,
ya que OX es la interseccion de Oxy con Ox’y’)

a2l = u2 *el”’ = cos(pi/2+ g3) = -sen(g3)
a22 = u2 *e2”’ = cos(g3)
a23 = u2 *e3”’ =cos(pi/2) =0

Por tanto: u2 = -sen(g3).el” + cos(g3).e2”’

Tengo ( Observa que el vector u3 es ortogonal con el
plano Ox’y’ , y por tanto lo es con el’” . El vector €2’ es
ortogonal con €3’ y por tanto lo es también con u3 )

a3l =u3 *el”” =cos(pi/2)= 0
a32=u3 *e2”’ = cos(pi/2)=0
a33=u3*e3”’ =cos(0) =1
Por tanto: ud = e3”
Por tanto, volviendo (3)
x3 = cos(g3).x2 + sen(g3).y2
y3 = -sen(g3).x2 + cos(g3).y2
3= 22

Matricialmente
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x3 cos(g3) sen(g3) O x2
(J/3> = (—sen(gS) cos(g3) 0>. (yZ)
z3 0 0 1/ \z2

Las coordenadas (x3, y3, z3) son las coordenadas en el sistema
S’, y debemos escribir

x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
(J/') = (—sen(gB) cos(g3) 0>. (yZ)

Z 0 0 1 z2
Resumen:
Giro gl: Matricialmente (vector columna)
x1 cos(gl) sen(gl) 0\ /x
<y1> = (—sen(gl) cos(g1) 0)-(3’) 1)
z1 0 0 1/ Mz
Giro g2: Matricialmente (vector columna)

x2 1 0 0 x1
<y2> = ( 0 cos(g2) sen(gZ)),<y1)
z2 0 —sen(g2) cos(g2)/ \z1

Realizando g1 y a continuacion g2 tengo

x2 1 0 0 cos(gl) sen(gl) 0 x
<y2>=< 0 cos(g2) sen(g2) ) (—sen(gl) cos(gl) 0)--()’)

z2 0 —sen(g2) cos(g2) 0 0 1 z
Giro g3: Matricialmente
x' cos(g3) sen(g3) 0\ /x2
<y’> = (—sen(g3) cos(g3) 0).<y2)
z' 0 0 1/ \z2
(Comprobadas)
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Realizamos la composicion de los tres giros:

x' cos(g3) sen(g3) O x2
(y’) = (—sen(g3) cos(g3) 0)- <y2> =
z' 0 0 1 z2
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0 x1
= (—sen(g3) cos(g3) O)- (0 cos(g2) sen(gZ)), (yl) =
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2) z1
cos(g3) sen(g3) 0\ /1 0 0
= (—sen(g3) cos(g3) 0)- (0 cos(g2) sen(gZ)),
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) 0\ ,x
-<—sen(g1) cos(g1) 0)-()’)
0 0 1/ ‘2z
Productos: G3*G2*G1 =
cos(g3) sen(g3) 0 1 0 0
<—sen(g3) cos(g3) 0> ( 0 cos(g2) sen(g2) )
0 0 1 0 —sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) O
’ <—sen(gl) cos(g1) 0) =
0 0 1
cos(g3) sen(g3) cos(g2) sen(g3)sen(g2)
= —sen(g3) cos(g3)cos(g2) cos(g3)sen(g2) |.
0 — sen(g2) cos(g2)
cos(gl) sen(gl) 0
3 (—sen(gl) cos(g1) 0 ) =
0 0 1
Col. 1 Col. 2 Col. 3
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cos(g3) cos(g1) — sen(g3) cos(g2) sen(g1)/
cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/
sen(g3)sen(g2)
| —sen(g3)cos(gl) — cos(g3) cos(g2) sen(gl)/ |
| —sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1) |
\ cos(g3) sen(g2)/ /
sen(g2)sen(g1l) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

Entonces
X =
Primer col. Segunda col. Tercer col.
cos(g3) cos(g1l) — sen(g3) cos(g2) sen(gl)/
/ cos(g3) sen(gl) + sen(g3) cos(g2) cos(gl)/

sen(g3)sen(g2) |
—sen(g3)cos(g1) — cos(g3) cos(g2) sen(g1)/ | X

—sen(g3)sen(g1) + cos(g3) cos(g2) cos(g1)
\ cos(g3) sen(g2)/
sen(g2)sen(gl) — sen(g2) cos(g1) cos(g2)

(/ separa elementos dentro de la fila)

Los angulos g1, g2, 3, son los llamados “angulos de Euler”.
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B) Rotacidn en el Espacio mediante el cambio de s.d.r.
Giro G1:
G‘_‘»
Z z
ﬁ
\/ * P(x.yz) Pfxl, vl z1)
0

iﬁjﬂl

a1

OP =x.el+y.e2+ze3
OP =xl.el’ +yl.e2’ +zl.e3’

=0OP*el’=(x.el +ye2+z.e3)*el’ =
= x.(el*el’) +y.(e2*el’) + z.(e3*el’) =
= c0s(gl).x + cos(pi/2 + gl).y + 0.z = cos(gl).x — sen(gl).y
yl = OP*e2’ = (x.el +y.e2 +z.e3) *e2’ =
=x.(el*e2’) +y.(e2*e2’) + z.(e3%e2’) =
= cos(pi/2 — gl).x + cos(gl).y +0.z= sen(gl).x + cos(gl).y

=OP*e3’ =(x.el +y.e2 +z.e3) *e3’ =
=x.(el*e3’) +y.(e2*e3’) + z.(e3%*e3’)=0.x+ 0.y + cos(0).z= z

Matricialmente:
x1 cos(gl) —sen(gl) 0\ ,x
<y1> = (sen(gl) cos(g1) 0)-()’)
z1 0 0 1/ *z
Giro G2:
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Jurs
T,
Z = 2
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* P(x1, vl =z1) Pfx2 v2, =z3)
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£ vl uz 2
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OP =xl.el” +yl.e2’ +zl.e3’

OP=x2.el” +y2.e2” +z2.e3”,

Entonces: (Los ejes OX, QY, OZ son ortogonales entre si)

x2 =0P*el”” = (xl.el’ +yl.e2’ +z1.e3’ Y*el”’ =
=x1.(el’*el””) + yl.(e2’*el’’) + z.(e3’*el”’) =
= cos(0).x1 + cos(pi/2).yl + cos(pi/2).z1 = x1

y2 =0P*e2”” = (xl.el’ +yl.e2’ + z1.e3’ )*e2”’ =
=x1.(el’*e2”") + yl1.(e2’*e2’") + z1.(e3 *e2”") =
= cos(pi/2).x1 + cos(g2).yl + cos(pi/2 + g2).z1 =
= 0.x1 + cos(g2).yl — sen(g2).z1

72 =0P*e3”’ = (xl.el’ +yl.e2’ +zl.e3’ )*e3” =
=xl.(el’*e3”’) + yl.(e2’*e3”’) + z1.(e3’*e3"’) =

cos(pi/2).x1 + cos(pi/2 — g2).y1 + cos(g2).z1 =
0.x1 +sen(g2).yl +cos(g2).z1

Matricialmente
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x2 1 0 0 x1
<y2> = (0 cos(g2) —sen(g2)>, <y1>
z2 0 sen(g2) cos(g2) z1

Giro G3:
g3
Z = z
SSI r
- fe3
e u3
* Pfx2, y2, 23) P(x3, y3, z3)
i} g2
a2t 7
¥ ?’} -\_"‘?T-
X gy ey
kafﬂ” 1 Cm T
g x T &

OP=x2.e1” + y2.e2”° +72.e3”
OP =x3.ul +y3.u2 + z3.u3 ,

Labase {ul,u2,u3} eslabase delsistema S’ de llegada.

Entonces: ( Observa que el’ es ortogonal al plano OYZ, y que
€3’ esta sobre este plano, y también que OY y OZ son
ortogonales )

X3 =0P*ul = (x2.el”” +y2.e2”’ +z2.e3”’ ) *ul =
=x2.(el” *ul) +y2.(e2”” *ul) +z2.(e3” *ul) =
= ¢0s(g3).x2 + cos(pi/2 + g3).y2 + cos(pif2).z2 =
= c0s(g3).x2 —sen(g3).y2 + 0.z22

y3 = OP*U2 = (x2.e1”” +y2.e2” +72.e3”7 ) *u2 =

=x2.(el”” *u2) +y2.(e2”” * u2) +2z2.(e3”” *u2)=
= cos(pi/2 —g3).x2 + cos(g3).y2 + cos(pi/2).z2 =
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= sen(g3).x2 + cos(g3).y2 +0.z2

( Observa que los vectores el1’” y u2 son coplanarios,
ya que OX es la interseccion de Oxy con Ox’y’)

( Observa gue el vector u3 es ortogonal con el plano
Ox’y’ , y por tanto lo es con e1’’ . El vector €2’’ es ortogonal con
€3’ y por tanto lo es también con u3 )

z3=0P*u3 = (x2.e1” +y2.e2”+272.e3”)*u3 =
=x2.(el” *u3) +y2.(e2”” *u3) + z.(e3” *u3) =
= cos(pi/2).x2 + cos(pi/2).y2 + cos(0).z2 = z2
Matricialmente
x3 cos(g3) —sen(g3) O x2
<y3> = (sen(g3) cos(g3) 0)- <y2>
z3 0 0 1 z2

Las coordenadas (x3, y3, z3) son las coordenadas de P en el
sistema S’, y debemos escribir

x' cos(g3) —sen(g3) O x2
()") = (sen(gB) cos(g3) 0>. (yZ)
7' 0 0 1 z2
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Traté de Mathématiques Speciales: 3 GEOMETRIE
Autores: G. Cgnac, E.Ramis, J.Commeau
Editorial: MASSON y Cie., 1971, Francia

Calculo Integral (Aplicado a la Fisica t Técnica)

Tomo | (Curso de Analisis Matematico para Ingenieros)
Autor: Pedro Puig Adam

Biblioteca Matemética, S.L., Madrid, afio: 1970

446



Todo Matemdticas Vol.12 Ampliacién de Algebra lineal
y Geometria Analitica

Anaélisis Estadistico Aplicado
Autor: Sixto Rios
Paraninfo, Madrid, afio: 1976

Caélculo Diferencial
Autor: Henri Cartan
Traducciéon: Amadeo Guasch
Editorial Omega S.A., Barcelona, Coleccion Métodos, afio: 1972

Formas Diferenciales
Autor: Henri Cartan
Traduccién: Amadeo Guasch
Editorial Omega S.A., Barcelona, Coleccién Métodos, afio: 1972

Notas sobre geometria diferencial (Notes on differential geometry)
Autor: Noel j. hicks

Traduccion: Francisco Pafiella y otros
Editorial Hispano Europea, Barcelona (Espafia), afio: 1974
Representaciones Lineales de los Grupos Finitos
Autor: Jean-Pierre Serre

Traduccion: Sebastian Xambd
Editorial Omega S.A., Barcelona, Coleccion Métodos, afio: 1970

Topologia
Autor: E.M. Patterson

Traduccion: Lino Alvarez Valdés y Fernando Vicente
Editorial Dossat, S.A., Madrid, afio: 1961

Topologia general y algebraica
Autor: Wolfgang Franz

Traducido por: Juan Ochoa Mélida
Selecciones Cientificas, Madrid, afio: 1968

Programacion Lineal

Autor: Laureano F. Escudro
Ediciones Deusto, S.A. Afo: 1976
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Teoria elemental de las funciones analiticas de una

o varias variables complejas

Autor: Henry Cartan (Profesor Ciencias de Paris)

Traduccion: Antonio Pardo Fraile (Catedratico de Matematicas de
I.N. de E. Medias

Edita: Selecciones Cientificas, 1968

Anadlisis Matematico Il, Topologia y Calculo Diferencial
Autor: Jose Antonio Fernandez Vifias
Edita: Tecnos, Segunda edicion 1992

Ejercicios y Complementos de Anélisis Matematico |
Autor: J.A. Fernadez Vifias
Edita: Tecnos, Cuarta edicion 1992

ANALYSE (Matematico)

COLLECTION U, M.P. Premiere annee et speciales, t.1
Autor: Raymond Couty et Jacques Ezra

Edita: Librairie Armand Colin, Paris 1967

ANALYSE (Matematico)

COLLECTION U, M.P. Deuxieme annee et speciales, t.2
Autor: Raymond Couty et Jacques Ezra

Edita: Librairie Armand Colin, Paris 1967

Algebra Superior
Autor: H.S. Hall (del Christ’s College, Cambridge), y
S.R. Khight (del Trinity College, Cambridge)
Traduccion: Rafael Garcia Diaz
Editado: UTEHA (Uni6n Tipogréfica Editorial Hispano Americana),
Meéxico, 1969

Ejercicios de Algebra Superior

Autor: H.S. Hall (del Christ’s College, Cambridge), y S.R. Khight (del

Trinity College, Cambridge)

Traduccion: Rafael Garcia Diaz

Editado: UTEHA (Uni6n Tipografica Editorial Hispano Americana)
Meéxico, 1969
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Algebra Lineal (incluyendo Teoria de Conjuntos),
y Problemas resueltos
Autor: Alberto Luzarraga
Editado por el autor, Barcelona 1968
Teoria de Conjuntos y Temas Afines (Teoria y Proble.)
Autor: Seymour Lipschutz
Editorial: Libros McGraw-Hill, 1969,México
Serie compendios SCHAUM

Teoria de Conjuntos y Grafos
Autor: ... Lipchit,
Editado: McGraw-Hill, México 1970

Manual de Férmulas y Tablas Matematicas

Autor: Murray R. Spiegel (Profesor de Matematicas del Rensselaer
Polytechnic Institute)

Traducido: Orlando Guerrero Ribero

PROMOCION
NO VENTA
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NOTACION y Nomenclatura. Valores:

Simbolo Significado
* Producto escalar
Producto
N Potencia
sqr(a) Raiz cuadrada
rad(a) Raiz cuadrada
rad(a;n) Radical con indice n
rad(a;n/m) Radical con indice n/m

€ significa ‘pertenece a’

oo infinito
exp(x) Exponencial: exp(x) = e
exp(x;a) Exponencial de base a>0:
exp(x;a) = a*
In(x) Logaritmo neperiano:
y=In(x) <-->x=¢’
log(x;a) Logaritmo base a>0:

y = log(x;a) <-->x=a’

= aproximado
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A incremento

< menor que, > mayor que, Ej.; x<y, x>y

Valores:

m = 3,1415927... (nGmero pi, en radianes)
pi = 3,1415927... (nimero pi, en radianes)
e=2,7182818... (nGmero e, base de In(x))
sen(0) =0 cos(0)=1

sen(pi/6) = % cos(pi/6) = ?

sen(pi/3) = ? cos(pi/3) = %

sen(pi/2) = 1, cos(pi/2) =0
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