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1.1.- Expresiones racionales: R(g(x)), donde g(x) puede
contener exponencial a*, trigonométrica sen(x), ...

NOTA: El alumno puede consultar el texto Calculo Integral de P.
Puig Adam. Véase Bibliografia.

A) Racionales en a*
Cambio: t =a* ->x = loga(t) >

dx = Ioga(e).% .dt

[R(a¥).dx -> Ioga(e).f@ .dt
B) Racionales en sen(x) y cos(x)

En este momento importa tener en cuenta que sen(x) y cos(x) se
pueden expresar en funcién de tan(x/2), como sigue

2.sen(x/2).cos(x/2) _

sen(x) = 2.sen(x/2).cos(x/2) =

cosz(§)+sen2(§)
(divido por cos®(x/2))
_ 2tan(3)
~ 1+tan2(%)
2(%)_ sen? (X
cos(x) = cos*(x/2)- sen*(x/2) = % =

_ 1—tan2(§)

" 1+tan(%)

Teniendo en cuenta lo anterior

13
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[ R(sen(x),cos(x)).dx -> [R (tan (g)) .dx , y por tanto la
expresion dada es racionalizable mediante el cambio

t = tan(x/2) -> sen(x) = 2t cos(X) = 1-¢t*
1+t2’ 1+t2
dx=...= Z'dtz
1+t

C) Repaso-ampliacion de trigonometria:
Sabemos que
sen(a+h) = sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a)

sen(a-b) = sen(a).cos(b) —sen(b).cos(a)

cos(a+h) = cos(a).cos(b) — sen(a).sen(b)
cos(a-b) = cos(a).cos(b) + sen(a).sen(b)

Sumandolas/Restandolas:
sen(a+b) + sen(a-b) = 2.sen(a).cos(b)
cos(a+b) + cos(a-b) = 2.cos(a).cos(b)
cos(a+h) — cos(a-b) = -2.sen(a).sen(b)
Dada la integral

[ sen(ax).sen(bx).dx , tenemos en cuenta que

sen(ax).sen(bx) = _71 . [cos((a + b). x) — cos((a —b). x)]

14
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Dada la integral
[ sen(ax).cos(bx).dx , tenemos en cuenta que

1
sen(ax).cos(bx) = = .|sen((a .x) + sen((a — b).x
(ax). cos(bx) =7 [sen((a + b).x) + sen((a— b).x)]

Dada la integral
[ cos(ax).cos(bx).dx ,tenemos en cuenta que

sen(ax).cos(bx) =

N

.[cos((a + b).x) + cos((a—Db).x)]

1.2.- Integracion de expresiones irracionales

Def.:
Llamamos Funcién irracional a aquella f(x) en cuya expresion la
variable x esta afectada por algin radical irreductible.

Ejemplos:

f(x) = 5x% +2.4/3x2
no lo es ya que el radical que afecta a x puede hacerse
desaparecer: f(x) = 5x* +2v3 . x

Encambio  f(x) = 5x* +2.v/3x3 = 5x* +24/3x .x
es irracional.

15
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TIPOS DE INTEGRALES de Funciones irracionales

TIPO 1

m P i
fR(x,x?,xq, ...).dx , % S,... racionales

Para resolver este caso, en primer lugar hacemos lo siguiente:
Tomo m=mcm(n, q, ... ), y hago el cambio

1

t=xm,x=t", dx=m.t"" .dt,
y sustituyendo alli
queda [ R(¢™, tm P ).m.t™t.dt ,queno
contiene radicales (Es racional).

Ejemplo 1: 1= [ ———
=1°, dx = 6.t°.dt

\/_ = .dx ; m=mcm(2,3) = 6;

3 —
6.t5.dt = dt=6.(t2—t+1+—1).dt
1+t 1+t

t3+t2

1=6.[(t2—t+1).dt — 6.f1i+t.dt , que es inmediata.

TIPO 2

TR (m (27, (550 ) ax,

, s, ... racionales

313

16
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Para resolver este caso, en primer lugar hacemos lo siguiente:

Tomo m=mcm(n, q, ... ), y hago el cambio (S:IZ) =tm

De aqui despejo x: ax+b = t™.(cx+d),

d.t™-b .
— = g(t), que es racional;

X.(a-ct™) =d.t"™b-> x =

dx = g’(t).dt, donde g’(t) también es racional en t, y sustituyendo
alli queda

I = [ R(g(t), t™, t*,...).g’(t).dt , que es racional.

Ejemplo 1: x; Hago: x-1=1t*,

1=[ 2= .

x = P41, dx=2tdt, x° = (+1)° = *+1+3t*+3t°
Queda | = to+3t*+3t%+1
que es inmediata.

2.t.dt = 2. [(t® + 3t* 4+ 3t% + 1).dt

Ejemplo3: 1= .dx; m=mcm(2,3) = 6;

X
\/x+2—31/(x+2)2
Hago t® = (x+2), x=t%2, dx=6.t°dt,

6_ 6
|=6.ftt3_t24 t5.dt = 6.[%.t2_dt ——

y puede seguir el alumno.
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TIPO 3 (Integral Binomia)
I=[x™. (a+ bx™)P.dx, donde m, n, p son racionales

(y por tanto pueden ser fraccion), a y b constantes reales.

1-n

1
En primer lugar el cambio: t =x", x =tn, dx==.t » .dt;

Sir

Entonces:

1
=1
n

m 1-n
Jtn.(a+b.)P.t n.dt = %.ftq.(a +b.t)P.dt,

donde q=2"" = Mg

n n

Analizamos ésta Ultima:

-Si p es entero -> [ R(t9,t).dt , que es del tipo 1
estudiado antes.

-Si p no es entero pero lo es q ->
[ R(t,(a+b.t)).dt, que es uno del tipo 2 estudiado antes.

-Si ninguno de los anteriores pero p+q es entero ->

[t9.(a+b.t)P.dt = ft‘”?’.(”tb't)p.dt ,

que es del tipo 2.

18
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NOTA: Observa que g es entero si lo es mTH yquep +

. m+1
q es entero si loes p+ T

Ejemplo4: 1= [x.v/2+Vx? .dx

N
Observaque 1= [x. (2 + x3) .dx
(enestecaso: m=1,n=2/3,p=1/2)

2 3 3 1
Hagot=x3, x=tz, dx=5.t2.dt;

3 1 1 1
Queda: 1=2. [t2.(2+ D)2 tadt = 2. [ ¢2.(2+ D)z.dt ;

Realizando otro cambio: z = (2+t), t = z* -2,
dt=2zdz, 1=3.[(z% — 2)%.2%.dz

Nota 1: En este caso g = 2 es entero.

1
Nota 2: En [t2.(2 + t)z.dt podemos también hacer el cambio
z = 2+t, en lugar de z° = t+2.

En ese caso: t = z-2, dt = dz, t? = z2%-4z+4;

3 1

1 5
I=[(z2—4z+4).z2.dz = f(ZE +4zz + 425).dz

19
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TIPO 4: Radicando de trinomio cuadratico
= [R(x, Vax? + bx + ¢).dx

El simple cambio t = Vax? + bx + ¢ hace desaparecer este
radical pero x queda bajo radical. No nos interesa. Segun los caso
a que da lugar la observacion de sus coeficientes debemos realizar
un cambio donde x quede liberada de radical.

A) Sia>0: Hago Vax? + bx + ¢ = va.x + t; Elevando

ax? +bx+c = ax® +t? +2v/a . x. t -> bx+c = t*+2Va. x. t,

2
(b-2va.t).x =t?> > x = b+f/at) = g(t), racional ;

dx = g’(t).dt, racional

Sustituyendo alli: vVax2 + bx +c=+a.g(t) +¢t,

= [R(g(t),Va.g(t) +t).g'(t).dt,

donde el argumento de R es racional en t, y g’(t) también lo es, y
por tanto lo es su producto.

B) Sia<0yc>0: Vax2 + bx + ¢ = t.x + +/c; Elevando

ax’ +bx+c =P x> + c +24/c . x.t ->
x.(ax+b) = x.(x.t? +2v/c.t) -> (a-t}).x = (2Vc.t — b)

_ b-2vct
t2-a

= g(t), racional ent; dx = g’(t).dt, racional;

Sustituyendo alli: Vax2 + bx + ¢ = t.g(t) ++c,

20
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I=[R(g(t), t.g(t) +Vc).g'(t).dt, racional ent.

C) Sia<0yc<0:En este caso hacemos notar lo siguiente
para el valor de la expresién ax? + bx +c :

x=0->Valor=¢<0,
X ->+00 -> Valor que tiende a —oo, porque a<0

Esto nos dice que si el radicando ax® + bx + ¢ ha de tomar valores
positivos en algun intervalo (a, b), entonces

ax’?+bx+c=0 debe tener dos soluciones
reales t1, t2, y entonces

ax? + bx + ¢ = a.(x-t1).(x-t2), lo que permite salir airosos
con un cambio de variable como

Vax? + bx + ¢ =t.(x —t1) (Observa las firguras)

I~

Para comprobar si esto es posible es suficiente calcular el
discriminante: D = b*-4ac

1
A+x)V1+x+x2 dx

Hago: Vx2+x+1 =x+¢t, x2+x+1=x2+1t%+ 2xt;

Ejemplos5: | = [

21
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a2 _t?-1 _ o —t2+t-1
X.(2t-1) = 1-t° , x = o0 dx = 2. 207

.dt,

2_ 2_ 2 2 _
(L+x) = 1+t = 220 r 1 = Loty g 2

1-2t 1-2t T1-2t 1-2t

2_ 4244 — 24—
(1+X).m:t 2t —te+t 1: t.(t—2).(-t“+t 1),

1-2t " 1-2t (1-2t)2
1
.dx =
(1+x).V1+x + x?2
(1 — 2t)? 2.(=t*+t-1)

- t.(t—2).(-t2+t—-1)" (1-2t)?

2 . .
.dt = (descomponiendo en suma simples) =

t.(t-2)

-1 1 .
= (T + t_—z) dt que se integra.

Ejemplo 6: 1= [V2ax —x2 .dx,

Aquia<0,c=0, 2ax-x* = x.(2a-x);

Hago: V2ax — xZ = (x — 0).t = x.t, -> 2ax-x" = X.t%,
2a —4at

— 2 — —
2.2 —X = X.t%, X== dx_(t2+1)2' ,

—_ — 2 42
V2ax —x2 .dx =t 2% fat g = 284t dt,

t241 ° (£2+41)2° To(e2+1)3

Al tratar la descomposicion del denominador con el fin de obtener
las sumas simples nos encontramos con soluciones imaginarias
triples, y por tanto harto complicada.

22
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TIPO5: Integral del tipo I = f% .dx
ax“+bx+c

Llamo p(X) = ax? + bx + ¢ ;
Es importante el siguiente método para resolverla.

Si gr(p) = m, tomo el polinomio h(x) indeterminado de
grado m-1, e impongo la condicion

SR (O+R' (1) p(x)
h(x). =2 , después
[h()-/p() | — p

) FhP @+ DPE) Q)3 h().P ()+h (x).p()

V(@) NFIe)) B NFIE))

(determinando el polinomio h(x) de modo que este numerador
sea constante ¢ )
c

=——; Por otro lado

Vo)

[ o - = (s = () PG ). dx =

= fﬁ% .dx —h(X)../p(x), es decir
f%.dx = h0)/p() + [ = . dx

El problema queda reducido a la integral f—m Ldx

23
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TIPO 6: Integral f% .dx
ax“+bx+c

El método consiste en ‘ajustar’ convenientemente el radicando
teniendo en cuenta el carécter de sus coeficientes, como sigue.

Caso A: Si a >0 hago lo siguiente

1 Va1
[t dx = [ —%L gy
vaxZ+bx+c va2x2+abx+ac

- Va1 _ Vai
_f /(ax+é)2—ﬁ+ac o f /(ax+2)2+(ac—£) -
2) "4 2 4

y ahora hago un cambio de variable.

2

2
a)Si (ac - b:) > 0 hago: t= ax+§ , dt=adx, y llamo v* = ac—bT :
con lo cual tengo

Va.1
(ax+g)2+(ac_b;)

hago u =§ , dt =v.du, yqueda

Jdt =

e

a

~—

dx = VeZiv?

f Va. 1 =
% (t = [
LA
_ 1 =t
T = ﬁ.arcSeh(u), donde u ==,

24
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b
t=ax+-, v= jac——
2 4

b) Si (ac - b;) <0 hago: t = ax+§ , dt = adx,

bZ
y llamo Vv* = ~ — ac, con lo cual tengo

Va1 _Va 1 _
f .dx _F'I\/ﬁ'dt_

b\2 b2
(ax+5) +(ac—T)

=ﬁ.f;.dt= hagou==, dt=wv.du,
a.v v

B

1
y queda = %fm cdu = ‘/Tj.arcCoh(u)

Caso B: Si a <0 hago lo siguiente

1 _ 1 _ ,
fm.dx— f—m.dx (donde a >0)

:u#.dxzf S dx=()
—a'" x2+arbx+arc J_(a’-x_g) +o—tarc
b

hago t = a’x-g , dt=a’dx,

. b2 b?
a)SIT+a’c >0, v2=7+a’c

_VJar 1
"= S it = R
1_

25
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Hago u 25' dt = vdu,

_ v 1 _i _£ —_ a_é
== fm.du—ﬁ.arcSen(u),u—v,t a’x->

b) Sib:2+ a'c<0, V= —(§+a’c)

Var 1 1 1
)= o dt = — [—.dt =
_1_

ALGUNOS CASOS PRACTICOS:

En la practica se pueden presentar casos para los que resulte mas
comodo pasar ‘tangencialmente’ del método de reduccion que
acabamos de ver.

Ejemplos 1: [+Vax2 + bx + c.dx

2
Hago [+Vax?+bx +c.dx = f%.dxz

= (mx+n). Vax? + 2. ———— .
(mx+n). Vax? + bx + ¢ aofm dx ,

Derivando en los dos miembros

2
ax hxte - [(mx+n). Vax? + bx + ¢ " +ao.

1
vax2+bx+c vax2+bx+c

y multiplicando por Vax? + bx + ¢ queda

26
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ax?+bx+c=................. +ay >
ax? + bx + ¢ = m.(ax*+bx+c) +(mx+n).(ax+§) +ag,

identificando coeficientes:

r 1
a=2am m=z
bm

= om b

b bm+2+na_>! 2

ol 4a
c=mc+—+aq _ ¢ b?
2 ag=-——
2 8a

Por ejemplo, en

[V1+4x2.dx > a=1,b=0,c=1,m=1/2, n=0, = 1/2,

V1 +x2. dx——\/1+x2+ f T —.dx =

= g.\/1+x2+%.arc5eh(x)

Ejemplo 2: f\/ﬁ.dx TN =
\/ax2+bx+c-— fm dx

Ejemplo 3: [v2ax —x%2.dx = ............

- (a-x).x x
= — dx +a. f—rx_xz .dx

27
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f (a—x).x
V2ax—x2?'

=XxV2ax —x?% -1

dx = (por partes) = .............. =

(a x)

=.dx +a? [

1
_af\/Zax x? dx =-a. f /az_(x_a)z'dx -

=-a.V2ax — x2 + a®.arcSen (?) ->
= (x-a). V2ax — x% + a®. arcSen (?)

1.3.- Integrales Elipticas: De Primeray de Segunda especie

Son las de la forma:

1 ;s . .
fm .dx , Eliptica de primera especie

x? .y .
fm .dx , Eliptica de segunda especie

OBSERVA: Una integral de la forma [
modificada asi:

X
————.dx puede ser
vax*+bx?+c P

d
X? =7, dz = 2x.dx -- > x.dx = 72

x' =27 -->|-—f . dz , que es del tipo de las

Vazz+bz+
cuadraticas

28
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estudiadas en otro lugar.
Observa que para resolver ax* + bx? + ¢ = 0, hago

z=x% az®+bz+c=0; Sizl, z2 son las soluciones de ésta los
valores de x son:

[N e,

Si z; es real > 0 obtengo valores reales de X, perosies<0, 0
imaginario obtengo valores imaginarios para X.

Lo tratamos segun los siguientes casos.

Caso A: p(x) = 0 tiene sus soluciones reales

Eliptica de primera especie: [

1
— . dx
vax*+bx2+c

Resuelvo p(x) = 0, sean las soluciones +t1, +t2, (verlo
anterior)

y p(x) = a.(x*t1%).(x*-t2%) = a.(t1%-x?).(t2%-x%) =
a2 492 (1 X7 x?
=at’ 2’ (1-5). (1 - k2.5),

"t12

2
donde k? = %2 donde hemos tomado t1 como la de menor valor
absoluto, y por tanto k*< 1y k< 1.
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Cambio: t = :—1 X =tl.t, dx = tl.dt

Prescindiendo del factor ‘a’ tengo

— 1 _ 1 1 4
=] (x2-t12).(x2—t22) dx = tl.tz'f (1—t2).(1—k2,t2)'t1' dt =

Y (P S P
"ol e =™

Haciendo el cambio
t=sen(u), dt=-cos(u).du, 1-t* = cos?(u),

™=
1
=)

1
.cos(u).du = t_2'f

cos(u)../1-kZ.sen?(u) 1-k2.sen?(w)

multiplicada por el valor ‘a’, finalmente:

1 a 1
Ll _ax=t 1
[ax*+bx%+c t2 Y \J1-k2.sen2(u)

t1
donde k==, = =sen(u)
t2’ 1
2

x
—— . dx
vax*+bx2+c

Eliptica de segunda especie: [
Vale lo anterior hasta llegar a la expresion

2 2 2 2\ — 2 102 x_z _ 12 x_z

a (1), (12°x) = at1’t%. (1-5). (1 - k2.5

Prescindo del factor ‘a’.
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Cambio t =tx—1, X =tlt, dx=tl.dt, x?=t1%t

Entonces
_ x2 1 t12.¢2 _
= fw/(xz—tlz).(xz—tzz) -dx = t1.t2'f,/(1—t2).(1—k2.t2) tl.dt =

_t12f t2 t1? f k2.t?

J(A-t2).(1-k2.t2) " = tzk? 1/(1—t2).(1—k2.t2)'dt

_t1? 1-k2.t2 t1? f 1 dt =
t2.k2"Y J(1-t2).(1-k2.t2)" t2.k2"Y [(1-t2).(1-k2.t2) "

t1? Vi—k2t?
J

t12 1
TR \/W t+ t2.k2'f (1—t2).(1—k2.t2)'dt

Para el segundo término: Hacemos el cambio

t = sen(u), dt = cos(u).du, 1-t* = cos*(u), y la segunda
queda

1

J1-k2sen2(u)’

t1?

1
t2.k2" f cos(u)./1-k2.sen?(u)’

du,

1
cos(u).du = Ef

2 _ £ . .. i
yaque k™= ek (Al final multiplicaremos por \/a)

Vi-kZ.t? =
Ja-t T

Para el primer término:

= YAk sen®(w) .cos(u).du = /1 — k2.sen?(u).du,

cos(u)
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y queda
—%.f\/l — k2.sen?(u).du

Finalmente:
2

f\/ﬁ'd"‘ J/1— k% sen?(u).du +

1
Va.t2®

1
Jva.t2 f 1-k2.sen?(u) g

donde k :% , :—1 = sen(u)

Caso B: p(x) =0 tiene dos pares de soluciones imaginarias.

Eliptica de primera especie: [

1
—— . dx
Vax*+bx2+c

En este caso, asociando cada par de soluciones conjugadas, p(x)
descompone en factores asi

p(x) = a.(x*+t1%).(x*+t2%), t1, t2 valores reales.
Observa que, partiendo de esta expresion:
Al resolver p(x) = 0 tengo: (X*+t1°) =0--> x=+vV—t12

(X*+t29) =0 -- > x = +V—t22
imaginarias en ambos casos.

Tengo pues  ax* + bx? + ¢ = a(x? + t12). (x? + t22) =

= at12.t22. (g + 1) , (;‘2_22 ¥ 1) -
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= a.t12.t22.(%+ 1) _ (ﬁ_"_z+ 1) -

= at12.622. (% 2 X2 2_t1*
=a.tl*.t2 .(t12+1).(k -zt 1 ,dondek’=—;

eligiliendo t1 y t2 de forma que t1° < t2°, y por tanto k* < 1, |K| <
1.

Haciendo el cambio: :_1 =t, x=tlt, dx=tldt, laexpresién
anterior queda

= t12.622.(t%2 + 1). (k2. t2 + 1),

Al hacer el radical prescindo del factor Tla .

1 1 1 1
t1.62 J (t2+1).(k2.t2+1)'t1'dt T2 'fw/(t2+1).(k2.t2+1)'dt

Hacemos otro cambio: t = tan(u), dt = sec’(u).du,

t?+1=tan’(u) + 1 = sec?(uw),

1
I .sec?(u).du = f&.du
sec(u)./k2.tan?(u)+1 Ji2tan2(w)+1
Transformo: —32® 4, — __sec@w)  _
- Jm. k2 M"'l
. 2
cos4(u)
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sec(u).cos(u) _

T JkZsenZ(u)+cosi(u)
1 _ 1 _
JkZ.sen?(w)+(1-sen?(u)) - J1-(1-k2).sen?(u) B

_ 1 2 _ _g _t22-t1?
T J1-(1-k?)senZ(u) ’ donde 1k =1 t22 = 22

1 1 ,2 _ t22-t1?
y queda t_1'f —————.du, dondek’ = oz

Finalmente:

/l—k’z.senz(u)
1 1 1
| dx = NI :
4 2 t1
Vax*+bx2+c Va 1-k'2 sen?(u)

x —
donde o= tan(u)

du,

2

x
— . dx
vax*+bx%+c

Eliptica de segunda especie: [

Seguimos los pasos dados para la de primer especie (Caso B visto
antes).

Tengo pues  ax* + bx? + ¢ = a(x? + t12). (x? + t22) =

= a.t12.t22. ("—2 + 1) , ("_Z ¥ 1) -

t12 t22
_ 2 12 (X2 t1? x* _
=at1?.22 (S +1). (o +1)=
= a.t12.t22 (x—z + 1) (k? i 1) , donde k* = e
' ) "\t12 ) “t12 ! t22

ordeno t1y t2 de forma que t1? < t2?, y por tanto k* < 1, k < 1.
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Haciendo el cambio: :—1 =t, x=tlt x*=t121% dx=tldt, la
expresion anterior queda

= t12.622.(t2 + 1. (k%.t2 + 1),

Al hacer el radical prescindo del factor Tla .

La expresién inicial queda

1 t12.t2 t1? t?
t1.t2 'f‘/(t2+1).(k2.t2+1)'tl'dt T2 'fw/(t2+1).(k2.t2+1)'dt

Ahora hago el cambio: t = tan(u), dt = sec®(u).du,

t?+1=tan?(u) + 1 = sec?(u), y prescindiendo del factor la
integral queda asi

tan?(u) 2 __ r tan®(u).sec(u) .
f sec(w)/k2tanZ(u)+1 sec (u) du = f\/kz.tanz(u)+1 du;
Transformo: tan?(u).sec(u) _  tan?(u).sec(u)

J (k2 tanZ(w)+1) - JEZ.(sec?(w)-1)+1 -

= tan?(u).sec(u) _ tan?(u).sec(u).cos(u) _
sz(%;;()u))ﬂ Vk2.(1~cos?(w))+cos(u)?
- tan2(u) _ tanz(u)

- JkZsen?(w)+(1-sen?(u)) - J1-(1-k2).sen?(w) -

tan?(u t1? t22-t1?
=__an @ , donde k?=1-kK*=1-— =
J1-k'2.sen?(u) t22 t22
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Finalmente:
f x? _ t1? f tan?(u) du
Vax*+bx?+c \/_tZ J1-k'2.sen?(u)
t22-t12
donde = = tan(u), k’*= 2
t1 t2

Caso C: p(x) = 0 tiene un par de soluciones imaginarias y las
otras dos son reales:

Eliptica de primera especie: [

1
—.dx
vax*+bx2+c

En este caso existen valores reales t1, t2 verificando

ax* + bx? +c = a(x? —t1%). (x* + t2%) =
2
=a.t1?.¢22. (x—— 1) (k2 x ~+ 1), donde k* =

donde elegimos de forma que t1° < t22, y por tanto k* < 1,
k| < 1.

Hago
t= tx—l . x=tLt, dx=tLdt, con locual la Gltima

expresion queda

=atl1?.t22.(t2 - 1). (k2.t2+ 1) = — t1%.t22.(1 —
t2). (k%.t2+1)
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Entonces
|I=

-1 1
Va .t1.t2 'f\/(l—tz).(kz.t2+1) -t1.d

-1 1
t= Va.t2 f (1—t2).(k2.t2+1)'dt

. -1
Prescindo del factor NS

Hago t = cos(u), dt=-sen(u).du; Operando tengo

1-t? = [sen?(u) + cos?(u)] — cos?(u) = sen?(u),

y por otro lado

k2. cos?(u) + [sen?(u) + cos?(w)] = (k? + 1).cos(u)? +
+ +sen(u)? = (k? +1).[1 — sen?(w)] + sen?(u) =

=(k?+1)+[1—-k?—1].sen?(u) =

= (1 +kD).[1 - sen(w)]
Queda:
fm'dt:@'fsen(u):/%.du )
2
= \/1_+1k2 J J1-k'21.sen(u) du, donde k= %:‘2 ) iﬁ -
t2
t12.¢22 t1? 1 t2

T t22.(t22+t12) | t12+t22 ' Vi+k2 | Vt12+t2?
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Finalmente:
1 -1 —t2 1
f\/ax4+bx2+c dx = Va.t2 Ve1Z+e22” f Ji-k2sen(w)’ i

S W N
Va'veiZ+e22'Y [1-k"Zsen(w)”

t2

x _ 2 t2
donde cos(u), v k===

t1

7

x
———  dx
vax*+bx2+c

Eliptica de segunda especie: [

Sigo los primeros paso descritos en la de primera especie.
ax* + bx? + ¢ = a(x? — t12). (x? + t22) =

— 2 402 (X 2 x? > _ t1?
=at12.022. (5 - 1). (k% 5 + 1), donde k=27

donde elegimos de forma que t1? < t2°, y por tanto k* < 1,
k| < 1.

Hago

X

t==, x=tlt dx=tldt, x*=¢1%¢?
con lo cual la tltima expresion queda

=atl1?.t22.(t2 - 1). (k2.t2+ 1) = — t1%.t22.(1 —
t2). (k%.t2+1)

Entonces
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-1 t12.t2
Va .t1.t2 'f,/(1 t2).(k2.t2+1) 1.at \/_tZ f\/(1 t2). (k2 t2+1)"
412
Prescindo del factor ——
Va.t2

Hago t = cos(u), dt=-sen(u).du; Operando tengo
1-t? = [sen?(u) + cos?(u)] — cos?(u) = sen?(u),
y por otro lado

k?.cos?(u) + [sen?(u) + cos?(u)] = (k% + 1).cos(u)? +
+sen(w)? = (k2 +1).[1 — sen?(u)] + sen?(u) =

=(k*+1)+[1—k?—1].sen?(w)= (1 + k?).[1 —

2

k
L sen(u)]

- cos?(u).sen(u)

0 tz = 1
Queda: (1-t2).(k%.t2+1) dt= W'fsen(u)-\/m. !

_ cos?(u) 22 k% _ %
_\/1+k2'f\/1—k’2.sen2(u) du , dondek T 1+k2 1:_22_2 -
t12.t2° t1? 1 t2
T t22(t22+t1%) | 124622 ' VitkZ | Vii2+t22
Finalmente:
t1? cos?(u)

1
f\/ax4+bx2+c'd Va.t2® \/1+k2 f\/l k'2sen?(u)’ u
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x _ 2 t2
donde ;7 = cos(w) , yk* ===
$$$$000$$$$

PROMOCION
NO VENTA
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Tema 2

Calculo de la longitud de un arco de curva
en el Plano

Longitud de un arco de curva

-

¥ .-"y:f{xj
|- |
- [

|

| |

| |

| |

0 |
a =]

=]

L-I/1+ fx). ax

acbhre [a;bl
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S
N
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2.1.- Curvas en el Plano: Longitud de un arco de
curva en coordenadas Cartesianas

y =1(x)

y
yl____\o y = f(x)
Yo o

TN
/[ . 4y = [’ (x0).dx

dy = seg.P10
dl = seg.PQ

dF = dv* - &y’
I X X1 X g w\f&iedy

[ Yo\
increX = xi-xo, dx = fncyex MW =V1? fG) -ax

increY = yi-yo, dy = £'(x0).dx

L«IJ1+x).a

Deseamos obtener la longitud del arco de curva correspondiente
al intervalo [a,b]. Es decir, cuando la variable x recorre este
intervalo obtenemos un “trozo” de la curva que llamamos “arco”
de dicha curva, y cuya longitud (finita) deseamos calcular.

En cada punto P(xo, yo) de la curva, en un entorno “pequefio”
V(xo, yo), el incremento de arco dl sobre la curva puede ser

“aproximado” por el segmento dT sobre la tangente a la curva en
P.

Entonces dT =./dx2 + dy2 = \/1+ f'(x0)?.dx

y por tanto

dl = /14 f'(x0)?.dx
Cuando hacemos dx -> 0 los valores dl y dT tienden a coincidir.
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Cuando nos movemos por la curva pasando del punto (x; f(x)) al
punto (x+dx; f(x+dx)), y realizamos la suma de los valores dT =

1+ f'(x)?.dx, obtenemos una aproximacion de la suma de los
arcos dl de la curva. La suma de estos arcos nos da la longitud del
arco total.

Tenemos asfi
L=Ydl = YdT

En el limite cuando dx -> 0 llegan a coincidir, de modo que
L= f; 1+ f'(x0)?.dx
2.2.- Longitud de un arco de curva en coordenadas

paramétricas

La curva puede venir dada mediante las ecuaciones paramétricas:

{x = x(t)
y=y()
t recorriendo R

Deseamos la longitud del arco de curva correspondiente al
intervalo [a,b] de la variable t.

El segmento dT sobre la tangente se expresa ahora asi:

dT =/x'(t)2 + y'(t)% .dt, en cada punto
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(x(t),y(t)) de la curva, y por tanto

L= [ /X2 +y (2. dt

¥ y = £(x) = £(x(t))
I = x(T)
¥y =¥ty dy = €' (x(%)) .dx(t)
yo 3
i \\
Z] ! a dl? = dx(z)® + dy(z)?
dx x‘ (=l .dt ! : - - - -
dy = y'(c).de 1 : a = (x"(8)" + y'(0° )60
'l 1
increX = xl-xo0 wo. * A=\ X' +y(O &
increY = yl-yo
—w—a—‘n L« T\ x0F=-vier &

t recorre los reales R

2.3.- Longitud de un arco de curva en coordenadas polares
A) El radio-vector r es constante

x =r.cos(u .
{ (W) u en radianes

y =r.sen(u)’
x’(u) = -r.sen(u), y’(u)=r.cos(u)
x’(w?+y'(u?=r% yportanto dl=r.du,
L= f; r.du

B) Caso general: El parametro t es el &ngulo que
el radio vector forma con el semieje +ox
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X(t)=r(t).cos(t),
y(t)=r(t).sen(t), trecorriendo R

Derivamos respecto de t y obtenemos la expresion

X’(t)? + y’(t)%,(ver Apéndice) llegando a que
di= Jr@© +r(®%de, L=[ Jr(©?+r(D%dt

r=ri{t) noconst
x = r(t).coa(r)

Yy = r(t).sen(t) T - fix(e))

4t = dxt = gy
vyl //

r(E)A

¥2he, "135&@ :

° x1 x2

T
a 2 b

dx = [r'(t).cos(t)+r(t). ~sen(t)). dt
dy = [(r’(t) . sen(t)+*r(t) . coa(t)).dt
Operando llego a:

di* = dx(z)® + dy(T)® = [r(Of +o'(©° )8

L=IX\/ tty«c(ty -a¢
Cuando r(t) es constante (que no depende de t) tenemos:

dl= vO+r2.dt =r.dt

L= ffr. dt ,donde 0 <t < 2.pi, tenradianes
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Curva en Planc en Polares:rconst

X =r.cos {u) dx

=-r_sen{u) .da
dy = r.cea{u) .du

¥ =r_gen (u)

dl=r.du , r const
L = Iir) . du= r. 2pi

2.4.- Ejemplos: Aplicacién a algunos casos concretos
1.- Longitud de la circunferencia

Ecuacion: x*+y*=R? y=+vR? —x2.dx

Y=, 14y RARX), T+

\/R2 x2

Para el cuadrante x > 0, y > 0 Tenemos

R
dng N 1x .dx = (hago = = =sen(t))

y _ R 1
P=RJ; = 2
R

_fco o .cos(t).R.dt =R.t=R. (arcSen( )]g =

= R.(p;i— 0)=R. %i, portanto L =4.I’=2pi.R

(Resultado conocido de Geometria descriptiva)
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2.- Longitud de la Elipse

2

., x? b
Ecuacmn:;+2’—2: 1, y=-.VaZ—x?
, b —x N (b%2-a?)x?+a*
=2, + =, =22 )r e
Y a Va2 I+y'®) az.(a2-x2)

El cuadrante de la elipse x > 0, y > 0 tiene longitud

, 1 ra 7 5 _ 1 ra ,(bz—az).x2+a4
L—;.fo 1+f(x).dx—;.f0 de
La resolucién de esta integral es sumamente dificil.

NOTA: Sitomamos la elipse como una deformacién de la
circunferencia con radio R =+va.b , cabe aproximar la longitud
de laelipse asi: L =2.pi.Va.b

Veamos otra forma.
El tratamiento clasico para la Elipse es el siguiente.
Parametrizacion de la Elipse:

{x = a.cos(t)

y = b.sen(t)

dI’ = dx? + dy? = [a%.sen’(t) + b?.cos?(t)].dt?
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¥ = a.cos(t)

:P;%l./"/i ¥ = b.zen(t)

pi
L’ = [z /a2.sen2(t) + b2.cos2(t).dt = (¥)
(la transformamos como sigue)
a2.sen2(t) + b2.cos2(t) = a?.sen?(t) + b2 (1 — sen?(t)) =

2_
=b% + (a® — b?).sen?(t) = b2.[1+ 2 b2 .sen?(t)]
2_p2
haciendo k? = 2 bzb tengo

(*)=b .f?\h + k2.sen?(t) .dt

Esta integral es del tipo eliptico y su valor se obtiene mediante
Tablas tabuladas.

Segun otros autores:

Con el fin de obtener un resultado adaptado a las Tablas tabuladas
parametrizamos del siguiente modo.

Modificamos el origen del angulo y su sentido del recorrido.
{x = a.sen(t)
y = b.cos(t)

|x =a.zen(t)

/"%ﬁ ¥ =b.cos(t)
S

X 0 ==t ==pi2
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dI* = dx? + dy? = [a.cos’(t) + b?.sen’(t)].dt*

dl = \/a%.cos%(t) + b2 sen2(t).dt
(la transformamos como sigue)

a?. (1 — sen?(t) + b2 sen?(t) = a’+(b* — a’).sen’(t) =

2_pn2 2_p2
=a’[1-27).sen?(t)] Hago K*= -

a2

conlocual dl=a./1— k2 sen?(t).dt

Por tanto L = 4.a.f0pi/2\/1 — k2.sen?(t).dt

pi
NOTA: Esta integral [? J1 — k2.sen?(t) . dt es llamada

‘Segunda especie de Legendre’, y , al igual que la ‘Primera
. pt 1
> 2 e
especie de Legendre” || o vl
Sus valores han sido tabulados en las llamadas Tablas.
Segun resultado proporcionado en el Manual de Férmulas y
Tablas de Matematicas (Murray R. Spiegel, vér Bibliografia),

aplicando las citadas tablas resulta

aZ+b?
2

pi .
fOZ J1—kZsen?(t).dt = % .

y por consiguiente

L=dafl? T—kZsen?(D) .dr=4a L |
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3.- Un arco de parabola
y = (x-2)* +2 , Intervalo [a;b]

Sol.: vy’ =2.(x-2), 1 +y2=1+4.(x-2)?

L=[’J1+4.(x—2)? .dx, hagot=x-2, dt = dx,
L=[yT+ (2t dt, hago 2t=tan(u), dt =~ sec(u)’.du
L = [ sec(u).5.sec(w).du =7 .[ secw)* .du =
= § .[§ .(sec(u).tan(u) + In(sec(u)+tan(u)))] =
= = [(2x-4).sec(arcTan(2x-4)) + In((2x-4) + sec(arcTan(2x-4)))]
Aplicando Barrow
L = .[(2b-4).sec(arcTan(2b-4)) + In((2b-4) +
+ sec(arcTan(2b-4)))] — 1/4.[(2a-4).sec(arcTan(2a -4)) +

+In((2a - 4) + sec(arcTan(2a -4)))]
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Para el intervalo [0; 3] he obtenido

L= i [2.sec(arcTan(2)) +In(2+sec(arcTan(2))]-

7§ [-4.sec(arcTan(-4) + In(-4 +sec(arcTan(-4)))] =
= +.[4,4716 + 1,1337] -1 [-16,481 -2,0948] =
= +-.(5,6053 + 18,5758) = 6,0453; L =6,0453u.

Resefiamos los siguientes valores obtenidos en los calculos, con
el fin de que el alumno haga sus comprobaciones:

arcTan(2) =1,1071 -> sec(..) = 2,2358
arcTan(-4) = -1,3258 -> sec(..) = 4,1231

2+sec(...) = 3,1071 -> In(..) = 1,1337
-d+sec(...) = 0,1231 -> In(..) = -2,0948

2.sec(..) =4,4716 , -4.sec(..) = -16,481

El alumno puede completar los calculos para el intervalo concreto
[1; 4].

4.- Un arco de cUbica
y=x3-2x + 5, Intervalo [a; b]

Sol.: y’=3x*-2, 1+ (3x*-2)°

L=/ J1+ (3x% —2)%dx
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Aproximamos su valor tanto como queramos realizando la suma
para n suficientemente grande:

L= Zi=1,2,3,...,n\/1 + (3.x% —2)%.Ax

para lo cual divido el intervalo [a;b] en n subintervalos iguales, y
donde

b—a
Ax = (xjp1 —x;) = n
5.- Un arco de circunferencia
_(x = R.cos(u) .
En polares: {y — R.sen(w)’ 0<u<2pi

Calculamos la longitud del arco AB, como sigue

x’ =-R.sen(u), y’ = R.cos(u)
¥ Y

Zd

x2+y?=R2->L=[""Rdu =R (] =R (u2—ul)
Observa que cuando ul =0, u2 = pi/2, tenemos

L= R.%i = % .(2.pi.R) = un cuarto del ciculo completo
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(El &ngulo u siempre en radianes)

$$$000$$$
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Tema 3

Calculo de areas en el Plano
Area de un Recinto

Integral Definida: Areas

= ¥ =

Obseva que la superficie 252
esta situada por debajo del
eje ox. Debemos tomar su wvalor
absoluto
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3.1.- Casuistica en el calculo de areas

Presentamos las diferentes situaciones que se pueden presentar en
el célculo del area de un recinto en el plano.

Area limitada entre dos curvas:

Por definicion de integral definida el valor

f;f(x). dx

coincide con el valor del &rea del recinto limitado por y = f(x), el
ejeox,ylasrectasx=a,x=b

) TN

Podemos tener
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Puesto que f(x) < 0 en el intervalo [a; b] es claro que el resultado

de ff f(x).dx es negativo. En este caso el valor de la superficie
es

S=-f f(x).dx

Podemos suponer la funcién g(x) = 0 para todo X, y entonces

S=["[g(0) - f(x)]. dx

NOTA:
El valor del area de un recinto siempre es un valor positivo.

En el caso de dos graficas,

¥
fix)

—_—

- g(x)

1
I
' :
0|l g b X

el area del recinto limitado coincide con

2 fG).dx = [2 g@).dx = [I[f(x) — g(x)]. dx

Podemos tener también la siguiente situacion, y otras analogas

¥
fx) =TT
/___//

g{¥)
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Tal como muestra la figura el valor obtenido es positivo. Pero si

tomo ff[g(x) — f(x)]. dx, el valor obtenido es negativo.

Cuando no tenemos la seguridad de su posicion relativa entre si,
tomamos el valor absoluto

abs(J[f (x) — g(x)]. dx)

Si las graficas se cortan como en la siguiente figura tenemos que
realizar dos integraciones, y tomar

S=[lg() - F@].dx + [If@) — g(x)]. dx

para lo cual debo conocer el punto de corte.
y fix)

1
|
1
! |
| 1
! 1
| :
G h ¥

s ]

1
|
a

Podemos tener una situacion como la siguiente

Ejemplos:
1.- Calcula el area del recinto de la figura

fix)

donde f(x) = x* -3x* + x -3
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2.- Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de
f(X) = (X-2).(x-3).(x+1)
g(x) = -(x+1).(x-3).(x-2)
3.- Calcula el area del recinto limitado por las gréficas de
f(x) = -(x-3)° + 2
g(x) = x+3
4.- Area del recinto limitado por la circunferencia: x* + y* = 25,y

la parabola y = x?
¥

N

5.- Calcula el area sombreada

f(x)= x"2-5x+6
g(x)=x*3
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3.2.- Ejemplos: Aplicacion a algunos casos concretos

1.- Area del circulo

Hadiante Lr.r.-.g:‘l: S= pi a.b

Soserva: a.b =-=>*T | por micro
eranaformacida dal cigcule aa la elipss

Ecuacion: x2+y*=R? y=+vRZ —x2

El area del cuadrante x > 0, y > 0 la obtenemos asi:

2
S’=f0R\/R2—x2.dx=R.f; ’1—(%) dx =

(hago x/R=sen(t) ) =R.[ cos(t)?.R.dt =

= R2(t/2 +1/2.sen(t).cos(t)) =
_ 2,1 X 1 x X R _
=R '(E .arcSen(E) ooz .cos(arcSen(E No =

R Pl 1o o+l o=
=RA[(5 .2 +3.1.0) -G .0+2.0.1)]

i
= 2ER?,
2 2

Portanto S =4.51=pi.R?
(Resultado conocido por Geometria basica)
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Area en polares:

d8=% .R.dl :% .R.(R.dw) =§ RZ%.du ->

1 2 R? R?
S=2 .RAL[du =— . (uif == .(u2—ul)
NOTA: Siul =0y u2=pi/2, tenemos

R i
s== 2
2

2
B2 =1 piR?=2 deldisco completo
2 4 4

2.- Area limitada por la Elipse
Ecuacién: = + = =1, y= b Vaz—x2
a a
El area del cuadrante x > 0, y > 0 la obtenemos asi:

S = g.foa\/az — x2.dx = (hago = =sen(t)) =
= %.foa 1-— (g)z.dx = %f cos(t).a.cos(t).dt =

=h.a( % + %.sen(t).cos(t)) =

= b.a.(% arcSen( %) +% .= .cos(arcSen(>))]o" =
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=baf(:.Z+2.1.0)(5.0+2.0.0]= bal

Por tanto S =pi.a.b

(Observa que es el resultado esperado si vemos la elipse como
una “micro deformacion progresiva” del circulo)

3.- Sector circular:

Se denomina sector circular a la porcion del plano delimitada
por un arco de circunferencia y dos de sus radios. Otros métodos
para definirlo seria: porcion de circulo delimitada por dos de sus
radios o por un angulo central al mismo.

Sector circular
L

&

El area del sector circular es:

S=pi.R%:-==R?Z, uen radianes
2pi 2

Demost.:

En polares:
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1

dS=2 .R.dl =7 .R.(R.du) = .R%.du ->

1 u2 R? R?
S=2 R%.[ [ du == (u]¥2 =—.(u2-ul) =

:% .R%u , u=(u2-ul)
NOTA: Siul=0 y u2 = pi/2, tenemos

s=R

Zpl
2 "2

= % .pi.R? =% del disco completo

4.- Segmento circular:

Es la porcion de un circulo limitada cuerda por una ...
correspondiente.

Segmento circular
@

c es la cuerda
f es la flecha
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Sea R el radio del circulo u el &ngulo central, c la longitud de la
cuerda, s la longitud del arco, f la altura del segmento (flecha) y h
la altura de la porcidn triangular (apotema).

Tenemos:
- R=h+f
- L=R.u, uenradianes

- c=2Rusen(3) =R.y/2 — 2.cos(u)
- h= R.cos(%)

- f=R- R.cos(%)

- u=s 2.arcCos(%)

Area del segmento:

El area del segmento circular es igual al area del sector circular
menos el area del triangulo, esto es:

Area del Sector: S1 = Rz.%

Avrea triangulo: S2 =

= % . (2. R.sen (g)) .h = R?.sen (%) .COS (%)
AreaSeg. =S1—S2 (usiempre en radianes)
Nota: Recordamos de trigonometria que
sen(2u) = 2.sen(u).cos(u)

cos(2u) = cos?(u) — sen’(u) = 1 — 2.sen’(u)
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sen?(u) = —1_C°25(2”) , sen(u) = —1‘°°25(2“)
Por tanto sen(%) = 1_“2’5(”)
$$3000$$$
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Tema 4

Longitud de un arco de curva en el Espacio
Longitud de un arco de curva

Curva en el Eapacioc. Corte plano
Elipacide
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4.1.- Curvasen el Espacio: Longitud de un arco de curva

Una curva en el Espacio puede ser el resultado del vuelo de una
mosca, el movimiento de un artefacto espacial, ..., la interseccion
de dos superficies (limites comunes de dos superficies), etc., etc.

A) Ecuaciones en paramétricas

CURVA EN EL ESPACIO. ECUACIONES PARAMETRICAS

= dl? = dx{t)?® + dy(t)? + dz(t)?
zof -
x(t)
vit)
z(t)

Plxe, yo, =c)

Bk
LU

a1= 1/ FO YO D ae

dx = x"(t).dt '
dy = ¥"(t) .dt
dz = 2" (t).dt

L=Ix@+y@+z .at

yo

B

B4 t recorriendo R

Una curva en el espacio suele venir dada por sus ecuaciones
paramétricas

x =x(t)
y=y(t) . trecorriendo R
z=1z(t)

Un arco de curva en el espacio lo tenemos cuando limitamos el
recorrido del parametro t a un intervalo finito
[a, b]
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Por el mismo razonamiento hecho cuando estudiamos una curva
en el plano, el incremento de arco, dl, sobre la curva en el punto
P, viene aproximado por el segmento dT sobre la tangente a la
curva en P(x(t), y(t), z(t)).

En cada punto P tengo

dl=dT =/xX'(©)2+y'(t)2 + 7 (t)2.dt

y por tanto tenemos

L= [P X +y (0O + 2 (1) . dt
3)

B) Ecuaciones en cartesianas

Si el parametro t coincide con la variable x, entonces la formula
(3) se convierte en

X=X
y=yx)
z = z(x)

En este caso x’(x) = 1, y queda

L=’ J1+y (02 + 7 (). dx 3)’

Anélogo si el pardmetro es t=y 0 t= z, lo cual podemos elegir
cuando convenga

4.2.- Ejemplos: Algunos Casos concretos
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1.- Arco de curva sobre la esfera al ser cortada por el plano y = x

{x2+y2+zz=R2
y=x

Sol.:
- . 4x

— 2 2 __ -
Z=VR 2.x > derivada z N

Esfera y plano que la corta

linea de corte

1
1 N
v .
N
e |
] B SR R
T .
! _I,__\-"J
1 i’
1 '
! :
i -
!
'

Para laexpresion 1+ y'(x)* + z'(x)? tengo:

R _ _ 16x? _ 4x?
y X(X) - 1’ z ( ) 4. (RZ 2x2) R2-2x2
2.R?

) 4.x2
y finalmente: 1+1 RZ_2x2  R2—2.x2

L=\/7.R.f‘/— L dx=vV2. [ ——
0 VRZ—2x% ﬁ
(FX)

.cos(t).dt,

dx ,

x—
Hago v2._ = sen(t), dX_T
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Tengo
R.S L_ cos(t).dt = R.t = R.arcSen(

cos(t)

V2 x
=)

Aplicando Barrow
R

L= R.(arcSen(%)]g_E = R.arcSen(1)-R.arcSen(0) = R.%i
(El alumno puede comprobar que este resultado es correcto)

Curva en el Espacico
Sobre Esfera

2.- Arco de curva sobre la Esfera al ser cortada por un plano del
tipoy =k

x2+y2+22=R?
{ y=k

Sol:

Tengo y = k, x independiente

2?= (R* K% %, z=4/(R? — k%) — x2
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Curva scbre la Eafera

x? + 3y + 27 =R
¥ =k

Curva

Plano

¥y =k

Derivando: x’=1, y' =0, 7’ =-2%/2.,/(R2 — k%) — x2
xZ A RZ_kZ

PRV \
Tengo la expresion: 1 o) - Rk

Hago A? = R?— k%, entonces

A A 1 A1 ) W
L=AJ W'dx_fo 1_({)Z.dx—()
A

hago el cambio: % = sen(t), dx = A.cos(t).dt

(*)=Af, dt=At=AarcSen(3)]§ =A.Z = & VRZ = }2

(Tengamos en cuenta que es 1/4 de circunferencia)

3.- Estudio de la curva sobre la Esfera al ser cortada por un plano
del tipoz = ky

x% +y?+ 2% = R?

{ z=k.y

74



Todo Matematicas, Vol.9

Sol: (Su interés radica en la manipulacion de los célculos, ya que
su longitud coincide con la de un meridiano)

C curva

z=ky->x?+y* +k?y? =R?->x* + (1 + k?).y* = R?

_xX L2 R 2 ¥ 1 queesuma
W YT (Vitkz)" ~ R? R, A
(¢1+k2)
R

elipse sobre el plano z = k.y, con semiejes a=R, b= reve

Por tanto, la curva producida por el corte con el plano z = k.y
queda determinada por

x2 yZ
Py—
{ (V1+k2)
k z=ky
La proyeccidn sobre el plano z = 0 viene dada por
xZ yZ
—+t—% 1
(\/1+k2)2
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Tomo como parametro t =y, con lo cual tengo en paramétricas:

{x::‘JRZ-—(lﬁ—kZ)tz
z=k.t
R -2.(1+k?).t .

X' = 7’=k
2./R2-(1+k?).t2 ’

(1+k2).¢2

2
R2—(1+k?2).t2 +k

1+x'242'2 =1+
Dada la dificultad de la expresion resultante, y teniendo en cuenta
que la curva obtenida tiene el mismo perimetro que un meridiano,
y por tanto su longitud es L = 2.pi.R, en lo que sigue nos

limitamos a intentar calcular los limites del recorrido del
parametro t.

Obtenemos los puntos comunes de la esfera y la recta
{Z =k.y
x=0

Sustituyendo en x% + y? + z2 = R? obtengo
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2 2.2 _ P2 o — R
ye+ k. y“=R >)’_'jZVTIF7

Por tanto, la expresion de la curva queda finalmente

x = JRZ — (1 + k?2).t2 __R_._R
{ St , trecorre [ W’W]

4.- Arco de curva sobre el elipsoide al ser cortada por el plano
y=X

y=x
Sol.
u_x V_y_x_ax _au
a’ b b b'a b’
2 2 2,12 2
2 a 2 V4 _ a“+b 2 Z _
u +(E) .u +§ =1, b2 uc + =z = 1
a?+b?

Hago A = —— , y tengo ZZ=cA(1-AUW), z=cV1 - A.u?

Variable independiente u. Derivo respecto de u

a
v=-=-.u
b
z=cV1—2.u?
u =1
v=2
b
5 —4cu _ —2cu
Z:

271202 Vi—zuZ
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Elipsoide y plano que lo corta

linea corte

., . . a2 , 4c’u? _

Tengo la expresion subintegral: 1 +(5)" + —-—=
a?+b? 2 u?
= +
b2 4c "1-2.u?
_ a?+b? _ b 4c2.uy?

Llamo A =22 yentonces L = [, |4+ "> d
NOTA:

La integracion puede ser extremadamente dificil. Entonces
recurrimos a obtener una aproximacion como sigue.

Recuerda que por definicion de Integral definida
f; f).dx =1limy o Yic1 2.0 f(xi). Axi,

— .
donde Axi = Ta . Axi = 0 cuando n — o

Lasuma =1, . nf(xi).Axi puede aproximar el valor de L
tanto como queramos haciendo n grande.

Tenemos asi una aproximacion del valor L
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4c2?yi?

L~Yiz12.n|A+

AX

1-2.ui?’ !

para lo cual hemos dividido el intervalo [a;b] en n subintervalos
iguales de amplitud Ax = (x; 1 — x;) = bn;“

Haciendo n suficientemente elevado la aproximacion puede
sustituir su verdadero el verdadero valor de L.

Curva en el Espacio
Sobre Elipaoide

5.- Curva sobre el Elipsoide al ser cortado por un plano del tipo
y=k

X2 y2 ZZ

atypta=l
y=k
Sol.:
Tengo y = k, x independiente,
2 _ 2 k2 X2 _ 2 bz_kz XZ
Z—C.(l—b—z—a—z— ( b2 _a_z)
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Curva scbre el Elipacide

b2-k2
b2 '

Hago A?= y el cambio de variable: u = g

Queda: 2 = A (A%U?), z=cVAZ —u?

. s ’_ s —2cu
Derivo: x’=1,y’=0,z’ = PV
» c?u?
Tengo la expresion: 1 + yra

Limite superior de la integracion:
22
x == Vb? —k?, yportantou="= = LS\

a b
Tenemos
_rA c?.u?
L-fo 1+A2_u2.d

Dada la dificultad de la integracion nos remitimos a lo dicho en el
ejercicio anterior nam. 3.
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Dividiendo el intervalo [0;A] en n subintervalos iguales, cada uno

de amplitud Au = u; — u;_4 =%

[ / / / /|
I T T T 7

U=0 u, u, Up-1 u,= A

czu? A
Tenemos L =~ Zi=1,2,...,n 1+ ruz Au, donde Au = ;
i

4.3.- Curva de Viviani
Su definicion original es la siguiente:
Def.:

Curva de Viviani es la curva sobre la esfera que resulta al
imponer la condicién: v=u

x = R.cos(v).cos(u)
Para la esféricas: { y = R.cos(v).sen(u)
z = R.sen(v)

Proyeccidn socbre
OHY -
x+v =Rx
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La condicion v = u nos lleva a que

x = R.cos?(u)
y = R.cos(u).sen(u)
z = R.sen(u)
1)

Expresién paramétrica de la curva.

Tomando las expresiones de x, y tenemos
— 2

{ x = R.cos?*(u) Syl =

y = R.cos(u) . sen(u)

= R%[cos(u) +cos®(u).sen’(u)] = R2. [cos?(w). (cos?(w) +
sen?(u))] = R?.cos?(u) =R.x

He obtenido la relacién: x*+y® = R.x, que representa un
cilindro.

Representa también la proyeccion de la curva (1) sobre el plano
z=0.

Comprueba que esta proyeccion es el circulo con radior = R/2,y
centro el punto (R/2, 0).

Def.:
La curva de Viviani es la interseccion de la esfera con radio R con
el cilindro

X2 +y* = R.X
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Longitud de la curva de Viviani:

x = R.cos?(u)
y = R.cos(u) .sen(u)
z = R.sen(u)

El punto P(X, vy, z) de la curva estéa sobre la esfera y por tanto R es
constante.

Vectorialmente:
w = OP = (R.cos?(u), R.cos(u).sen(u), 2)

El elemento de longitud dl es el modulo del vector director de la
tangente (o vector tangente a la curva). Este vector es

W’y = (-2.R.cos(u).sen(u), R.[-sen’(u)+cos?(u)], R.cos(u))

|W,)|? = R%.[4.cos?(u). sen?(u) + (sen*(u) + cos*(u) —

-2.sen?(u).cos?(w)) + cos?(w)] =

R?.[2.cos?(u).sen?(u) + sen*(u) + cos*(u) + cos?(u)] =

= RZ.[cos?(u).sen?(u) + cos*(u) + sen?(u).cos?(u) + sen*(u) +
+ cos?(u)] =

= R?.[cos?(u).(sen?(u) + cos?(u)) + sen?(w).(cos?(u) +
+sen?(u)) + cos?(u)] = R2.[1+ cos?(u)] ,

por lo tanto: dl = R../1 + cos?(u) .du

Por simetria es suficiente calcular L’ = 1/2.L
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Ezfera:

=+ +2f = R®

Proyeccicon schbre
DHY -
x+v =R=x

L’=R.f0p7i\/1-|-TSZ(u)-d”:(*)

[V1+cos2(u).du= [2—sen?(u).du=

= V2. /1 —%.senz(u).du

Esta integral es del tipo eliptica de segunda especie, y tendriamos
gue utilizar tablas (u otros medios) para su calculo.

$$$000$$$
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Temab

Superficies en el Espacio
Integral doble
Célculo de superficies

Superficie parametrizada

Plxv.z)
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5.1.- Superficies en el Espacio

Una superficie, para ser definida precisa dos “parametros”, por la
misma razon que una curva precisa un parametro.

A) Superficie en el Espacio: Ecuaciones paramétricas

Superficie en Paramétricas
Q2

xox (u,v)
y*yie,v) (x0,yo,30)\

ez lu, v)

xowx (v, vo)
yory (uo,vo)
zo=z (vo 20}

Sobre la Superficie:
veyo da la curva Cl
usgo da 1a curva C2

Vectores: VepQ1
WerQ2

(vo,vo)

- Los vectores V, W
son tangentes a la
superficie y a 1a
curva.

x =x(u,v)
y =y(u,v), (uyV) recorriendo D < R?
z=z(u,v)

Una region finita (6 zona Z) sobre la superficie la obtenemos
cuando limitamos el recorrido de (u,v) a un recinto D en R

x = x(u,v)
y =y(u,v) , u,vrecorriendo D < R?
z=z(u,v)
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B) Superficie en el Espacio: Expresion en cartesianas

Es el caso cuando los pardmetros u, v son

X=U
Y=V  (xy) recorriendo D < R?
z=f(xy)

Superficie en Cartesianas
o2

Xy

Y-

T=Lix, ¥ Sobre la Superficie:
x»x0 da la curva €1
y*yo da la curva C2

[ / Y
(x0,¥0) e vectores:
V= PQi=(o,dy, ds)

x W= PQ2=(dx,0,dz)

Il punto fx,y} Los vectores V, W son
zecorze R* tangentes a la

superficie y a la curva

Introduccién al Célculo de la Superficie:

En un punto P(xo, yo, zo) de la superficie, zo = f(xo, yo)), una
“escama pequefia” dS, curvada sobre la superficie, es aproximada
por una “escama pequefia” dT plana sobre el plano tangente a la
superficie en P. La suma de todas las escamas dS, cuando
“saltamos” del punto

P(x0,y0,z0) al punto P’(xo+dx, yo+dy, zo+dz)
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recorriendo la zona Z, es aproximada por la suma de las
correspondientes escamas dT, con un error gque tiende a cero
cuando dx y dy tienden a cero.

De este modo que el valor S de la zona Z (acotada) de la
superficie, lo aproximamos mediante la suma de las celdas dT:

S~ ZTodas dr

Si e = max{dx, dy}, y hacemos e = 0, obtenemaos lo que
llamamos “Integral doble” y que nos da el valor “exacto” de S.
Asi

S=[f, dT (1)
donde D significa que “nos movemos por el recinto de definicion
D, sobre el plano, recogiendo y sumando escamas

infinitesimales”.

Necesitamos por tanto estudiar la Integral doble. Lo tenemos en el
punto 5.3.

Lo anterior es una breve introduccion siguiendo nuestra
intuicién. Quedara formalizado en el punto 5.4.
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5.2.-  Curvas sobre la superficie pasando por un punto P.
Tangentes a la superficie en P. Plano tangente y recta
normal en P

Observando la figura vemos las curvas C1, C2 sobre la superficie,
que pasan por P. C1 la obtenemos fijando el valor y = b, la curva
C2fijando x = a.

A.- Curvas sobre la superficie en un punto P:

Si fijamos un valor y = b, tal que (x, b) esta en D, la funcién z =
f(X, b) es de una variable independiente, y su gréfica es una curva
C1 sobre la superficie. Es la curva que produce sobre la superficie
la interseccidn con el planoy = b.

Curvas en un punto scbre la superficie

z="f{xny)
c=fla,b)

X

Anélogamente, Si fijamos un valor x = g, tal que (a, y) estd en D,
la funcién z = f(a, y) es de una variable independiente, y su
grafica es una curva C2 sobre la superficie anterior. Es la curva
que produce sobre la superficie la interseccion con el plano x = a.
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B.- Rectas tangentes en P:

Rectas tangentes en P, plano tangente en P

z=flxy) vl !
c=fla,b) |
|
1

o w2
{ab) 4

Ecuaciones: rl:
ri:

fx'{a,b).(x -a)
fy'{a,b). (v -b)

Fijado un punto P(a, b, f(a, b)) de la superficie, por este punto
pasan las cusvas antes descritas, y como tales curvas tienen su
recta tangente en P:

Cl: z=f(x,b),
Tangente: z = f(a,b)+ f *x(a,b).(x-a)

C2: z=f(ay),
Tangente: z = f(a,b)+ f °(a,b).(y-b)

C.- Plano tangente en P(a, b, f(a, b)):
Observa la figura anterior

El plano tangente a la superficie en el punto P contienen todas las
rectas tangentes a la superficie en P.

VVamos a probar que la Ecuacion de este plano tangente es
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z = f(a,b,f(a,b)) + fx(a, b).(x-a) + fy(a, b).(y-b)

Dem.: La forma mé&s adecuada la tenemos si operamos
vectorialmente.

Para cualquier punto Q que esté en ese plano, tenemos
0Q = OP +PQ
Tomo la base de vectores
vl = (dx, 0, f ’x(P).dx)
v2 = (0, dy, *,(p).dy)
Entonces
(xy,z) = (a,b,c) + k.(dx, 0, f’x(P).dx) + h.(0, dy, f y(P).dy)
de donde obtengo

x=a+k.dx
y=b+ h.dy
7 = c+k,f’x(P).dx+h.f’y(P).dy

y de aqui

con lo cual

X—a
dx

z=c+f,(P).dx. =2 +,(P).dy. yd;yb

z-c= f’(P).(x-a) + f’,(P).(y-b)
(Ecuacion del plano tangente en P) (8]

D).- Recta normal a la Superficie en P:
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Volvemos a la definicion de la superficie mediante ecuaciones
paramétricas (véase la figura méas abajo)

x = x(u,v)
y =y, v), (u, V) recorriendo D en R?
z =2z(u,v)

Manteniendo el valor fijo v = vo, cuando u recorre el intervalo
[a,b] los puntos (x,y,z) recorren un arco de la curva C1 sobre la
superficie.

Superficie en Paramétricas

xex (., v)
b o AU 2] (x0,y0,20)
s*zxlu,v)

xowx (o, vo)

yo=y (uo,vo)
zows (uo 20)

Sobre la Superficie:
vevo da la curva C1
u*uo da la curva C2

Vectores: VeiQ1
WePQ2

(uo,vo)
Loa vectores V, W
" son tangentes a la
superficie v a 1a
curva.
El vector
dx dy dz
= (@& W dzy g,
du’ du’ du )

es tangente a esta curva C1 al tiempo que lo es a la superficie.
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Del mismo modo, si fijamos el valor u = uo, cuando v recorre el
intervalo [c, d] los puntos (X,y,z) recorren un arco de la curva C2
sobre la superficie.

El vector
_ dx dy dz
W= (dv " dv ' dv ).dV

es tangente a esta curva C2 y a la superficie.

El vector ‘Producto vectorial’, VXW es perpendicular al plano
cuyo subespacio director esta generado por V y W. Este plano es
el plano tangente.

Tenemos asi el vector normal a la superficie en P:

i j k
d d d
N = VxW = | @)-du 2> (0).du == (p).du

dx dy dz

- (p).dv > (p).dv - (p).dv
Def.:
Llamamos recta normal a la superficie en el punto P a la recta
cuyo suebpacio director esta generado por N.

Diremos simplemente que N es un vector director de la recta.

Evidentemente esta recta es ortogonal (perpendicular) al plano.
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En cartesianas:

En el caso de una superficie dada en cartesianas

X=X
y=y
z= f(x,y)

En este caso

V = (dx, 0, f (P).dx) = (L, 0, f *(P)).dx
W = (0, dy, f*,(P).dy) = (0, 1, f *,(P)).dy

Como vectores directores podemos tomar

V =(1,0,f«(P))
W=(0, 1, £,(P))

y entonces
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i ik
1 0 f'(»
0 1 fy,(p)

N =VxW =

= -i.0(p) 4.£4(p) tk = (-£(p), -I'y(p), 1)

Su modulo es

Mod(N) = J 1+ £ ()2 + £ (p)?

El vector normal unitario, cambiando ademas la orientacion de N,
es

o 1

n” = —=——==.(f"y(p), f’y(p), -1)
[1+£L ()2 + £ (p)?

En adelante lo designaremos por u: u = (f’«(p), f’y(p), -1)
Si Q(x,y,2) es un punto cualquiera de la recta normal
OQ =0P +k.u
(xy.2) = (ab,c) + k.(F'(p), Fy(p). -1)
de donde las ecuaciones paramétricas de la recta normal

y=b+k.f,(p)
z=c—k

{x=a+k&Tm
r=
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Ecuaciones cartesianas de r:
Tengok =c-z
x=a+fx®).(c—2)
y=b+ fy(®).(c—2)
recta como interseccion de dos planos.
5.3.- Integral doble
5.3.1.- Integral doble en coordenadas cartesianas
En coordenadas cartesianas tenemos dos caso que se tratan de
forma claramente de distinta forma, como muestran las dos

siguientes figuras.

z = f(x,y), definida sobre un dominio D en R?

2 = £ix,
¥ - v
5 - a e —
x dir
T dx
! I =" 7 gix,y) =0
| | 1 be" _ _ __ —
! ! ' v = hlix) o
: I I ¥ = hZix)
oy
'__'" T X E“'/ [ad ¥ ’d
® s oE | A x=hzi(y
5 % ) o dy -
glz,y) =0 gix,¥y) =0
Tz = hlliy)

En la figura: dx = Ax, dy = Ay
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La relacion g(x, y) = 0, también llamada ligadura entre x, y (que
sobre D son variables independientes), permitira uno de los dos
€asos siguientes:

-Despejar y = h(x)

-Despejar x = h(y)

Tomaremos la mas adecuada en cada caso.

La construccion de la integral doble es la siguiente. Consideramos
el dominio D dividido en celdas de lados Ax, Ay, siendo su &rea
Ax.Ay. Al mismo tiempo en el interior de cada celda tomamos el
punto P(xi, y;, zij) donde z;; = f(X;, y;). El producto z;;. (Ax. Ay) es
una aproximacion del elemento de volumen dV. Cuando P recorre
los “nudos” de una malla “marcada” sobre la superficie, la suma
de los valores z;;. (Ax. Ay), mediante una doble suma, es una
aproximacion (gruesa) del volumen V:

V=N R £, ). Ax. Ay

Una forma ordenada es la siguiente: Divido [a; b] enn
subintervalos [x;; Xi+1] donde X;.; = X; + Ax. De forma analoga
divido el intervalo [c; d] en m subintervalos: [y;; yi.1] donde yi., =

yi+ Ay

Evidentemente Ax = b;—a Ay = % , de modo que cuando

n, m-->oo los valores Ax, Ay -->0
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Def.:
Llamamos integral doble al valor del siguiente limite cuando éste
exista

My 00 Nima (Bf21 f (1, y)). Ay). Ax
La representamos mediante

mf@wdmw

Significado:
z S

Sefes

]

ST

k=4
AN
S

/

Su valor coincide con el volumen del sélido limitado
superiormente por la superficie, lateralmente por el cilindroide
generado por una recta r paralela al eje oz al recorrer el contorno
de D (dominio de definicion de f(x, y)), inferiormente por la
region D del plano oxy.
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Su calculo:

En la préactica su valor lo obtenemos por integracion sucesiva, que
significa

[y FGey).dy).dx, obien [([72) f(x,y). dx).dy

donde el caso mas favorable se da cuando x y y no tienen ligadura
entre si, siendo totalmente libres en el borde de D. En este caso

I, feoy).dx.dy = [2([2 f(x,y).dy).dx

Caso 1: Suponemos que la ligadura g(X, y) = 0 de donde es
posible despejar y = h(x). En este caso, para un valor de x del
intervalo [a; b] obtenemos valores extremos

y1 = h1(x)
y2 = h2(x)
a<x<bh
¥
v =h2{x)
L y= hifx)
a? é x

Suponemos que h1(x) < h2(x) para todo x en D.
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Entonces

[l, FGoy).dxdy = [y FGaY).dy).dx = [} GGo). dx

Caso 2: Puede ocurrir que de la relacion g(x,y) = 0 resulte mas
facil despejar x = h(y), en este caso

x1 = hl1(y)
x2 = h2(y)
c<x<d

Suponemos que h1(y) < h2(y) para todo x en D.

Entonces
[f, fay).dxdy = [1(e) FGoy).dx).dy = [TH().dy

x = hily] % =h2ix)
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Ejemplos:

Calcula las siguientes integrales

1- 1= [ ([} G+ y).dy).dx

2- 1= 2 e+ y).dy). dx

3.- Determina los limites de integracion de

Jls fx,y).dx.dy
donde S es el recinto limitado por

yZ_x2:1

x =2
x= -2

Sol.: h1(x) =-V1+x? ,h2(x) = V1 + x?
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5.3.2.- Cambio de variable en la Integral doble

En ocasiones puede resultar mas fécil utilizando otro sistema de
referencia (coordenadas).

Caso 1: Cambio a coordenadas polares:
Las nuevas variables sonry g

{x = r.cos(g) -- >z = f(r.cos(g), r.sen(g))

y = r.sen(g)

En el plano (X, y) el elemento de érea es

ds=1(dx,0,0) ~ (0,dy,0)|, donde

i j ok
(dx,0,0) ~ (0,dy,0)=|dx 0 0f=(0,0,dx.dy)
0dy O
y su modulo es el valor positivo.
ds = dx.dy

En el plano (r, g):
Vectorialmente

W =0P = (x, y, 0) = (r.cos(g), r.sen(g), 0)
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Ble,g) - Bix, y)

Los vectores direccionales (vector director) de las tangentes en un
punto p(r, g) son

w,(p) = (X..dr, y..dr, 0) = (cos(g).dr, sen(g).dr), 0)

Wy(p) = (Xq.dg, Yg.dg, 0) = (-r.sen(g).dg, r.cos(g).dg, 0)

y su producto vectorial
i j k
wi(p) * wy(p) = | cos(g).dr sen(g).dr 0 |=
—r.sen(g).dg r.cos(g).dg 0

= (0, 0, r.dr.dg ), donde se ha tenido en cuenta que
cos’(g) + sen’(g) = 1

Sumadulo es [wr(p) * wg(p)| = 0+ 0+7r2.dr2.dg? =
= r.dr.dg

Significa que, en la ‘transformacion’ de cambio de variable,

{x r.cos(g)
y = r.sen(g)
El valor dr.dg se transforma en dx.dy, tomando éste el valor

r.(dr.dg). Esto es
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dx.dx = r.(dr.dg)
Resumen:

El valor dx.dy = r.(dr.dg) en el plano (X, y) es el ‘transformado’
del valor dr.dg en el plano (r, g).

El valor de ff, f(x,¥).dx.dy coincide con el valor

Il f(r.cos(g),r.sen(g)).r.dr.dg

ésto es:

/I, fC,y).dx.dy = [[,, f(r.cos(g),r.sen(g)).r.dr.dg
donde D en el plano (X, y) es la imagen de D’ en el plano (r, g).
Caso 2: Caso general: Cambio a paramétricas
También llamadas curvilineas

{x = x(u, v)

. (u, v) recorriendo D’
y=yuv) V)

Transforma el recinto D’ del plano (u,v) en el recinto D del plano

*, y).

Vectorialmente tenemos
W =0P = (x,y,0) = (x(u,v), y(u,v), 0)
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En el punto P(xo,y0,0) tengo los vectores directores de las lineas
‘transformadas’

Wy = (x, (). du, yu(p).du, 0)
Wy = (x,(p).dv, y,(p).dv, 0)

¢ j k
Wy MW, = xy(p)-du  yu(p).du 0 |_
x,(p).dv y,(p).dv 0
= [ i xu(p) yu(p)
=0.i +0.j + %, (p) yv(p)|.(du. dv).k,

Teniendo en cuenta que /k/ = 1, el médulo del producto vectorial
anterior toma el valor

(@) Yu(P)
5%®) @) | (@uay

A

lwy, vl

En Matematicas designamos

i) = [ @®  yu)

xy,(p)  Yw()

Asi los valores du.dv en el plano (u, v), y dx.dy en el plano (x, y)
estan relacionados por la igualdad
dx.dy = J(p).(du.dv)
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(El valor J(p) lo llamamos Jacobiano en el punto P.)

Gréaficamente

| dvi
da'= du.dv
dy | ds = dx.dv = J(P).{du.dv)
E
du — E  dx

o u

Resumiendo: dx.dy = J(p).du.dv, y en la integracion

/l; fGey).dx.dy = [f,, f(,v).J(P).du.dv
En la practica:

En el mejor de los casos permitira obtener una relacién como v =
h(u) (6 u =h(v) ), en cuyo caso operamos asi

1= fo Uy £, v).J (P).dv).du

Ejemplos:

1.- Calcula la siguiente haciendo el cambio a coordenadas

polares:
I=[f; y1—x%—y?% .dx.dy

donde S es el circulo con radio R = 1y centro el origen.

Sol.: Llegamos a
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fhﬂognv1—rzmh)dt=%.m

0

2.- Pasando a polares calcula
1= Sy F(VAZ+ Y2 ).dy). dx

pi _2
Sol.: Queda [#(f*®r.f(Vr?).dr).dt ,y dependiendo de la
expresion f(r) se resolvera.

. . . =x+ .
3.- Efectla el cambio de variable: {1; _ TV enla integral

xX=y
1= [y (Jy £ G y).dy).dx
Sol.:  En primer lugar se llega a

1=1/2.
{L;(Jfﬁf(ﬁgz,zgz).dv).du'+
4—[5(Li;?f(zgz,zgz).dv).du]

y es que el nuevo recinto S’ es un cuadrado cuyos lados son:

v=u

ut+v=2

u—v=2
v=—u

+y

4.- Efectta el cambio de variable: {Z z en la integral
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1= [y (fy £Go ). dy).dx
El recinto S de integracién es el cuadrado de lados:

y=0, x=1y=1,x=0

e

u+
X = ——
2

<

u
2

<

Sol.: Despejando X, y obtengo: {

Veamos en qué figura se convierte el recinto S

Aconsejo tener presente, por adelantado, lo que decimos en (¥*).

0<X%<1

Camino 1:y =0, 0<=x <= 1——>{ 2_, ,dedonde

2
0<u+v<2,0=u—v, dedonde:v=u,y0 <2u<2,de
donde

0<u<l yo0<sv<l1

1=
Camino 2:x=1,0<=y<=1->{ u . de donde
OSTﬁl

2=u+vVv, 0<u-—v <2,dedonde:

v=2-u,0<2u—2<2,
de donde 0 <= u <= 2. Para que el contorno sea una linea
continua ha de ser
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l<=u<=2

0<—<1
v , de donde

Camino 3: 0 <=x <= 1,y=1->{

0<=u+v<=2,2=u-v, dedonde;
v=u-2,0<2u—2<2,

de donde 0 <= u <= 2. Por continuidad de la linea de contorno ha

deser 2>=u>=1

0
Camino4:x=0,0<=y<=1-> {0 - 2 de donde

=T

O0=u+v,0<=u-v<=2, dedonde
v=-u,0<2u<?2,

de donde 0 <= u <= 1. Por continuidad de la linea de contorno ha

de ser

1>=u>=0
Observa la figura:
LR
=&
tL ¥ =1
14 /{
. v =-u+ 2
. 3"
b
(= 1 i 153
\r v =u -2
_1i
-
Ty = —u
-2 4
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| =
By rE ) avy.au + [ (25 F (52 50). dv).du

(*) Puede resultar mas préactico transformar cada tramos de la
linea quebrada que encierra el recinto S y después obtener sus
puntos de corte (vértices de dicha linea quebrada), como sigue:

u+v

x<—=<1
lineal:y=0--> Z_, dedonde lineal:v=u
-2
= W
Linea2:x=1--> u—y  ,dedonde 2 =u+v-->
OSTﬁl
linea2:v=-u+2
0< ¥ <1
Linea3:y=1->{ 2, . dedonde2=u-v->
==
linea3:v=u-2
0= *"¥
Linea 4:x=0-> u_v> _,dedondeu+v=0->
OSTﬁl

linea4:v=-u
Vértices del nuevo recinto S’:
V1(0, 0), yaque (0,0)-->(0,0)en S’

A continuacién hallo corte de cada uno con el siguiente.
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v=u - =

{v T g us 2> u=1->v2(1 1)

{V = —u + 2_>_u+2:u—2—>2U:4'>V3(2’0)
V = U — 2

{V = u — 2_>u_2:_u_>2u:2->v4(1,'1)
vV = —u

NOTA: En la préctica puede interesar hacer un cambio de
variable para hacer mas facil obtener la Integral indefinida (Una
primitiva). Obtenida la Integral indefinida deshacemos el cambio
de variable (volver a las variables iniciales) y aplicamos los
limites de integracion originales.

En otro caso tendriamos que transformar los limites originales
para obtener los nuevos limites de integracion. Dicho esto
podemos tener situaciones en las que resulte mas facil esta
segunda opcién.

5.4.- Calculo de una Superficie

5.4.1.- En coordenadas cartesianas

Sea la funcion z = f(x, y), que como sabemos determina una
superficie (siguiente figura). En lo que sigue D < R? representa la

region del plano (X, y) cuya imagen Z (sobre la superficie)
deseamos medir, calculando el valor de su superficie.
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Célculo de la Superficie

z=finy)
c= fia,b)

vl
P'(ab)g, dy 7
S
Vemos marcada una escama
tangente a la superficie

Fijado un punto p’(a, b) en D, la celda rectangular determinada
por los lados a+dx, b+dy, tiene imagen la celda dS sobre la
superficie. La imagen del punto p’(a, b) es P(a, b, c), ¢ = f(a, b).

En este punto P tenemos el plano m, tangente a la superficie.
Sobre este plano tangente tenemos una celda dT (plana) cuya
proyeccion (eje de proyeccion 0z) es dS.

Cuando dx, dy -- > 0, entonces dT tiende a coincidir con dS.
Hacemos que el punto p’(a,b) recorra una parrilla predefinida
sobre D: p’(a,b) -> p’(atdx, b), p’(a,b) ->p’(a, b+dy), p’(a,b) -->
p’(a+dx, b+dy), y reiterando. (Si D fuese de la forma [a; b]x[c; d]

seria més facil imaginar la citada parrilla).

Esto nos lleva a que tenemos la superficie recubierta por celdas
del tipo dS, cada una de estas asociada a una celda plana dT, y
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aquellas y éstas se corresponden con celdas planas dx.dx en D.
(Estamos identificando “celda” con el valor de la superficie que
representan.

La suma de todas las celdas dT nos da una aproximacién de la
suma de todas las celdas dS, y, bajo las condiciones de
continuidad, se cumple:

limd -0 Zsobre D dT = Zsobre z ds

donde d = méax{dx, dy}, y por tanto la parte Z de la superficie
S;=limg , o Xsobre p AT (en adelante S)

En el punto 5.2 hemos estudiado rectas y plano tangente a la
superficie en P, y por los resultados alli obtenidos sabemos que

dT = J1 + £ )2+ £i(p)? . dx.dy

(Aqui p es el punto p’(a, b))
Entonces, teniendo en cuenta que p’(X,y) recorre D, tenemos

s=Jff, Jl +FG0 )+ £ y) - dx. dy

En la practica una Integral doble se calcula mediante integrales
sucesivas:

S= (LU [1+ Gy + Fy)? . dy).dx

sobre el dominio D.

Hemos supuesto que X, y estan relacionadas (ligadas) entre si
mediante g1(x,y) = 0, g2(x,y) = 0, y que hemos podido expresar y
= h1(x), y = h2(x).
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Cuando no exista ligadura entre ellas D sera de la forma
D =[a; b]x[c; d], y queda la forma mas simple:

S= [0S [1+ 260y + f ). dy).dx

Ejemplo:
Superficie de la parte del plano

mZ+24+Z=1,
a b c
limitada por los planos coordenados.

Sol.: Observa la siguiente figura.

m: xfa + ¥/b + z2/fc =1

be.x + ac.y + ab.z = abc

Recinto de integracion: z =0 -- > bx + ay = ab,
bx+ay—-ab=0--> y=§.(a—x)

D es la region limitada por: y = Z. (a—x),x=0,y=0.

Sobre la superficie tengo:
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z = c.[1-(x/a + y/b)] =é.[ab — bx — ay]
, _—cC , _ —C. c? ¢ a’p®+a’c?+b3c?
R R e

ﬁ.\/azb2 + a2c? + b2c2

S=—. [ VaZb? + aZcT + b2cZ . dy). dx =
= L Va?b? + a?c? + b2c? .foa(fob(x) dy).dx

T ab

Operando

Joa(_fobm dy).dx = foa(ﬂg(x) dx = foag.(a —x).dx =

b b 2 b
=;.f0a(a—x).dx =Z.(ax—x7]8 =Z.(a2—7)= ~

Por tanto
S= ﬁ.\/azb2 + a%c? + b2c2 .a?b =% Na2b? + a?c? + b2c2

Result: S =% NVa?.b? + a?.c? + b?.c?

5.4.2.- Superficie en coordenadas curvilineas

x = x(u,v)

y = y(uv) -> z=1(x(u,v),y(u,v))

Sea z = f(x, y), y hacemos {
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Tengo
dz dx4_2£ EZ _

dx du dy' dv

= X(X(U,V),y(U,V)).Xu + fy(X(UvV)’Y(UaV))-Yu

dz dx  dz d
7, =2 =+ 2 2 =
dx dv dy dv

= fX(X(U,V),y(U,V)).XV + fy(X(UvV)’y(UaV))-yv

Tengo pues el sistema

{Zu = fx(X(u,V),Y(u, V))'xu + fy(X(U,V),Y(u,V)).yu
zy = (W v),y(Wv)).x, + f,(x(Wv),y(u,v)). ¥

donde consideramos como incognitas fy(x,y), f,(X,y)

Aplicando método de Cramer (Vol. 10)

Zu yy Xu zy

Z X
fe(x@v),y(w,v)) = 7350, f(xwv),ywv)) = 1w

Xy YUl Xy Vv

Entonces, realizando los célculos llegamos a

1+ f,(x(uv).y(U V) + fy(x(uv),y(uv))* =

_ 1
~ Xu yu| '
Xy Yy

2 2

Xy Yul?

Xy W

Zy Yu Xy Zy

Zy Yv Xy Zy
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y por lo tanto, la expresion

s=ff, \/1 R Y)? + £ y)? . dx.dy

se transforma en

2
Xu Yul®> | |Zu vy

Xy v

Xu z,

2
.du.dv

1
S= — .
ffZ’ |’;1; §:| \/ Zy Vo Xy Zy

5.4.3.- Resolucién de casos practicos

NOTA: Elsimbolo (#) significa que es un resultado confirmado
por haber sido comprobado (corroborado de algin modo)

1.- Superficie de la parte del cilindro x* + y* = ax,
cortada por la esfera x* + y* + 7° = a’
Sol.: Linea interseccidn de las dos superficies:

L. {x2+y2+22= a?

, Proyeccion de L sobre el planoz =0
x2+y?=ax 4 P

x?+y?=ax->x%+y?—ax =0, que puedo expresar asi

(x-a/2)’ +y* /4 =0, de donde (x — )2 +y% = (5)?

que es el circulo con radio r == y centro (=, 0, 0).
2 2
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Esto nos dice que la proyeccidn ortogonal, sobre el plano z = 0,
de la seccion del cilindro con la esfera es la circunferencia de

radiorzg y centro en (%, 0, 0).

Cilindro:

= 4+ v = ax

NOTA: La parte sombreada representa la mitad de la superficie
gue nos piden, la otra mitad queda por la parte inferior al plano
oxy, donde los valores de z son negativos.

Recinto de integracion:

A pesar del resultado anterior nos interesa tomar el siguiente
como recinto de integracion.

Si L es la linea producida sobre la esfera, tomo su proyeccion
(ortogonal), L’, sobre el plano X0Z: y =0

Tengo
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z=+Va? —ax , relacion entre x, z a lo largo de L".

Tomo z = +Va? — ax ylallamo h(x) = +Va? — ax

El recinto de integracion, D, es el recinto del plano X0Z limitado
por la linea L’, y cumpliendo x >= 0, z>= 0.

Sobre la superficie del cilindro tengo
y=tVax —x?,ytomoy=+vax — x? y hacemos

después uso de la simetria.

5 a—-2x

Y et YT
1+( a-2x )2 - 1 a?+4x?-4ax _ a?
2Nax—x2 4.(ax—x?) 4.(ax—x2)
Entonces
g =

Uy ™ dz2).dx =

_ h(x) a _a
_fo (fo = _ax_xz.dz).dx =3 f ,—ax =

NaZ—ax .dx = L[ S dx=(¥)

ax—x?2 ax—x2

f az:ax dx \/'— f a—Xx .dx —

x.(a—x)
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:x/a.fx_%.dxz 2va .x
*) :g_z_\/;.(\/} 18 = a? (cuarta parte)

Resultado: S = 4a #)

2.- Superficie de la parte del paraboloide y* + z° = 2ax,
limitada por el plano x = a.

Sol.:

Comprobaciones para la representacion:
Y +72=2ax, x=0->y=z=0->V(0,0,0)

x>=0,x=k->y*+7° = (\/2ak )?

Esto nos dice que cualquier seccion por un plano x =k es un
disco.

y?=2ax, x =0 ->y =0 ->sobre el plano z = 0 es una parabola.
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Al ser z libre nos da un cilindroide de forma que cortando con
z = k resulta siempre esa misma parabola. En este cilindro ha de
ser siempre x >= 0.

Sobre la superficie S del paraboloide tengo z = +,/2ax — y2

Por simetria puedo tomar z = +,/2ax — y?

2a -2
Tengo z,) = ————, z,) = ——n—
2.4/2ax—y? 2.+/2ax—y?
1+ a’+y?  2ax-y%+a’+y? _ 2ax+a?
2ax-y2 2ax-y? T 2ax-y?

Recinto de integracion:

Sobre el plano XOY tengo

y = +V2ax, tomo signo +, y entonces D es

D:{y _Zix Ilamo h(x) = v2ax

x <=
f (fh(X) 2ax+a dy) dx=(*)
2ax—y? -y2 )
Operando
2ax+a® 1 _ 1 _ 1
2ax—y?2 ~  2ax-y? T zax  y? - 2ax (1__)
2ax+a? 2ax+a? 2ax+a? 2ax+a?’ 2ax

Integrando respecto de y:
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2ax+a? 1 .
2ax f 1 32 'dy - ( )
2ax

Hago sen(t) = \/% , dy =v2ax .cos(t).dt

fcos(t) V2ax .cos(t).dt =2ax.t =+2ax. arcSen(F)
(**) = 2axta? - faax. arcSen(F)

Apllcando Barrow

h(x) [2ax+a? _, |2ax+a? y J2ax _
fo rary? .dy =( f ——— -V2ax .arcSen (m )]0 =
2ax+a? VZa
= . V2ax .arcSen (F)
2ax+a? 20Lx+a2 pi _
.V2ax .arcSen (F) Sox 2ax S =

%i ~N2ax + a?
Siguiendo
*) =%i .fObVZax +a? .dx = (**)

(hago t = 2ax + a®)
con lo cual
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. 1 - 3
%.fﬁ.%.dt=%.§. tz = —.(2ax + a?).V2ax + a?
(**)—— ((2ax + a?).V2ax + a2 1§

= Pt .[(2a? + a?).V2a? + a? -

6.a

=2 [3.03).a.3 - a¥] =22 [3.43 - 1]

6.a

Este valor obtenido es 1/4 de la que se pide, por tanto

S= 4p” [3v‘—1]2p” 3.3 -1]
#)

Cuando tomo el plano x = b queda:

Resultado: S = 23'—’: .[(2ab + a?).V2ab + a? -a?]

3.- Superficie de la parte del paraboloide y* + 7% = 2ax,
comprendida entre el cilindro y* = ax y el plano x = a. (a > 0)

Sol.:
Comprobaciones para la representacion:
y'+z°=2ax, x=0->y=2z=0-->V(0,0,0)

x>=0,x=k-->y*+ 7 = (\2ak )?
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Esto nos dice que cualquier seccién por un plano x =k es un
disco.

X ¥ = ax

Observa: y*=ax, x=0-->y=0->sobre el plano z= 0 es una
parabola. Al ser z libre nos da un cilindroide de forma que
cortando con z = Kk resulta siempre esa misma parabola. En este
cilindro ha de ser siempre x >= 0.

Sobre la superficie S del paraboloide tengo

z=+./2ax —y?,

Por simetria puedo tomar z = +,/2ax — y?

Tengo
2a -2
ZX’ e , Zy’ — y
2.4/2ax—y? 2.+/2ax—y?
N a’+y? _ 2ax-y*+a’+y? _ 2ax+a?
2ax-y2 2ax—y? T 2ax-y?

Recinto de integracion:

Sobre el plano XOY tengo la interseccion con el cilindro:
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y = +v/ax, tomo signo +

y tengo también la interseccion con el paraboloide:
y = ++v2ax, tomo signo +

Entonces D es el recinto limitado por
y? =ax
D: {yz =2ax
x<=a
llamo h2(x) = v2ax , h1(x) = vax
Entonces

S =

fhz(x) 2ax+a?
h1(x) 4/ 2ax—y?

.dy).dx = (*)

Transformamos el integrando

2ax+a? 1 _ 1 1
2ax—y?2 ~ 2ax-y? T zax  y2 2ax (1- y2 )
2ax+a? 2ax+a? 2ax+a? 2ax+a?’ 2ax

Integrando respecto de y:

2ax+a? 1 .
2ax ' f - i * dy - ( )
2ax

Hago sen(t) = \/% , dy =+/2ax .cos(t) . dt

f : .\/Zax.cos(t).dt=\/2ax.t=\/2ax.arcSen(\/%)

cos(t)
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(**) = 2ax+a? . V2ax. arcSen(F)

Aplicando Barrow

h2(x) [2ax+a? 2ax+a? N
fl(x) raxy? W =( / 2ax. arcSen( )]r

= |2axta® - o arcSen(\/_)

o
2ax+a Vax
Ry .V2ax .arcSen (—\/_ )

- 2ax+a? \/-— pl \ 2ax+a \/—

Pl Zax+a? -2 N2ax + a2 =2 VZax + a2
Integrando respecto de x

%i.foa\/Zax +a?.dx
(hago t = 2ax + a*, dt = 2.a.dx )

%.f\/f.dt = % @ At3 ],portanto

p:i.foaVZax + a2 .dx :% ((Rax + a*).NV2ax + a?]§ =

= % [(3.a?).V3.a% — a?] =B 42.[3.4/3-1]
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Teniendo en cuenta la simetria
s=4.2 a2 [3.43-1]
Result.: S =p?i .a%.(3.43-1),
#)

4.- La Esfera:

X +y +72 =R’ z=JR*— (x2 +y2) =f(xy)

f’X(X,y) = _—x’ f’y(xiy) = _—y
JRZ=(x2+y?) JRZ—(x2+y?)
1+ (PYEy(PY = ... R® R®

- RZ2—(x2+y2) - (R2—x2)—y2

Superficie de la Esfera

pequefia delda tangente
a la superficie

]

En la practica: u=dx, v=dy

Para un octante de esfera tenemos

, (R, VRZ—x2 R
s = [, , —m.dy).dx
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(hago A =VR? — x2)

dy).dx =

_f(foery)dx Rf f(;l\/l_.
1-(5)?

(Cambio de variable 2 = sen(t)-> dy = A.cos(t).dt, tl<t<t2)

R, 1 t2
=R [, G-A g = (t) .cos(t).dt).dx =

R
=R. f (f (t) .cos(t).dt).dx =R.[] (arcSen(%)]oA ax =
=R[IZ dx=RE(x=R.E
Queda: S esfera = 8.R%pi/2 = 4.R pi
5.- Superficie del Elipsoide

2 2
X Yo,z _ - x4 Y
atiypta=1 Z1-G+

2 2
z=0nos da= + = = 1 para el recinto de integracién, de donde
a b
expresamos y = g(x):

_ 1 2 |12 2.2 _b
—;.(a.b —b.X), y—z. a? — x2

. b . . ‘g
Escribiremos A =~ ~Na? — x? con el fin de simplificar.
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c
z7=— +/@2.b% — (b2.x% + a2.y?) =f(xy)
f(xy) = c —2b%x _c —b%x
XY a.b '2,/a?b2—(b2x2+a2y?) a.b [a2b2—(b2xZ+aZy?)
fyxy) = = et
Y\ a.b '\/azbz—(b2x2+a2y2)
Superficie del Elipsoide
z
¥ pequefia celda tangente
En la practica: u=dx, v=dy a la superficie
222 (4252 2,24 2.2 2 (phy2 q4a,2
b“.(a“b“—(b*x“+a +c2.(b*x*+a*y~)
2 2_4a ( ( Y)) ¥
I+ £,(xy)" + £y(xy)" = =

a2b2.(a2b2—(b2x2+a2y2))

(a4b4—(a2b4x2+a4b2y2))+c2.(b4x2+a4y2) _
(a4b4—(a2b4x2+a4b2y2)) -

c?.(b*x%+a*y?)

=1+ =
a*b*—(a?b*x2+a*b2y?)
1+ c? b*x2+a*y? _ c? 1
- a2b? " a2b?—(b*x2+aty?) T azp?’ a2p?
1—
bixZ+aty?

La integral a resolver se presenta extremadamente dificil.
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Para un octante del elipsoide seria

) A 2 1
S :foa(fo 1- agbz . 202 .dy).dx, donde
T b x2raty?

b
A=-+a? —x?
a

NOTA:

Considerando el elipsoide como “micro deformacion progresiva’
de la esfera, afirmamos que su superficie puede ser aproximada
por el valor

)

S~4pi.(Va.b.c)?

(Témese como una aproximacion)

Esta aproximacion sera tanto mejor cuanto mas se aproximen los
semiejes a, b, ¢ aun mismo valor R (radio de la esfera
equivalente).

Mas adelante veremos otra vez como obtener el valor de S.
6.- Superficie acotada del Paraboloide eliptico:

Paraboloide
X2 y2 _
; + ﬁ =k.z y

Sol.: Acotamos con el valorz=d
_1 x*  y?
=3 + b2
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= R
Cuandoz=dtengo -—.(+1;
semiejes:

a’=axvk.d,

) =1, que es un elipse con

b’ =b.Vk.d,

En lo que sigue represento a’ por a, b’ por b.

Paraboloide eliptico

ku+hov

it =

En la practica u=dx, v=dy

Recinto de integracion: Es el recinto D limitado por la elipse

Integramos sobre el cuadrante x >

Despejo y en funcion de x para el

y2 = a2b? — b2x’ = b.(@%xD),

Represento b2 =b.va? — x2

fX(X'y) = % ]

13

fy(x.y) =

=0,y>=0.
proceso de integracion:

y=bVaZ — 2.

2y
k.b?
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1+ a.x? + 4y?  _ k?a*b*+4.b*x*+4.a*y?

k2.a* k2.p? k2.a*.b* !

hacemos su raiz cuadrada

1
k.a2.b?

AJ (k2. a*.b* + 4.b*.x2) + 4.a*.y?

1)
Hago A(x)? = k®.a*.b* +4.b* x? = b*.(K%.a*+4.x?),
AX) =b*VkZ.a* + 4.x2
En lo que sigue A representara A(X)
Entonces (1) queda asi:
A 1+ (2222

k.aZpz "

y pasamos a integrar respecto de ‘y’ (prescindiendo del factor
1
k.a2.b2 )

S = [CA.(f) /1 +(222)2 dy).dx =

2a%y _ _ A 2 _ 2a%y
" = tan(t), dy—ﬁ.sec (t).dt, t=arcTan( " ) )

constante

(Hago

=A% ([ sec(t)?.dt).dx = (*)

" 2a2

Resuelvo [ sec(t)?.dt =
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= 1/2.[sec(t).tan(t)+ In(sec(t)+tan(t))] =

2 2
= 1/2.(mTy.sec(arcTan(2‘:fy)) +

2 2
+ 22 + sec(arcTan (2] =

(donde b2 =b.Va? — x?)
= 1/2.[2‘%2.b.\/a2 - xz.sec(arcTan(z%z.b.\/a2 —x2)) +
+ In(z%z. b.Va? — x% + SeC(arcTan(Z%Z.b.\/a2 —x2)))]-
2a? 2a? 2a?
-1/2.[7. 0.sec(arcTan(T. 0) + In(T 0+
2a?
+ sec(arcTan(T. o] =
2 2
= 1/2.[2%.b.\/a2 - xz.sec(arcTan(z%.b.\/a2 —x2)) +

+ |n(2%2_b,\/a2 —x%+ sec(arcTan(z%z.b.\/a2 —x2)))]-

-1/2.[In(sec(0)))] =
(recuerda: sec(0)=1, In(1)=0)

= 1/2.[2%2.b.\/a2 - xz.sec(arcTan(Z%Z.b.\/a2 —x2)) +

+ In(z%z.b.\/a2 —x%+ Sec(arcTan(z%z-b- va? —x?))) =
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(Teniendo en cuenta que A = b>Vk2.a* + 4.x2)

_ 1 2a%*Vaz-—x2 2a’~NaZ—x2
== ————sec(arcTan( ————=) +
2 bNk?.a*+4.x bVkZ.a*+4.x2

+ 1 n(2Ya 2 ecarcTan( 2% )))
2’ bk2, a4+4 b.Vk2. a4+4x

(*) Sustituyo en — f A% (J sec(t)?.dt).dx,y tengo

ﬁ a, o2 a4 2a%~a 2a%~a
4a2.f0 (k.a +4.x)bm sec(arcTan( m)dx +

b* ra 2a%~NJa?-x2
+ 2 [0@at +4x), In(2aNa=
492" 70 bVk2.a*+4.x2

2a“~Na
+ sec(arcTan( m))) X

NOTA: Puede comprenderse la dificultad para resolver una
integral de este tipo. El interés del ejercicio puede estar en el tipo
de los célculos realizados. Entiéndase asi.

7.- Superficie lateral del cono

Observa la figura y lee atentamente el texto
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Obtendremos: S =pi.g.r
Demost.:

Observando la figura: dS = % dl.g

dl = % =g.du, duen radianes, uen [0; ul]
ds =2 .¢’.du

SUPERFICIE LATERAL DEL CONO Recto

v

L=2_pi.r

2.pi.g.u
L= Bl.9

——— =gu [(uenradianes)
2. pi

e l{u) = g.u ->» dl = g-du
g

as = 1/2.dlg=1/2. € du

Observa también la siguiente figura.

La longitud del arco de circunferencia con radio g (del sector
desarrollo del cono), es

L = 2.pi.r, y por otro lado

2.pi.g.ul .
L= pzl—siu =g.ul, ulen radianes

2.pi.r

Por tanto 2.pi.r =g.ul, dedonde ul=
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Integrando
-1 2 U1 1 2 2plr _
S=2.0°fy du=5 .0 .(ul" = 5.0 =pi.gr
q
0<u<ul
I
8.- Hiperboloide eliptico:
xZ yZ Z2
et a1
Y
Volumen:
_ X2 y2 y k2 x2 yZ _ C2+k2
2=k>Gt =t g at e
2 _ y2
Hago h* = , y entonces: —7: = l,Queesuna
elipse.

Recordando el area de la elipse tengo
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S(k) = plab( ) Yy por tanto

dV = S(k).dz = pi.a.b.

Teniendo en cuenta la simetria tengo
. ab K3
V=2 P' = f (c* +2%).dz -2.p|.i—2_[c2_k+?] -
= Z.pi.a.b.k. [1+ m]

5.5.- Superficie y Volumen de un Cuerpos de revolucion

5.5.1.- Estudio teorico

S56lido de revolucidn: Superficie

y = £lx)

£xi-1) { - ot —dy=£f" (x) .dx
£ixi) | — Tang. a
la curva

xi

dl* = dx® + dy® = (1 + £ (x)? ) .da?

dl =% 1 + £ (x)? . dx

dS =2.pi. f(x).dl

A.- En coordenadas cartesianas:
Tenemos la grafica de y = f(x) en el plano, definida en el
intervalo [a; b]. La hacemos girar 360° tomando como eje el de
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coordenadas ox. El resultado es un sélido cuya superficie
deseamos calcular. En un punto x de [a; b], el valor f(x) es el
radio del ciculo que describe. Si tomo un subintervalo [xi-1; xi] y
el arco de curva producido correspondiente, tenemos una banda o
franja dS sobre la superficie del solido. Si ‘cortamos’ esta franja
de forma que resulte una ‘tira’ en el plano, dS toma el valor
aproximado que mostramos a continuacion.

En un punto (x, f(x)), tenemos un segmento de tangente, sea dl su
longitud. Se cumple

di* = dx® + dy?* = (1 +F(x)?).dx*, dl =/1 + f'(x)2).dx

Entonces

dS = 2.pi.f(x).dl = 2.pi.f(x)./1 + f'(x)? .dx, por tanto

Superficie:

S=2pif) fF)NI+F @2 .dx (1)
Para el volumen:
Consideramos el disco con radio f(x) y construyo una galleta con
espesor (altura) Ax. Entonces

dV = AreaDisco.Espesor = pi.f(x).dx

Por tanto V= pi.f:f(x)z. dx ()
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B.- En coordenadas paramétricas:

La curva viene definida mediante
x = x(t)

, ten [tl; t2

- [t 2]

dx =x’(t).dt, dy=y’(t).dt

Curva en paramétricas y
rotacion con eje ox

vit) \
L

dS=/(x' ()2 + (y' ()2 dt

Por tanto:
s=2pi [y T O+ ©2.dt (3

Volumen:
V= pi [y ()% x(0).dt (4)

C.- En coordenadas polares:

Tenemos
{x = r(u).cos(u)

y = r(u).sen(u)’ u radianes en [ul; u2]
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x’(u) =r’(u).cos(u) — r(u).sen(u)
y’(u) =r’(u).sen(u) + r(u).cos(u)

Tengo
X2 +yAu)=..=..=

= r?(u).[sen?(u)+cos?(u)] + r’?(u).[cos’(u)+sen?(u)] +
+ 2.1(u).r’(u).[sen(u).cos(u) — sen(u).cos(u)] = ... = r’(u) + r’*(u)

¥

Nos lleva a que
(dx)? + (dy)? = [r'(w) + r*(U)].(du)?

dS =./(dx)? + (dy)? =4/r2(u) + r'2(u) .du

Superficie: Teniendo en cuenta (3)

S= 2.pi.f17127‘(u).sen(u).,/r(u)2 + 7'(u)? .du
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Volumen: Teniendo en cuenta (4)

V= pi.fglz(y(u))z. dx(u)
Desarrollamos el integrando:
y(u)?.x’(u).du = [r(u).sen(u)]%[ r’(u).cos(u) — r(u).sen(u)].du,

y gqueda finalmente

V= pi'f;f r(u)?.sen?(u).[ r'(u).cos(u) - r(u).sen(u)].du

Si r es constante:

dS=./(dx)? + (dy)? =vr? .du=r.du

Por tanto
. uz2 2 . ru2
S=2pir. [ “r.sen(w)..du=2.r"pi [ “sen(u).du

V= pi.f;l2 r?.sen?(u).[-r.sen(u)].du =

= pi.r3.f$12 sen3(uw).du

En los siguientes Ejemplos, algunos de los resultados ya son
conocidos. Lo que sigue son ejemplos para que el alumno
compruebe la utilizacion de lo que acabamos de mostrar.
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5.5.2.- Aplicacion-Resolucion de casos concretos
Ejemplos:

1.- La Esfera como Cuerpo de revolucion

56lidos de revolucidn

BRI
e
[
x:—};=R:
X2 +y2 - R2
y=VRZ—xZ
x = r(u).cos(u) ,
En polares {y — r(u).sen(u)” O<u<pi

Superficie:
S=2.r%pi. fopl sen(u).du =2.72.pi.(— COS(“)]gi =

= 2.r%.pi.(-cos(pi) + cos(0)) = 4.r°.pi
Corrobora lo que conocemos de Geometria basica.

Volumen:

- vi
V= pi.r3.f0pl sen3(u).du = 2.pi.r’. Jiz sen®(u).du = (¥)
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Tengo
[sen3(w).du = - = —cos(u) + é.cos3(u), entonces

(*) = 2.pi.r® % (—3.cos(u) + cos3(u)]z7i =

=2.pi.r? % [(—3.cos (%) + cos? (%) ) — (—3.cos(0) +
+ cos3(0))] = 2.pi.r® § [(=3.0+0)—(=3.1+ 1] =
= 2.pi.r3.§.2 = g.pi.r3 =§ .(pi.T®).r

#)

2.- Superficie del casquete y Volumen del Segmento esférico

Superficie:

S =2.R%pi. f;l sen(u).du = 2.R?.pi. (— cos(w) 4! =
= 2.R?%pi.(-cos(ul) + cos(0)) = 2.R%pi.[1 —cos(ul)] =
= 2.R.pi.[R-R.cos(ul)] = 2.R.pi.[R —d]

Cuando ul = %i -> S = 2.R%pi = 1/2 de esfera.

4

Y| sélidos de revalucién

]
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Volumen:
V = pi.R% [ sen?(u). du =
=pi.R® % (—3.cos(u) + cos®(w)]¥t =
=pi.R? % [(—3.cos(ul) + cos3(ul)) — (-3.1+ 1)] =

= % pi.R3.[2 — 3.cos(ul) + cos3(ul)] =

=2 [2.R® - 3.R%.d + d°]

Cuando ul = pi/2 -->V = Z'Tpi .R3 = 1/2 de la esfera.

3.- Superficie de una Zona Esférica, y volumen que encierra

Zona esférica es una parte de la superficie limitada por dos
paralelos.

A) Suponemos que uno de los paralelos coincide con el

ecuador.
Zona Esférica . 3
Z
zona esf. L’ - g
a' BT
I,-'/R \
ot -
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Tomareé y, z como variables independientes, x variable
dependiente: x = f(y, 2)

X2 +y*+7°=R% Tengox = /R2 — (y2 + z2)
Derivadas parciales
__ -z
L2 = mms W= s

RZ
R2-(y%+z?%)

1+f,(y.2) + £, (y.2) =

La superficie de un cuarto de la Zona es

s R2— R _ _
S :fo (fo ‘ W.dy).dz—(hagoA—sz—ZZ)

———dy).dz =

(hago 2 = sen(t), dy = A.cos(t).dt )
d t2 d d
= Jy R-(J,; dt).dz=R. [[(t]&f.dz = R.[(arcSen(}]s" dz =
=R. f‘”" dz=R.EZ (z]0 =R. ’”d
Por tanto Sz =2.pi.R.d
Observa:
a) d =R -- > la zona se convierte en la semiesfera, y S; = 2.pi.R2

b) Semiesfera — Casquete = 2.pi.R? - 2.pi.R.d =
= 2.pi.R.[R- d] = Superficie del casquete.
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Volumen gue encierra la zona esférica:

Al seccionar con el plano z = k obtengo un disco:

X’ +y’ = (VRZ — k? )2 , con radio r(k) = VR? — k2
Sk = pi.(R2— k9

Haciendo variable el valor k e integrando

V, = pi.fod(Rz _ Zz).dZ = pi. (RZ.Z _ §.Z3]g _
= pi. [Rz.d —g.d3] == %i.d. (3.R? — d?) =%i.(3.R2.d — @)

Observa:
a) d=R->V,= 2.% .R3=1/2. (Vol de la esfera)

b) V.Semiesfera = V.Zona + V.Casquete =

=2 [(3.R%.d — d®) + (2.R® — 3.R%.d + d*| =2 R =
=1/2 . (Vol de esfera)

4.- Superficie y Volumen de un Sector esférico
Sector esférico = Segmento + Cono

Al sector esférico lo podemos Ilamarlo Cono esférico
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Casquete esférico

R=r +®-h)

S.Cono esférico = S.Casquete + S.Cono
V.Cono esférico = V.Casquete + VV.Cono

Separata:
Como buen Ejercicio calculamos de otra forma la superficie del
casquete y el volumen que encierra, como sigue.

Superficie:
Seguimos los pasos dados en caso de la zona.

X2 +y?+72=R?% Tengox = /R? — (y2 + z2)

f, ( Z)—# f,( Z)—_—Z
N D M N )

RZ
RZ—(y2+22)

1+f,(y.2) + f,(y.2) =
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Casquete esférico
N ‘2

R =+ R

La superficie de un cuarto del casquete es (integrando entre los
valores d y R):

B R W R A _
S=[ U W.dy).dz_(hagop\_\rz_zz)

= [FE& A —2L— dy).dz=
d*a’J0 ,1_(%)2

(hago 2 = sen(t), dy = A.cos(t).dt)
A

= [ R.(J,; dt).dz = R. [}/ (t]2.dz = R.[} (arcSen(H)]" dz =
=R.J; Z.dz=R.Z@@ =R Z.(Rd) = Z.(R? - R.d)

Por tanto: S, = 2.pi.R.(R —d), (Coincide con lo obtenido antes)

Volumen:
Al seccionar con el plano z = k obtengo un disco:

X’ +y’ = (VRZ — k? )2,conrk=\/R2—k2
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Sk = pi.(R*— k%

Haciendo variable el valor k e integrando
Ve = pi.f;(R2 —2z2%).dz =pi.(R*z - §.23]§ =
=pi.|[(R%.R—3.R?) - (R2.d - 5.d%)| =
=2 [2R®) - (3R%.d — d®)] =2 .[2R? — d.(3R? — d?)]
(coincide con el resultado anterior)

5.- Elipsoide obtenido por rotacion de la Elipse

XZ y2
S t=1
con eje: ox si b*a?> 0, eje oy si a®-h?>0
Superficie:
aly? = a%b? — b2, y =2 Va? —xZ =f(x)
¥
k/u/ M
|
x2 ¥2
600 = 7
R _ p2x?  _ a*+(b%-a?)x?
1+ (X) =1+ a?(a?-x2)  a?(a?-x2) '
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Integrando tenemos

44 (p2—q2) 2
:2.pi.f0a§.w’a2 — x2, M_dx:

a?.(a%-x2)

= 2.pi.£. fa\/a‘* + (b? —a?).x% .dx=..=

= 2.pib. [ J1+( )% .dx = (%)
. . b%-a
(Cambio variable: ——. x = tan(t),
dx = \/% sec’(t).dt, 1+ (%.x)2 = sec’(t)
Entonces

2.pi.b. \/%f sec(t)3.dt =
= 2.pi.b. \/_ 1/2.[sec(t).tan(t) + In(sec(t)+tan(t))] =

\/—2

J_ [ .x.sec(arcTan( X) +

\/—2

In( .x + sec(arcTan(

)6 =

\/— m
J_ [ .sec(arcTan(

i sec(arcTan( )] —

o+mm+1n=

) +

In(

-pubJ—[
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= pi.a.b. sec(arcTan( )) +
+ pi.b. \/W' In( bza + sec(arcTan( )))

vélida cuando b%a®>> 0. Cuando b = a tenemos una esfera.
Conclusion:

Superficie del Elipsoide de revolucién

S =2.pi.ab. [sec(arcTan( )) +
1/bZ
+ ﬁ_ In(— +sec(arcTan( )))]
Volumen:

En el punto 6.3, Tema 6, obtendremos el volumen del Elipsoide,

resultando:
4.pi.a.b.c
3

V =

Si hago ¢ = b el citado elipsoide es de revolucion, y tengo
; 2
V= 4.pi.a.b
3

No obstante, y para que sirva como ejemplo para los célculos, lo
calculamos de nuevo directamente.

Volumen del Elipsoide de revolucién
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2 2

. _ y:, z2 _ .
Sol.: Para x = k tengo wt = , que es un circulo con

b(a —k?)

radio R® = ,en el plano x = k

b2.(a’-k?)

El 4rea de este circulo es: A(K) = pi. =

Haciendo k variable e integrando, tengo para el volumen:
. b?
V= 2.p|.§.f0a(a2 —x%).dx

foa(a2 —x?).dx = (a%.x — % K3 = ad-2.a8 =§.a3

por tanto: VV = 2.pi.

6.- Paraboloide por rotacion de la parabola
V= 2.p.X, con eje ox

Tengo: y=./2p.x, xen][0;a]
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Superficie:

_ 2pt+4x

fx’(X):\/Z—P-%, 1+fx’(X)2=1+% “
S= 2.pi.f0a pr.g. p;j.dx = 2.pi.\/5.f0a,/p + 2x.dx =
(Cambio: u = p+2x, du = 2dx )

=i P VEdU=pi P2 (6] = pi P2 ((p+ 2007 1§ =
= pi. /p.2.((p + 222 -pi. /1. 2.( ()7 =

=22 @a+p) - P

Conclusién: S = 2"’3;‘/5.[w/(2a +p)% —p3]

Volumen: Teniendo en cuenta que y* = 2px, tengo

V= pi.foa 2px.dx = 2.p.pi.(% X g = 2.p.pi.(% &%) = pi.p.a’

7.- Paraboloide de revolucion cuando y = X°, eje oy

¥ Volumen de revolucicn
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Seay = x*, definida en [-3, 3]. Tomo también larectay =9, y
hacemos girar alrededor del eje oy el recinto que limitan.

= [0 % dx = (¢ X']° = (48,6) - (-48,6) = 97,2

V =pi.V’ =3053538 u

8.- Hiperboloide de revolucion: Rotacion de la Hipérbola
x2 2

e ﬁ =1, eje de rotacion oy
Volumen:

2 2 2
y=k->I =142 >x =0 (b2 +k?)

Entonces S(k) = pi. Z—z. (b? + k?), y por tanto
4V = S(k).dy >V = 2.pi. . [K(b2 + k2).dy =

—2p| (b2k+—) 2.pi. a? k(1+3b2
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9.- Rotacion de una curva y = f(x) con eje ox

Sea la curvay = x* + 3, en el plano oxy, definida en el intervalo
[-2, 5]. La hacemos girar alrededor del eje ox.

f(x)? = x* +6x° +9
W Valumen de revalucidn

g
Ur'/,,

.
\J yuxd e

V= _52(x2 +3)2.dx = (1/5.x° +6/3.x° +9x].,° = (920) — (-40,4)
=960,4 -->V =pi.V’ =3017,0966 u.

10.- Bbveda de Viviani:

Curva de Viviani es la curva sobre la esfera que resulta al
imponer la condicién: v=u
x = R.cos(v).cos(u)
Para la esféricas: { y = R.cos(v).sen(u)
z = R.sen(v)

La condicion v = u nos lleva a que expresion paramétrica
x = R.cos?(u)
y = R.cos(u).sen(u)
z = R.sen(u)

M)
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Esfera:

x +y +2f = R®

Proyeccion scbre
OXY:
x +% =Fx

Tomando las expresiones de x, y tenemos
— 2
{ x = R.cos?*(u) EESVy
y = R.cos(u) .sen(u)

= R2.[cos*(u) +cos?(u).sen’(u)] =
= R2.[cos?(u). (cos?(u) + sen?(u))] = R%.cos?(u) =R.x

He obtenido la relacién: x? + y* = R.x, que representa un
cilindro.
Representa también la proyeccion de la curva (1) sobre el plano
z =0, y por tanto el dominio D de integracion es el disco con
ecuacion

x*+y?*=Rx (enelplano (X, y))

Comprueba que esta proyeccion es el circulo con radior = R/2,y
centro el punto (R/2, 0).

Observa que:
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La curva de Viviani es la interseccion de la esfera con radio Ry
el cilindro
X2 +y* = RX

Superficie de la boveda:

Boveda de
Viwviani

Ezfera:

¥ + +zf = R®

Proyeccidn socbre
OXY:
x++v =FEx

Obtendremos la mitad de la béveda superior.
x = r.cos(u)
Pasamos a coordenadas cilindricas: {y = r. sen(u)

zZ=7Z

Vector w = (r.cos(u), r.sen(u), 0)

w, = (cos(u), sen(u), 0),
wy = (-r.sen(u), r.cos(u), 0)

w,*w,=r.(0,0,1) --> dx.dy=r.dr.du
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Ademés: z>=R?-r?, y laintegral queda de la forma
(Calculando la mitad de la superficie)

R.cos(u) r

=R. ffD, RZ dr.du —Rf (f T dr).du =
=....=R.f07R.(1—Sen(u)).du == RZ.[%i—ll

Por tanto: S = 4. R2. [”‘ ]=2.R2.[pi—2]
#)

$$$$000$5$$
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Tema 6
Integral Triple

Céalculo de Volimenes

VOLUMENES

V= 4/3.pi.akb.c

v =1/3.2.pi.h e

/3.2 .pi.h ¥ = 1/3.pi.h/(R-z}. (R} -}
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6.1.- Integral triple. Casos resueltos

Su definicion es analoga a la integral doble con la diferencia que
ahora tenemos tres variables independientes, y el dominio de
integracion es un volumen V.

En este caso el volumen V del s6lido lo dividido en pequefios
cubos con aristas Ai, Aj, Ak, cuyo volumen es AV = Ax.Ay.Az.

El volumen V queda aproximado por la suma
V=Y (E7h (Th=1 Ak)-4)-4; , que podemos

expresar también de la forma V = Z?jf’ll.zl =1 Aj. Ay

Evidentemente, cuando n -> +c0, m -> +o0 , | -> +oo , la mediad
de A;— 0, Aj> 0, Ag— 0, y la aproximacion tiende a ser cada
vez mejor.

Def.:
Por definicion su valor es el resultado del limite (cuando exista)
del miembro derecha de la igualdad:

V = limn,m,k—mo Z?:l(zgnzl(Zk:lAk)A])Al

Este valor de la triple suma lo designamos mediante
IIf, dx.dy.dz

Si tengo una funcion f(x,y,z) definida sobre el volumen V, en
cada cubo AV = Ai.Aj.Ak , tomo el valor maximo Mg Y el
valor minimo mg;j ), y puedo formar las sumas inferior y superior:
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S e M, K- (A Ay Ay)
S ket M0 K. (B ). Ay)

Bajo las condiciones de continuidad estas sumas acotan
inferiormente y superiormente un valor T, y de tal modo que la
aproximacién a este valor es tanto mejor cuanto mayor sean los
valores de n, m, I. También por continuidad el valor de los
siguientes dos limites coincidiran precisamente en el valor T, de
modo que

1M1 00,1000 B 1 e MG J K. (A A A) =T =

T m,l ..
- hmn—>00,m—>00,l—>oo Z?:T,j:l,k:l M(l']' k)- (Ai- Aj- Ak)

El valor T de este limite, cuando existe, lo representamos
mediante

T=[ff, f(x,y,2).dx.dy.dz
donde V es el dominio (un volumen) de la funcion u = f(x,y,z).

Su célculo:
En la préctica su valor lo obtenemos por integracion sucesiva
(como en el caso de la integral doble), que significa

b, rh2 2(x,
T= [ U U5 f(x,y,2).dz) . dy). dx

0 de otra forma analoga. Escribiremos
fffv f(x, Y, Z)- dx. dy dz =

b, rh2 2(x,
= [ U (2D £ (x,y, 2). dz) . dy). dx
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La dificultad reside en obtener las ligaduras z = g(x,y), y = h(x).

Ejemplos:

1.- Calcula 1= [ff, x*y*z.dx.dy.dz
0<x<1

donde V queda definidopor { 0 <y <x

0<z<xy
Sol.:
1 1
1= ], (f;(f;cyxf‘yzz.dz).dy).dx R 1o
(Resuelto en el punto 8.6)
2.- Calcula 1= [ff, x*.dx.dy.dz

P

2 2 2
donde V es el volumen del elipsoide = + 5 + = = 1
a bz = c?

Sol.: Seccionando V mediante un plano paralelo al plano
coordenado Y0Z, lo cual se consigue haciendo x = k constante,
obteniendo la elipse

2 L2 k2 2 L2 a?—k2
mta=lg >nts= >
b [4 a b c a
y? 72 _ 1
aZ_kZ 2 aZ_kZ
a Tz
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El area Sy, encerrada por esta elipse toma el siguiente valor

S _T[\/bz az—k2 \/C2 a?—k2 _n_b.c.(az—kz)
yZ - 0 . a2 . . - .

a? a?

Haciendo k variable, es decir volviendo a la variable x, tengo
Sy:(X) = m.

2.2
%, y por tanto

[lf, x*.dx.dy.dz=[° S,,(x).dx =

b.
= 1< f_aaxz.(az—xz).dx

az '

a 2 2 _ .2 — zx_3_x_5a _
Jo % (a x?).dx = (@5 -S1% =

_ (a5 a5) ( a5+a5) _ 2.a® -2a® _ 4a®
3 5/)7 15 15 15

. ., _mbc 445 _mab.cad
Y finalmente: | = ===, =% = =222, #)

3.- Determina los limites de integracion de

I, f(x,y,2).dxdydz en cada uno de los siguientes casos:

a) V es el tetraedro limitado por los planos:

x+y+z=1
x=0
y=0
z=0

b) V esel cilindro limitado por las superficies:
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x% + y? = R?
z=0
z=k

c) V esun cono limitado por las superficies

2 2 2
x y z
4 ==
a? b2 c2,

Z=°cC

d) V esel volumen limitado por las superficies
{x2+yz+z2 -1=0
z=0

Sol.:
a) [ (U T f(uy, 2) . dz). dy). dx

b) Teniendo en cuenta la simetria:

Iy (f (f f(xy,2) . dz). dy) dx

s Kief =

c) Teniendo en cuenta la simetria
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x* Y2 2 .2 4 2 2 2 12
Z:C">§+b_2:1"> bc.x*+a*.y*=a*.b" -->

y= ig Va2 —x?
b?.c%. x? + az.Cz.yz =a2.b%. 72 -->7= C. x_z_}.Z_j
a gﬂaz—xz c
f (f (fc f(x,y,2).dz).dy).dx
0 0 H/b2x2+a2y2

W

d)Teniendo en cuenta la simetria

Z:O-->X2+y2:_']_-->y:i\/l—x2
z=k-->x?+y? = 1-k, Puesto que 1-k ha de ser >= 0 en valor de
zhadeser: 0<=z<=1.Paraz=1tengo x’+y’=0-->x=y=0

B0 0y, 2)  dz). dy). dx
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4.- Calcula
1= [ff, x*y*z.dx.dy.dz
0<x<1
donde V queda definidopor { 0 <y <x
0<z<=xy

2= [T 23?2 dz) . dy). dx =

=f1(fxx3y2(fxyz. dz).dy).dx = [}(f7 xy2 22 dy). dx =

1 1 1 1
=L Syt dy)de= 2 S A= L
1
=1—10 (#)

1,01, 01 1
5.- Calcula fO (fO (fo —m dZ)dy)dx
Sol.:
1 _1 1 _
| e -dz= [t7adt = 2.6 donde t= (xry+1)+z

2(/(x+y+D+zh =2 x+y+2-2/x+y+1
[JGFDFy.dy = [tr.de=2 63, dondet = (x+2)+y

2y ETZEY T =
=§(x+$dx+3—§(x+adx+2
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[Jx+D+y.dy = ft%.dtzg.t%,dondet=(x+1)+y

(14 KFTTY =
=§.(x+2).\/x+2 —g.(x+1).\/x+1

Tengo: 2.[%.(x+3).\/x+3 —%.(x+2).\/x+2]—
2[2.(x+2)Va+2 —s.(x+DNx 1] =

=—§ x4+ 2)Vx +2 +§.(x+3).\/x+3 +
4
+§.(x+ D.Vvx+1

5
f(x+2)§.dx = ftg.dt = %.ti , donde t = x+2
2 5. _2 18 8
S (220 =5 (V3 - V) = V3-c V2

3 3 5
f(x+3)2.dx = [tz.dt = = .tz ,dondet=x+3

—((x+3)2 =§ (\/— \/_)=%\/AI—§\/§

ul

f(x+1)§ dx = ft; dt = Z.tE , donde t = x+1
—((x+1) 5 =2.(V25 - V15) =2 .v2 -2
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Tengo —8 18 \/— _8 \/— % 32 \/— _ 18 +
4 8 2. _ ~144-72 64+32] | 256-8 _
+§'[§'ﬁ_§]_\/§'[ 15 ]+\/§[ 15 ]+ 15
ZV3+ZV2+22 =
== .[-216.V3 + 96.V2 + 248] #)
a, Vaz-xZ, -\[aZ-x2—y2 1
6.- Calcula [ (J, (U, ————— .dz).dy).dx

a2_x2_y2_22

_ 1 1 o
A fj ( = .dz = (*)
1-—

dz=./a? —x? —y?.cos(t).dt

*)=[dt=t= arcSen(W)

z Ja?-x%2-y2 _ pi pi
(arCSen(\/ﬁ)]oa eyt _P_og =2
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Continuando

pi pi pl = Di
f?-dy=?-y—> 5 0L =5 et —a?

i 2
%.f\/az —x2 .dx =pi.% N 1—(2) dx =(%),
hago cambio sen(t) = g , dx =a.cos(t).dt
*) :%i.az.fcosz(t).dt = %i.az. (§+%.sen(2t)) =

*) :%i.az.fcosz(t).dt = %i.az.fH%s(Zt) .dt =

=P g2 tyl =
=3 .a.(2+4.sen(2t))

(Recuerda que sen(2t) = 2.sen(t).cos(t))

= pifz . (arcSen (g) + Z .COS (arcSen (2))) -->

pi.a?

-— - (arcSen (z) + z .COS (arcSen (E))]g =
= Laz [(% + 1_0) _ (0 + 0.1)] _ pi;.az

4

pi?. a?

Res.:

#)
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1
(x+y+z+1)3

7.-Calculal = fff, .dxdydz

donde V es el volumen limitado por los planos coordenados y el
plano m: x+y+z=1
Sol.:

=

X4V4E 1
A ¥

Limites de integracion:
2= 1-(x+y)
z=0-->x+ty=1-->y=1xX

Portanto 1 = [ (fy  (f; 77 (comms) - dz) - dy). dx

(x+y+z+1)3

Integro respecto z:
f; dz = (*), hago t = x+y+z+1, dt=dz

(x+y+z+1)3°

3 _ 1 _ -1 _ -1 1=x-y _
ft Ldt = z't 2.(x+y+z+1)2 > (2.(x+y+z+1)2]0
_ -1 - -t,1_ 1
T 2.(2)2 2.(x+y+1)2 8 2 (x+y+1)2
Integro respecto y: f—l dy = -1 y -2
. 8- 8 .

ol = -2 [a-0-01= ==
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2 f; dy = (x), hagot=x+y+1, dt =dy

277 (x+y+1)2 7
* :l -2 -1 -1t _ -1 _>__1 1 1-x _
*) 2 Jetde = 27t 2.(x+y+1) 2 '(x+y+1]0 -
-1 [/1 1 1 1
2 [0)- -
2 2 x+1 4 2.(x+1)

L1 _ 1 (x?
Integro respecto x: g.f(x —1).dx = 3 (7 - x) ->

.fxl:.dx=%.ln(x+1) ->

N

1 1 1

S -(nCx + D]} = > -[In(2) — In(1)] =3.1n(2)
L 1.1 - _5.1

Resumen: a7t E.ln(Z) = -t 2.1n(2)

1 5

8.- Calcula la integral triple pasando a coordenadas esféricas:

JIf, Vx*+y*+ 22 .dxdydz

donde V es la esfera de radio R
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Sol.:

~4 Blx,y, =)

L=

0<@s<2pi, -Z<e0<P, o0s<r<r

IIf, x*+y?+2z% .dxdydz = (* Cambioy Jacobiano)
2.pi B R
=y (f_zp_i(fo r.r2.cos(0).dr).d6).d ¢ ;
2
Rr3.cos(6).dr =cos(0) .(.74R =2 .R*.cos(0)
0 4 4

pi

pi pi
Jiz cos(8).d6 = (sen(0)]; =1-0= 1->% R

Obtengo
1 2pt 1 -1 pi.R*
—.R4.j do = = .R* (0]*"* == .R*.2.pi =

Hemos obtenido 1/2 de la que nos piden. Multiplicando por dos:

Res.: pi.R* #)
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6.2.- Célculo de un Volumen mediante la Integral triple

Un s6lido y su volumen, sin entrar en otras consideraciones,
pueden presentarse a simple vista de una de las siguientes formas.

A) Caso simple:
Llamo caso simple al caso de un volumen de forma cilindroide
limitado superiormente por una superficie z = f(x, y),
inferiormente por la region plana D = Dom(f), y lateralmente por
las paredes del cilindro.

z E 7 =fixy)

o

x

En este caso puedo calcular el volumen mediante una integral
doble:

V=[f, fOoy).dy.dx

B) Caso general:
Es el caso cuando el volumen a calcular esté limitado por una
superficie cerrada definida por una expresion f(x,y, z) = 0.

Para su calculo, en la definicion de Integral triple hacemos u =
f(x,y, z) =1, con lo cual queda

T=[[f, dx.dy.dz,donde T coincide con el volumen V
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Su célculo, como sabemos, se realiza por integracion sucesiva,

) _ (b, rh2 2(xy)
estoes: V= (fhl(%)(fjl(;yy) dz). dy). dx

Por tanto el mayor esfuerzo (mental) reside en obtener, a partir de
f(x,y,2) =0, las ligaduras z=9(x, y), y=h(x), que nos
permiten obtener los Ilamados limites de integracion: y = h1(x),

y =h2(x), z=91(x,y), z=92(, y).

Podemos suponer que f(x, y, z) = 0 define implicitamente una
funcion z =g(X, y), y razonamos como sigue.

Por tratarse de superficie cerrada existira sobre ella una linea L
que la divide en dos casquetes: S1, S2, que soldados por dicha
linea recomponen la superficie total. Por ejemplo el caso de la
Esfera y el Elipsoide.

Cada una de estos casquetes gquedan determinados por una
expresion de: z = F(x, y), z = G(X, y).

Wolumen de un sdlido
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Ahora si podemos afirmar que la expresion que determina el
volumen asociado a cada casquete es

S1l:z<F(x,y),obien z—F(x,y) <0
S2:z = G(x,y), o bien z—G(x,y) =0
Ejemplos:

1.- Sea la Esfera: x2 + y? + z? = R?
Caso de la Esfera: S1: z = +\/R2 — (x2 + y2) ,y

S2:z= —JRZ —(x?+y?)

Volumen de la Esfera:
V={(xy,z); x2+y2+z2<R?}

V= Zi=1,2,...2j=1,2,...2k=1,2,... dzy,. d}’j- dx;

Lamamos d = max{ dx;,dy;,dz.}

Si pasamos al limite d -> 0, la suma
Yi=12,.20j=12,. %k=1.2,.. dZk.dy;.dx; >V

y por definicion de Integral triple
V=[ff, dx.dy.dz

En la préctica realizamos integraciones sucesivas
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V= [ Uy U d2). dy). dx

Los limites de integracion han de ser definidos como sigue:

cl(x,y)= -RZ — (x% + y2), c2(xy)=y/R? — (x% + y?)
bl(x) =-VRZ —x2, b2(x)= VRZ — x2
al=0, a2=R

El resultado es bien conocido: V = %pi .R3
(Obtenido en el punto 6.5)

La integracion se ha realizado en el punto 5.5 al tratar cuerpos de
revolucion.

2.- Sea el Elipsoide
2

2 2
X
=+
aZ

y - _
+5=1

b2
Es importante establecer los limites de integracion, como sigue.

Para z:
72 x2 y? 5 a®.b?.c?-b?.c? x*-a?.c?y?
S=1-Gtn)>722 = 7 , de donde

a2.b2.-b2x%2-a?y?

cl(xy): z= +c.\/ 7 )

a?.b2.-b2.x%2-a?y?

c2(X,y): z=- c.\[ — 57
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: : _ x? |y
Paray: Haciendoz=0-->—=+5- =1
yz _ x2 S 2 a?.b2—p2.x2
bz az a?

b1(x): y=+2.Va? —x%,  b2(X): y=-=.VaZ - x2
Parax: al=-a, a2=a

Es muy util aprovechar la simetria de los sélidos, cuando sea
posible.

Su valor lo obtenemos en el Ejemplo 4 del siguiente punto 6.3,

. 4.pi
siendo V = % .a.b.c

6.3.- Calculo de un volumen mediante integral doble

El caso més simple, y que sirve para ilustrar este tipo de célculo,
es el caso que podemos llamar Cilindroide.

E z =fixy)

I

X

Se trata del volumen V del sélido limitado superiormente por la
superficie z = f(x, y), y lateralmente por una superficie cilindrica

recta que seccionada por el plano xoy nos da el recinto plano D.
Entonces

z
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V=) fxy).dx.dy

Su célculo: [f, f(x,y).dx.dy = f:(f:lz(%)f(x, y).dy).dx

donde h1(x), h2(x) las obtenemos de la ligadura y = h(x).

Ejemplos:

1.- Aplicar lo anterior al caso de la pirdmide con
vértices: 0(0,0,0), A(1,0,0), B(1,1,0), C(0,0,1)

m: x+ =z =1
z =1 -x
= =x
2(1,0,0)
B{l,1,0)
C{o,0,1)

Sol.:
Resultado: V = fol(f(f(l —x).dy).dx =

= [y —xyl5de= [J[(x—x*)=(0)].dx =

1 2 3 1 1 1
=l Ge-adx = G-Th = (G-3) =3

Comprobacion con la formula conocida de Geometria basica:

V=

W
N |-

1=2
6
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NOTA: La ecuacidn del plano la obtenemos como sigue:
Vectores V1=CA =(1,0,-1),V2=CB=(1,1,-1)

Vector normal:

el e2 e3
W=VIxV2=(1 0 —1|=el.l-e2.0+e3.1=(1,0,1)
1 1 -1

Portantoel planoesm: x+z+D =0
Cuandox=1es z=0,porloquel+D=0,D=-1

Queda m:x+z=1

2.- Calcula el volumen limitado por el paraboloide
x? +y? = 2az y la esfera x* +y* 22 = 3.8°

Sol.:
Result.: 222 (6,43 = 5)

3

3.- Calcula el volumen limitado por el plano XQY, el cilindro
x? +y? = 2ax y el cono x* +y* = 7°

Sol.;
32
Result.: 5 a3

4.- Volumen del Elipsoide (no de revolucion)

yZ 2

2
b zZ
ateta=1
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) _ X2 yz 2_1,2 i
Sol.: Para z = k tengo — 1 37= —z . Queesuna elipse con
ecuacion reducida
c2.x2 c2.y? x2 y?
(c—ka? ' (kDb L, (c2-k2).a? + (k2 bZ — 1
c2 c2

El &rea encerrada por esta elipse es

_ . aVvcZ-kZ bNc2-k2 _ . c?-k?
S, =pi. —- . = pi.a.b. =

Hacemos k variable volviendo a la variable z, e integramos:

V= pi;'b : foc(c2 —2z%).dz

foc(c2 —z%).dz=(c%z- % z315= 3—21.c8 =§.c3 :

, _2piab.c
por tanto: V - -

NOTA: Vemos que cabe imaginar el Elipsoide como la

deformacion de una esfera de radio R = Ya. b. ¢
siendo iguales sus volimenes.

No es descabellado aproximar el perimetro de una elipse
mediante el de un circulo de radio

R=+a.b

Lo mismo la superficie del Elipsoide mediante la de una Esfera de

radioR =+va.b.c

$$$$000$$$$
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Tema7

Solidos predefinidos de interés

Cardioide y rotacion con eje ox

v
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7.1.- Solidos predefinidos comunes. Calculos

Hemos tratado ya la Superficie y el Volumen de los siguientes:
-La Esfera
-Zona, Casquete y Sector esféricos
-El Elipsoide
-El Cono
y No vamos a repetirlo.

Pasamos a estudiar otros casos genericos.
1.- Cono circular: Ecuacidn en cartesianas

Circular porque puedo conseguir secciones que producen un
circulo.
La ecuacidn del cono circular toma la siguiente forma
x*  y: oz : 202, 22 _ 22
;+;—§—0,ob|en CX +cy =az
Si seccionamos con el plano z = k obtenemos el circulo:
¢ + cy? = a’k?, con radio yk = %.k

€% Cirguigy

/
T
__%{D,Yh,h:l

Cono Circular z

(0, vk k)

W

o B
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Para calcular el volumen utilizo la integracion

pi.a®.k?
o2

Area del disco: Sk = pi.yk® =

Hago el valor k variable e integrando entre 0 y el valor h:
P2 P2 P2
Vzpl.g .thZ.dZ _ bia 1 ( 3]h _ 1 pia B3

cz ‘3" 0 7 3" (2

pla .h?

V= % (pi.———).h = 1/3.[areaBase].[altura]

como conocemos de Geometria basica.
2.- Cono eliptico: Ecuacion en cartesianas

Eliptico porque al seccionar con un plano perpendicular a eje
produce una elipse.

x*  y* oz N R2e2 42 4 A202 2 202 2
= b—z—ﬁ—o,oblenb ce.x“+a“c.y - =a°b°.z
Cono eliptico ez elipse

de una hoja

Al seccionar con el plano z = k obtenemos una elipse, como sigue
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b%c?.x% + a®c?.y? = a?b?.k?, cuyos semiejes son

Calculamos el volumen de aquel de altura h:

5 . . . a.b.k? . .
AreaSeccion: Sy=pi.a’.b’ = pl.a =Y haciendo variable el valor
k integro
_ &b h o _ piab 1 31h _ 1 piab ;3
V—pl.c2 .foz.dz— 2 .3.(z ]0—3.—02 .h

v=1 (M hz) .h = 1/3.[areaBase].[altura]

3 cz '
Resultado conocido en Geometria bésica.
7.2.- Otros Sélidos predefinidos No tan comunes
1.- La Astroide y su revolucién

{x = a.cos(t)3
a.sen(t)3

<
I

Astroide y rotacidn con eje ox

dx = -3.a.cos(t)?.sen(t).dt
dy = 3.a.sen(t)?.cos(t) .dt
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(dx)® + (dy)® = 9.8.[cos(t)*. sen(t)? + sen(t)*. cos(t)?].(dt)*
= 9.8%.[cos(t)*. (1 — cos(t)?) + sen(t)*. cos(t)?].(dt)* =

= 9.a%[cos(t)* + cos(t)?. (sen(t)* — cos(t)*)]. (dt)* =
= 9.a%.cos(t)’.[cos(t)? + (sen(t)* — cos(t)®)]. (dt)* =

= 9.a%.cos(t)%[cos(t)?. (1 — cos(t)?) + sen(t)*]. (dt)* =

= 9.a%.cos(t)’.[cos(t)?. (1 — cos(t)?) +
+ (1 —cos(t)?)?].(dt)? =

= 9.a%.cos(t)’.[cos(t)?. (1 — cos(t)?) + 1 — 2.cos(t)? +
+ cos(t)*]. (dt)? =
= 9.a%.cos(t)%[cos(t)? + 1 — 2.cos(t)?].(dt)* =
= 9.a%.cos(t)%[1 — cos(t)2].(dt)? = 9.a%.cos(t)’.sen(t)?.(dt)?

Integrando:
pi
S’ =2.pi.[> a.sen(t)* 3.a.cos(t).sen(t).dt =

pi
= 6.pi.a2.f02 sen(t)*.cos(t).dt =
(Cambio: u = sen(t), du = cos(t).dt)

=6.pia’ [T ut.du = 6.pi.al1/5. (u 1, =

= 6/5.pi.a’.(sen(t)® 1™ = 6/5.pi.a?
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Conclusion:
De la Astroide completa S = 12/5.pi.a?

Volumen:
V=pi [ (y(®)" dx(0)

y(t)* = a°.sen’(t)

dx(t) = -3.a.cos(t).sen(t).dt

y(t)%.dx(t) = -3.a%.sen’(t).cos?(t).sen(t).dt =

= -3.a%(1-cos’(t))®.cos?(t).sen(t).dt =

= -3.a%.(1-cos®(t) -3.cos?(t) +3.cos’(t)).cos?(t).sen(t).dt =
= -3.a%.(-cos®(t) +3.cos’(t) -3.cos*(t) +cos?(t)).sen(t).dt

Hago u = cos(t), du = sen(t).dt = -du

Integrando:
V= 3.a3.pi.f;‘12(-u8 +3.u® -3.u* +u?).du =

=3.8°.pi.(-1/9.u° +3/7.u” -3/5.0° +1/3.U°] " =
= 3.a%pi.(-1/9.c0s°(t)+3/7.cos’ (t) -3/5.cos*(t)+1/3.cos’(t)]o""% =
=3.a°pi.[(0)— (-1/9 +3/7 -3/5 +1/3] =

= 3.a°.pi.( 16/21 — 32/45) = a’.pi.(16/7 -32/15) = a°.pi.16/105
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2.- La Cicloide y su revolucion:
Eje de rotacion ox

{x =a. (t — sen(t))
y = a.(1 — cos(t))
0<t<2pi

Cicloide y su rotacian con eje ox
¥

~(s

dx = a.(1 —cos(t)).dt
dy = a.sen(t).dt

(dx)? + (dy?) = a®.[1-2.cos(t)+cos’(t) + sen?(t)].(dt)* =
= 2.a%.(1 — cos(t)).(dt)?

Integrando:

S= 2.pi.f02pi a.(1 - cos(t)).vV2.a.,/1 — cos(t).dt =
= 2.pi.a’V2. fOZPi(l —cos(t)).+/1 — cos(t).dt =

= 2.pi.a% V2. fozpi(l — cos(t))3/2.dt =

= 2pi.a’ V2. [V (2.sen(t/2)%)¥/2.dt =
(hago u=t/2)
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=2.pi.a®. V2.4/8. [ (sen(w))3.2.du=

= 16.pi.a% (-cos(u)+1/3.cos*(u)) =

= 16.pi.a2 (-cos(t/2)+1/3.cos’(t/2)],* =

(Si el intervalo fuese 0 <=t < =2.pi, como parece ser)

=16.pi.a’[ (1 - 1/3) — (-1 +1/3)] = 16.pi.a.(2/3 +2/3) =
= 64/3.pi.a°
64 . o

Conclusion: S==pia

Volumen:
V =i [2(y(0)". dx(0)

y(t)? = a%.(1 —cos(t))?
dx(t) = a.(1-cos(t)).dt

y(t)%.dx(t) = a°.(1-cos(t))*.dt =

= a’.(1 —cos’(t) -3.cos(t) +3.cos?(t)).dt =
= a°.(-cos’(t) +3.cos’(t) -3.cos(t) +1).dt

Integramos cada término
-[ cos(t)3.dt = -f(1 — sen(t)?).cos(t) .dt =

= -sen(t) +1/3.sen’(t);
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3.f cos()?.dt = 3/2.f (1 + cos(2t)).dt =
= 3/2.(t +1/2.sen(2t)) = 3/2.t + 3/4.sen(2t);
-3.f cos(t).dt =-3.sen(t); [dt=t
Continuando:

V = pi.a’.(-sen(t) +1/3.sen’(t) +3/2.t + .
+ 3/4.sen(2t) -3.sen(t) +t]o* =

= pi.a®.(5/2.t -4.sen(t) +1/3.sen’(t) + 3/4.sen(2)]o™ =
= pi.a®[(5.pi + 0) — (0)] = 5.a% pi?
3.- La Cardioide y su revolucion:

Eje de rotacion ox

r=a.(l+cos(u)), 0<u<2pi

X = r(u).cos(u)
y = r(u).sen(u)

Operamos en polares: Férmula

dr(u)
du

S= 2.pi.f512r(u).sen(u). r(w)? + (—)% .du
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Cardioide y rotacion con eje ox

1:/*"

. r
/

/

o o /

r’(u) = -a. sen(u),

() + ((w)* = ... = 2.8° (L+cos(u))

S= 2.pi.f0pi a. (1 + cos(u)).sen(u).v2.a./1 + cos(u).du =
=2.pi. V2. az.fopi(l + cos(u))%.sen(u).du =
(Cambio: t = 1+cos(u), dt=-sen(u).du)
= 2piVZ.a2.[ ()e.dt=-2.pi.VZ.a2.(2/5.57=
= -2.pi. V2. a?.(2/5.(1+cos(u))*? 1" =
= -2.pi. V2.a2.2/5.[(1-1)*% - (1+1)¥?] =
= 2.pi. VZ.a2.2/5.2 = 22
Conclusién: S = % pi.a®

Volumen:
V= pi.f;lz(y(u))z. dx(u)
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r=a.(l+cos(u)), 0 <u<2pi

X = r(u).cos(u)
y = r(u).sen(u)

y(u)? = [a.(L+cos(u))]*.sen*(u) = a”.sen*(u).(1 +cos*(u) +2.cos(u))
dx(u) = [r’(u).cos(u) - r(u).sen(u)].du =

= [-a.sen(u).cos(u) —a.(1+cos(u)).sen(u)].du =

= -a.[2.cos(u) +1].sen(u).du

y(t)%.dx(u) = -a%.sen®(u).[cos*(u) +2.cos(u)+1].[2.cos(u) +1].du =

-a.sen’(u).[2.cos’(u) +4.cos?(u) +2.cos(u) +
+ cos’(u) +2.cos(u) +1].du =

-a>.sen’(u).[2.cos’(u) +5.cos?(u) + 4.cos(u) +1].du =

-a®.sen(u).(1-cos?(u)).[ 2.cos’(u) +5.cos?(u) + 4.cos(u) +1].du =

-a.sen(u).[ (2.cos*(u) +5.cos*(u) +
+ 4.cos(u) +1)-(2.cos>(u) +5.cos*(u) + 4.cos*(u) + cos®(u))].du =

= -a°.[-2.c0s°(u) -5.c0s*(u) -2.cos*(u) + 4.cos*(u) +4.cos(u) +
+1].sen(u).du =
(Hago t = cos(u), -sen(u).du = dt),
y queda
=g [-2.8° -5.t* -2.83 +4.2 +4.t +1].dt =
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(Integrando obtengo de forma inmediata)
= @l [-1/3.6° —° -1/2.t* +4/3.63 +2.° +]

(Deshago el cambio haciendo t = cos(u), aplico la Regla
de Barrow)

Calculo el volumen V1 engendrado por el recinto incluido en el
primer cuadrante: x >0,y > 0.

V1 = pi.a’.(-1/3.c0s°(u) —cos’(u) -1/2.cos*(u) +
+ 4/3.0053(u) +2-COSZ(U) +Cos(u)]op|/2 -

=pi.a®[(0)—(-1/3.1-1.1 -1/2.1 +4/3.1 + 2.1 +1)] =
= pi.a®.[(-2/6 -6/6 -3/6 +8/6 +12/6 + 6/6)] =

= pi.a’.[- (-11/6 +26/6)] = pi.a®.[-15/6] = -pi.a.5/2
Tomo su valor absoluto: V1 = pi.a3.§

Calculo el volumen V2 engendrado por el recinto contenido en el
segundo cuadrante: x <0,y >0

Para ello calculo
Va = pi.a’.(-1/3.cos’(u) —cos*(u) -1/2.cos*(u) +
+ 4/3.COS3(U) +2-COSZ(U) +COS(U)]pi/22p|/3 —

-1
25

= pial (U3~ 22 - U2 + 4B +2.5-12) — (0)] =
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=pid’ [(13; + - 12— 413 +2.2-32/2%)] =
= pi.a® [5.(-1/3 + 2 -2 -32/3 +32 -32)] =
= pi.a® [5.(-1/3 -32/3)] = pi.a’ [5.(-33/3)] = pi.a’ [z.(-11)] =

. 311 . 311
= -pl.as.a . Tomamos el valor absoluto: Va = pl.a3.a

Ahora calculamos

Vb = pi.a%.(-1/3.cos°(u) —cos’(u) -1/2.cos*(u) + _
+ 4/3.cos’(u) + 2.cos*(u) + cos(U)]zpis” =

= pi.a’[(-1/3.1 —(-1) -1/2.1 + 4/3.(-1) + 2.1 -1) -
1 -1 1 -1 1 _
- ('1/32—6 —; - 1/22—4 + 4/32—3 + 2; '1/2)] =
= pi.a’.[(-2/6 + 6/6 -3/6 -8/6 + 12/6 -6/6) -
- (5(-1/3+2 -2 -3213 + 32 -32))] =

= pi.a’ [1/6.(-2 + 6 -3 -8 + 12 -6) - —-.(-33/3)] =

—ni a3 1 i a3 119 _ . 3 —32+433
= pi.a’.[1/6.(-1) - ;.(—11)] =pi.a’[-1/6 + ;] =pi.a '[T]
—nia3rt

= pi.a '[E]

Para V2 queda: V2=Va- Vb= pi.a3.[£ - %92] = pi;f_[%] =

= pi.a’[]

Volumen total V=V1+V2=
= pi.a’.[5/2] + pi.a’[F] = pia’ [ = pi.a3.[§]
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Problemas resueltos 6 Semi-resueltos:

1.- Calcula el érea limitada por la gréafica de
f(x) = x?-3x-4, el eje ox, y las rectas x = -2, x = 3

Sol.- Observa la figura

En primer lugar debemos comprobar si la curva corta al eje ox, y
determinar esos cortes. En este caso:

y =x*-3x 4
y=0 (Ecuacion de la recta ox)
B y = X2 _3X_4 2
Sistema —->X"-3x-4 =0,
y=0

de donde x = -1, x= 4. Cortes: (-1, 0), (4, 0)

Obszewa cue la superficie 5Z
estd situada por debajo del
2je ox. Debemos tomar su wvalor
abszoluto

Tenemos que calcular S1y S2 por separado.
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Si= Jl (x* —3x—4).dx = (*/3-3x%/2-4x] ;" =
-2
= (-1/3 -3/2 +4)- (-8/3 -12/2 +8)= ... = 17/6

s2: Ji(x2 —3x—4).dx = (x*/3-3x°/2-4x] ,° =
-1
= (27/3 -27/2 -12)- (13/6) = (-99/6) — (13/6) = -112/6

El area siempre es un valor positivo, por lo que hemos de tomar el
valor absoluto: S2 = 112/6

S=S51+S82=17/6 +112/6 = 129/6 = 43/2

2.- Calcula la superficie delimitada por la grafica de
f(x) = —x* +8x, y larecta y = 3x.

Sol.- Observa la figura

Calculamos los cortes entre curva y recta
{y =—Xx% +8x

y =3X
de donde: x=0,x =5,
Puntos: (0, 0), (5, 15)

> -x*+8x = 3x, X* -5x = 0, X.(x-5) = 0,

Al calcular la integral definida I(f(x); [0,5]) nos dard un area T
que engloba la suma de las dos partes sombreadas S y S1.
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Nosotros deseamos solo la parte S, y por tanto sera
S=T-S1

Integral Definida: Areas

flxi= -X° + ax
r: y= 3x
Puntos cortes: (0,0}, (5,158}

T =J5'(—x2 +8X).dX = (- x¥/3 + 8x/2],° =
= 5-125/3 +100) — (0) = 175/3

S1 esuntriangulo: S1=1/2.(5.15) = 75/2
S =175/3 — 75/2 = 125/6

3.- Calcula el area limitada por la grafica f(x) = 4 —x?,
el eje ox y la recta y= x+2

Sol.- Obtengo una primitiva.
F(x)= 4x — 1/3.X°

3
Area = (4x —%)_le (4-1/3)-(-8+8/3) = (11+16)/3 = 27/3 =

=9 unid.

202



Todo Matematicas, Vol.9

A este valor hemos de restarle el &rea del triangulo B:
1/2.(3.3) =9/2
Avrea solicitada: 9 — 9/2 = 9/2 unidades.

Otra forma:

3 2
j(4—x2).dx - i(x+2).dx = (4X—X—)_21 —(X——Zx)_z1 =
A % 3 2

=9-9/2 = 9/2u.

4.- Calcula el area limitada por las dos gréficas siguientes:
y=-xX2+5, y=4x

Sol.- Observa la figura

Puntos corte: (-Ll.4), (l.4)

Cortes entre si:

_E__y?
{y—j ZX > 52 = 4x%, 5.(x*-1) =0
y =4x

X*-1=0, ->x=1,x=-1

S= .][(_)(2 +5—4x%).dx = J(—SXZ +5).dX = (-5x*/3 +5x] .

-1
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= (-5/3 +5) — (5/3 -5) = 10 — 10/3 = 20/3.
S =20/3

5.- Calcula la superficie delimitada por las graficas

de estas dos funciones:
2

y=4-x y = 3x
Aprovechamos la simetria de la figura.

S1 = (4x —x¥/3]e" — (X°]o" = (4 -1/3) — (1) = 8/3

S =2.5S1 = 16/3 unidades S=16/3u.

6.- Integral definida j(xz —5x+6).dx
1
ki

o 1 2 34 5 X
Sol.: 5’333

7.- Integral definida T(ZXZ —5x+6).dx
1

Sol.: 46’6667
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5

8.- Integral definida I— X%.dx

Sol.:

1
-41°28333

al 1 s

SN

9.- Integral definida j(x2 —5x+6).dx

Sol.:

10.-

Sol.:

11.-

Sol.:

12.-

Sol.:

1

0°8333
3
Integral definida (x* —5x+6).dx
2
-0°1666
5
Integral definida (x* —5x+6).dx
3
4’666

Avrea limitada por la parabola y = x*-5x+6, y las rectas:
Xx=0,x=5y=2x

Debemos Calcular:
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j(ZX—(XZ —5x+6)).dx, T((x2 —5X+6) —2X).dx

0 2

13.- Area limitada por las rectas: y =0, X =-5,Xx =5,y =5x + 6

Sol.: Debemos calcular

r(sx+6).dx, j(5x+6).dx

-5 -1'2
Obtenemos: -36’1, 96’1. Area=132"2
14.- Area limitada por las rectas: y =0, x = -5, X = 5,

y la parébola y = x* -5x + 6
Sol.: Debemos resolver

j(x2 —5x+6).dx, j.(x2 —5x +6).dx, j(x2 —5x+6).dx
-5 2 3
Obtenemos: 138’83, 0’167, 4°67. Area=43667

$$$000$$$
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Tema 8

Integral curvilinea

Integral de Superficie
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Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...
8.1.- Integral curvilinea de Primer tipo, en el Espacio

Sea una funcidn con dos variables independientes z = f(x, y). Sea
D =[a, b]x[c, d] el dominio de definicion de f(x, y).

Supongamos ademas que la variable y esta relacionada con x
mediante y = g(x), definiendo una curva C sobre D, donde x
recorre el intervalo [a, b].
Dividimos la curva C en arcos mediante un sistema de puntos
Pi(xi;, i), i=0,1,2,...,n, donde la sucesion {x;} es creciente.
Llamando As; la longitud del arco P;.4P;.
Podemos obtener una sucesion de sumas parciales

Sn=Xieq1 f(x;, ). As; |y hacer que n -> oo
Def.:

Llamamos Integral curvilinea (de Primer tipo) al resultado del
siguiente limite, cuando exista:

limy, 0 Ximq f (i) As;
Este valor lo representamos por | c fCoy).ds

Su célculo:
A) En cartesianas

Teniendo en cuenta 'y = g(x), a<=Xx <= b, y que
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ds=./1+ g'(x)?.dx, obtenemos la siguiente igualdad que
permite su calculo:

b
Jo fOoy)ds=[ f(x,g(x). 1+ g (x)?.dx
B) En paramétricas
Si la curva C viene dada en paramétricas

t1l <=t <=t2, entonces

{x = x(t)
y=y()’

ds=/x'(t)? + y'(t)? .dt,
[ fay).ds = [ F(x®),y®). V' ©F +y (O .dt

Ejemplos:

NOTA: El simbolo (#) significa que el resultado ha sido
corroborado.

1.-f(x, y) = x +y, definida en R%. Sea C los lados del triangulo
de vértices A(0,0), B(1,0), C(0,1), recorridos en sentido positivo
(movimiento contrario a las agujas del reloj).

Sol.: Jo flx,y).ds=
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AB:y=0, 0<=x<=1, ds=v1+0.dx=dx
[p f@y).ds = [J(0).dx = (T4 =

1
2

BC:y=1-x, 1>=x>=0, y=-1->1+g'(x)?=1+1
ds=v1+1.dx =2 .dx,

Joe f(,y).ds = —flo(l).\/f. dx =-v2.(x]9 =
=—V2.00-1) =2

CA:x=0, 1>=y>=0, ds=-dy, x+y=y

JoafGoy)ds == [o.dy=-&1 = —(0-1) =1

Por tanto
Jo foy)ds=1++2 #)
2. Jo xy.ds, donde C es el cuadrado definido por:
IX|+1]yl|=2aa>0
Sol.:

:| a

(2 (1)
¥Y=a +x ¥=a-x
_a/ a
BN e
y=-ax ¥ =-3
-8
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(1yy =-1->y1+1.dx = 2.dx

2 X3

0
f x.(a = x).V2.(=dx) = —V/2. (a_%_ ?]2 -

=0 (F-5)] = V2T = T

3 6 6

Qry =1->y1+1.dx=+2.dx

f_oax.(a+x).\/7.dx = (a,x;.{. ";]ga _
=\/§.[(0)—(%3+‘Ta3)]:_ﬁ(3a3—2a3) _= 5

6 6

Bry =-1->V1+1.dx=+2.dx

0 x?  x3
f x.(—a—x).V2.dx = \/2_'(_61'7_?]9(1:

—-a
3

=V2[0 - (- T)] = V2O = 2

2 6

@)y =1--> V2.dx

x3

3

3

E[(242)- 0] - v

6

]

oQ

a 2
J x.(—a+x).N2.dx =+/2. (—a.% +
0

X

Resultado = 0 (cero) #)
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1
3.- fC m.ds , donde es el segmento con extremos
A(0,0)y B(1,2).
Sol.:
L N

y=2->V1+4.dx=+5.dx

Jx2+y2+4=x2+4x2+4=+5x2 + 4

1 _ V5 1_1 _
Je —x2+y2+4.ds OWfdx \/"fo = .dx =

—f h B .. dx = (%)

Hago tan(t) = £ x, dx=-=.sec(t)?

\/_

£ fx)+ﬁ.x]=

= [ sec(t).dt = In[sec(t) + tan(t)] = 2

= In[sec(arcTan (\/75 . x) + g .x]

(*) = (ln[sec(arcTan(\/?g-x) + \/75 x]o =

= (ln[sec(arcTan(ﬁ) + \/_g) — (In[sec(arcTan(0) + 0) =

=(n¢+ 2)~In() = In(22) #)
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8.2.- Integral curvilinea de Segundo tipo

Supongamos dos funciones con dos variables independientes:
P(x,Y), Q(X, y), definidas y continuas sobre el dominio D.

Supongamos ademas (como en el caso anterior) que la variable y
esta relacionada con x mediante y = g(x), a <= x <= b, definiendo
de forma continua una curva C dentro de D, donde el recorrido de
x es el intervalo [a, b].

Def.:
Llamamos Integral curvilinea de Segundo tipo al resultado de

Jo P(x,y).dx +Q(x,y).dy =
= [2[P(x, 9() +Q(x.9().g' )] dx

Su célculo:
A) En cartesianas

Su valor resulta del miembro derecha de la igualdad.
B) En paramétricas

Si la curva est& dada en paramétricas
fc P(x,y).dx +Q(x,y).dy =
= [JIP(x@,y(®)-2'(®) +Qx(®),y(®).y'(®)]-dt
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NOTA: El simbolo (#) significa que el resultado ha sido
corroborado.

Ejemplos:

1-Caleula f. y*.dx +x*.dy, donde C es la semi-elipse
superior:

{x = a.cos(t) pi>t>0

y = b.sen(t) ’

recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Sol.: [, y*.dx +x*.dy =
— 0 f—
= fpi(bz.sen(t)z. a.(—sen(t)) + a?.cos(t)?.b.cos(t)].dt =

= f;i(— b?%.a.sen(t)® + a?.b.cos(t)3].dt =

=a.b.[f;l. a.cos(t)3.dt — f;l.b.sen(t)e’-dt 1=

Nota: Consulta tabla de integrales 6 métodos

Calculos:
[cos(t)3.dt = .= sen(t) —% .sen(t)®, por tanto

(sen(t) —§ .sen(t)3 ]gi = (sen(O) - %.sen(0)3 ) —

—(sen(pi)—% .sen(pi)3) =0-0=0
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[sen(t)®.dt = .= —cos(t) +§ .cos(t)?,

y por tanto, aplicando Barrow
1 310 —
(—cos(t) + 3 .cos(t)® | =

= (— cos(0) +% .cos(0)3 ) - (- cos(pi) + %.COS(pi)3 ) =
=(-1+1/3) -(1-1/3) = -2/13-2/3=-4/3

Por tanto —f;ib.sen(t)?’.dt =-h.(-4/3) :%

*) (#)
2-Calcula [, (x* — 2xy).dx + 2xy + y?).dy

donde AB es el arco de parabola y = x* que une el punto A(1,1)
con B(2,4).

Sol.:  y’(x)=2x -->dy = 2x.dx

Js (% = 2xy).dx + (2xy + y?).dy =
= flz[(xz —2x3) + (2x3 4+ x%).2x].dx =

2 4x5 x*  x3
= [{ (2x° + 4x* = 2x° + x%).dx = (—+———+ ]f=
64 128 16 8 1 4
SYCIE: JETIE NI T
3 5 2 3 35 2 3
_ _640+768-240+80 10+24-15+10 _ 1248-29 _ 1219 _ 0,
30 30 30 -
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3.- Calcula fc (2a —y).dx + x.dy , donde C es el primer
arco de la cicloide dada por

x = a.(¢ — sen(t)) , donde t creciendo
y = a.(1 — cos(t))

Sol.:t=0->x=0,y=0-->A(0; 0)
t=2pi->x=2a.pi, y=0-->B(2.a.pi;0)

Por tanto el recorrido de t es [0, 2.a.pi]
(2a-a.(1-cos(t))) = a + a.cos(t) = a.(1+cos(t))

x’(t) = a.(1-cos(t))
y’(t) = a.sen(t)

Tengo
(2a-y).dx + x.dy = a.(1+cos(t).a.(1-cos(t)).dt +

+ a.(t-sen(t)).a.sen(t).dt =
= [a?.(1-cos(t)?) + a* (t.sen(t) —sen(t)?)].dt =
= [a.(1 + t.sen(t)) — a*.(cos(t)® +sen(t)?)].dt = a>.sen(t).dt ,

por lo tanto
Jo Qa—y).dx+x.dy = az.fozm t.sen(t).dt = (*)

Integro por partes (Consulta tabla de integrales):
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[ t.sen(t).dt = =
(Integracion por partes)

= (sen(t) —t.cos(t)]gpi = [sen(2pi)-2pi.cos(2pi)] —
- [sen(0) — 0.cos(0)] = [0 - 2pi] — [0] = -2pi

(*) = -2.a2.pi #)

4.- El alumno resolvera [, (2xy.dx — x*.dy , donde AB es uno

de los diferentes caminos que se indican, siendo A(0; 0), B(2; 1),
siguiendo (ver figura) el camino indicado:

a)Segmento recto, camino (1)

b)Arco de parabola (2), eje de simetria oy
c)Arco de parabola (3), eje de simetria ox
d)Linea quebrada ACB, camino (4)

e)Linea quebrada ADB, camino (5)

5) 4
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Resultados: (1) ~>2, (2)~>0,(3) >,
@)->-4, (5)->4

8.3.- Diferencial Exacta: Integracion

Supongamos que P(x,y).dx + Q(x,y).dy = dF(x,y), lo que significa
que es la ‘Diferencial exacta’ de F(x,y).

En este caso se demuestra que el resultado de

Jo P(x,y).dx +Q(x,y).dy
no depende del ‘camino seguido’ para llegar desde el punto
A(x1,y1) inicial de C hasta su punto B(x,y) final (\VVéase figura),
cumpliéndose

Jo Pry).dx +Q(x,y).dy = F(x2, y2) - F(x1, y1)

( Férmula de Newton-Leibniz) Q)

— ,
Alx1,y1) Cl,y1)

o | X

El camino seguido ha de ser ‘continuo’ y quedar dentro del
dominio D de definicion y continuidad de P(x,y), Q(X.y).
Evidentemente, si la curva C es cerrada tenemos
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Jo Pr,y).dx +Q(x,y).dy = F(x2,y2) - F(x1,y1) =0
ya que (x2,y2) = (x1,y1).

Condicién para que P(x,y).dx + Q(x,y).dy sea diferencial
exacta:

Suponemos que D es un recinto conexo, es decir, dos
cualesquiera de sus puntos se pueden unir por un ‘camino’

totalmente contenido en D.

Si ademas P(x,y) y Q(x,y), y sus primeras derivadas parciales son
continuas, entonces se puede demostrar la siguiente afirmacion:

Condicion necesaria y suficiente para que exista F(X, y) tal que
dF(x,y) = P(x,y).dx + Q(X,y).dy
es que QX,(X9Y) = Py’(X7Y) (2)

La demostracion de su existencia se puede reducir a la obtencion
de su expresion.

Proceso para obtener F(x,y):

F(x,y) - F(x1,y1) = f((;f;)P(x' y).dx +Q(x,y).dy =

(siguiendo el camino A -- > C -- > B de la figura)
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Dxly) \
¥ ¥ —= o Bloy)
by P h

IR

— - ,
Alxl,y1) Cle,y1)

| .
= [ PGr,y1).dx + f;}lQ(x, y).dy, dedonde obtengo

FOay) = [, PCx,y1).dx + fyyl Q(x, ). dy + const
donde const = F(x1,y1)

También podemos hacer

FOxy) - FOLyD) =[5 P(x,y).dx + Q(x,y). dy =
= f;l Q(x1,y).dy + fxle(x, y).dx ,

de donde despejamos F(x,y) como antes.
Ejemplos:

1.- Sean P(x,y) = 4x +2y, Q(X,y) = 2x -6y,
P, =2, Qx’ =2, A(0,0), B(xy)

Obtener la expresion F(x,y):

dF(X,y) = (4x+2y)dx + (2x-6y)dy
F(x,y) = [o 4x.dx + [ (2x — 6y).dy + C =
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= (X5 + (2xy — 3y*Jg +C=2x*+2xy -3y’ + C

El valor C = F(0, 0) lo podemos asignar a voluntad, o conforme a
la naturaleza fisica del problema.

Hemos seguido el camino (1), pero al mismo resultado llegamos
si utilizamos el camino (2) de la figura.

2.- Comprueba que es Diferencial exacta y Calculala:
[px-dy +y.dx, A(-1;2),B(2;3)
Sol.: P(xy)=y->P,=1,; QXY =x->Qy=1,
Obtengo F(x,y) tal que dF(x,y) = y.dx + X.dy

F(xy) = [520, PG y).dx +Q(x,y).dy =
—(x y _

(en este caso: x1 =-1,yl=2)
=f_x1 2.dx + fzyx dy = (2x]%, + (xy]) =
:(Zx—(—Z))+(xy—2x): xy+2+C

Comprobacion: F,=y, F,=x (Siloes)

Entonces:

[px-dy +y.dx = F(23)-F(-12)=8-0=8
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3.- Comprueba que es Diferencial exacta y Calculala:

y.dx—x.dy . .
L™ AL2).B(21)

Sol.: P(x,y) =3% =i>p =2

y y
Q(x,y) =

—-X _ -1
>Qx—?

i
Obtengo F(x,y):

F(xy) = 7, P(,yD.dx + [ Q(x,y).dy =
(en este caso: x1=1,yl =2)

_rx1 y—x X Xy _(x 1 X X\ _
hGdr Bay= G +GR=(-3)+(-3)=

—*_1l.c. =% 8
=573+C Fxy)=5-3+C

—-X

.y 1
Comprobacion: F, = S Fy= W > dF(x,y) = Fx.dx + Fy .dy =

—l __x . :l :_—x'
=5 dx+ —-.dy; Pxy) =2, Qxy) =

s 1 -1 . . .
Py==, Q%= 57 Si es diferencial exacta.

y2
Entonces:
dx—x.d 3
5 y’;# =F(2,1)-F(1,2) = (2-112)«(1/2-1/2) =~
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4.- Comprueba que es Diferencial exacta y Calculala:
dx+dy 1.1 .
Iy . AG;3) B@34)

B x+y

Resuélvalo el alumno siguiendo los ejemplos anteriores.
Resultado: In(7)

8.4.- Fdormula de Riemann-Green en el plano
Area de un recinto plano

En el caso de que la curva cerrada C sea el borde de una regién R
conexa del plano, la integral curvilinea la representamos por

_(ﬁc f(x,y).ds

La siguiente férmula permite transformar una Integral curvilinea
de segunda especie

fc P(x,y).dx + Q(x,y).dy, donde C sea curva cerrada,

en una Integral doble.

Supongamos gue R es un recinto cerrado y conexo del plano, y
que C es su ‘frontera’, curva cerrada. Conexo significa que dos
puntos cualesquiera pueden unirse mediante un camino contenido
enR.

Si las funciones P(X,y), Q(x,y), y sus primeras derivadas
parciales, son continuas en R+C (el recinto incluyendo su

borde), entonces

Formula de Riemann-Green:

225



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

§. P(oy).dx+Q(x,y).dy= [, (Qx(xy) - Py(x,y))dxdy

(Integral doble sobre el recinto R) (1)

¥
y2
d—+ xl _FF:AKE
I C v=glx
| R |
| | 1
etV :
T s

Podemos suponer que R es cerrado y por tanto su borde C queda
incluido en R. C es un linea cerrada.

En lo que sigue podemaos expresar fc f(x,y).ds en lugar de

¢ f(x,y).ds, donde ds es la diferencial de arco de curva, y
donde se supone que C es cerrada.

Observa que no es necesario que la expresion
P(x,y).dx + Q(X,y).dy sea exacta.
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Interpretacion-Justificacion de la Férmula de
Riemann-Green:

¥
¥2

d—+ xl +3 %2
I C y=glx

| B |

| I |

et v |

5| & b

Sea el recinto R con borde C: y = g(x).

La integral doble la calculamos, como ya sabemos, asi:

b
[y By).-dx.dy = [0 Py, y).dy). dx =

= [7[P(x,y2(x)) — P(x,y1(x))]. dx , donde y1(x) < y2(x),
cuando x recorre [a; b]

La figura muestra como y = g(x) ‘produce’ dos valores: y1(X),
y2(x).

Pero tengamos en cuenta que para la integral curvilinea

fc P(x,y).dx, el convenio para el recorrido de C consiste en

dejar el recinto R a la izquierda, lo que significa girar en sentido
contrario a las agujas del reloj, y que al cambiar el sentido del
recorrido su valor cambia de signo.
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En la integral anterior hacemos el recorrido de C ‘punto a punto’,

x creciendo de izquierda a derecha en [a; b] , y al tomar en

fyZ(X)
y1(x)

que hago el recorrido en el sentido de las agujas del reloj (ver

figura).

P,(x,y).dy los limites en la formayl < y2, nos indica

Por tanto llegamos a que

[21P(x,y2(x)) — P, y1(x)]-dx = — [ P(x,y).dx

donde y = g(x).

Por tanto: [f, P,(x,y).dxdy =—[. P(x,y).dx,

obien [. P(x,y).dx = [[, —P,(x,y).dxdy

Del mismo modo, teniendo x = h(y), para Q«(Xx,y) obtenemos
[y Qe y).dx.dy = [([}70) Qc(xy).dx).dy =

= [0 (x2(x),y) — Q(x1(x), )] dy
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Ahora el recorrido de C lo hacemos en sentido positivo (al
movernos ‘punto a punto’ desde c hasta d creciendo por el eje

oy).

o é. b X
Por tanto
[y Qx(x,y).dx.dy = [, Q(x,y).dy

Concluyendo:

Jo Pe,y).dx +Q(x,y).dy = [f, [Qx(x,¥) — P,(x,¥)]. dx.dy
(4)

Ejemplo:
1.- Area de un recinto R plano delimitado por una curva C.

Sol.: Para concretar supongamos que

Tomo P(x,y) = -y, Q(x,y) =X

Jo Cy.dx+x.dy) = [[, (1= (=1).dx.dy = [[, 2.dx.dy
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de donde [l dx.dy =% S =y dx +x.dy)

Pero, si llamo A al &rea del recinto comprobaremos que
A=[. x.dy, A=-[. y.dx, yportanto el miembro derecha
toma el valor: % (A+A)=A, yportanto [, dx.dy =A.

En efecto:

ol 3 B X
d
Jp x.dy = [Fx2().dy + [{x1().dy =
= fcd x2(y).dy - fcd x1(y).dy = Area del recinto (Aplicando la
definicion de Integral definida).
Por otro lado: — [. y.dx = ffyZ(x).dx + fbayl(x).dx =

= f(f y2(x).dx - f: y1(x).dx = Area del recinto conforme a la

definicion de Integral definida.
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Ejemplos:
1.- El circulo de radio r y centro (0,0)

Calcula su area aplicando la formula de Green.

Sol.:
x2+y2 =2 >y= i,/rz — x2

Seguln lo anterior A = —fc y(x).dx, donde x recorre [-r; r].

NOTA: Propongo encarecidamente consultar el punto 2.2, Tema
2, lo relacionado con propiedades de la Integral Definida.

Entonces
A=—[[T VrZ—x%dx + [T —Vr? —x%.(dx)] = (*)

Observa que el resultado de la integracion sera negativo porque
recorro C en sentido negativo. Por tratarse de un area después nos
guedamos con el valor absoluto.

2
Integramos:  [VrZ —x2.dx =r.[ [1— (;) dx =
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(Cambio: ; = sen(t), dx =r.cos(t).dt)

_ 2 2 __ 2 [1+cos(2t) _r sen(2t)y _
= rfeos(®)?.dt =r’.[——— .dt=".(t+ —)=

2

= % [t + sen(t).cos(t)] =

= g [arCSen(g )+ % .cos (arcSen (%))]
Por tanto:
2
f_rr VrZ —x2 .dx= %.[(arcSen(; )+ ; cos (arcSen G)) 1] =

=CIE +0) - (-2 ~0)) = T pi;

[TV =R (dx) =~ [T VrT=x?.dx =
=- g [(arcSen(z ) +=. cos (arcSen (§)> 1771 =
=- -2 +0) - (2 -0) = = pi;

2 2

_ 7 . i N .2
Portanto A=-[— .pi + (5 .pi)] =-pir
Avrea circulo = pi.r’

2.- Aplicando la férmula de Green transforma la siguiente integral
en una integral de superficie:

9Sw/x2+y2.dx+y.(xy+ln(x+ x2+y2)-dy, donde C

es el entorno (regular) de una superficie S.
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Sol.:
Pxy) =22 +32 > Py(xy) = = T

2\/x2+y
Q(XaY) =) (xy + ln(x + . /x2% 4+ y ) >

2x

, _ 2. Jx VX% +y?+x _
Q(oy) = vy + x+¢m] YV * 7o i |

1+

Yfx2+y2 (x+/x2+Y2 )+ (x+/x2+y2 )
-y T ) =

VaZ+yZ. (x+/x2+y?)

( 1+ ya/x2+y? ).(x+\/x2+y2)
VxZ+y2. (x+/x2+y?)

=y.[

Sustituyendo: Q. (x,y) — P,(x,y) =

[( 1+ y./x2+y? ).(x+\/x2+y2) y

N e B N

_ y.( 1+ ya/x2+y2 ).(x+\/x2+y2)—y.(x+\/x2+y2) _
- VaZ+y?. (x+y/x2+y?) B

Y2A[x24y2 . (x+/x24y2) _ 5

B e

Resultado: [f; y*.dxdy

3.- a) Aplicando la férmula de Green, calcula la integral
curvilinea
I=¢2.(x2+y%).dx + (x + y)°>.dy, donde
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C es el contorno del triangulo con vértices A(1,1), B(2,2), C(1,3),
recorrido en sentido positivo.

b)Calcula directamente la integral curvilinea.

Sol.:
v C
o)
A e
|}| = x

a) P(xy) = 2.(x* +y?) -> P, = 4y,

QX.Y) = (x+y)® = > Q= 2,(x+y),
1= [, 2.(x+y) —4y).dxdy = [[; (2x—2y).dxdy

I = Z.flz( Jf’lz(x —y).dy).dx = Z.flz(fx_x+4(x —y).dy).dx =
= 2.flz(xy - %.yz];’“"L dx =

= 2.f12 [(x (—x +4) —%.(—x +4)2) - (x2 —% .xz)].dx=

= Z.flz[—Zx2 + 8x — 8].dx = —4. flz[x2 —4x +4].dx =

=—4. (i.x3 —2x% +4x)? =

-t [-a8)- (24 <o f-3] -~
(#)
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b) Valorde I=¢2.(x2+y2).dx + (x + y)2.dy, por
célculo directo (concepto de Integral curvilinea)

Caminos: AB:y=X, y’ =1

Jip2- (2 +y?).dx + (x +y)*.dy = f12[2(2x2) + 4x?].dx =

2 3 5
=8.[ x%dx= 8%} =8(3-3)=%

BC:y=-x+4, y.’=-1

Joc 2.2 +y?).dx + (x + y)*.dy =
=-[7[2.(x? + x® — 8x + 16) — (16) ].dx =
= — [1(4x% — 16x + 16 ).dx = —4.[;(x? — 4x + 4).dx =
=4 222+ 4x ]} =4[C-8+8)~ C—2+4)] =
—28 24 _ -4

=4-2-2]= 4148 =2,2_22
3 3 3 3 3 3

CA:x=1,%x=0
Joa2- (2 +yH).dx + (x +y)%.dy =
== [P2.(1+yD.0 + A +y)?ldy = - [J(1+y)2dy =

3 3
= - +2y+ Ddy =-C+y*+y] =
56

= [0+9+3)-G+1+D]=19-7]= -2

56 4 56 4
Resultado: = —= -2 = — =
3 3 3 3

(Mismo resultado de antes)
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4.- Calcula aplicando la formula de Green

¢, —x*y.dx +xy®.dy , dondeCesla

circunferencia x> + y? = r? recorrida en sentido positivo.

F o4
Sol.: Resuélvalo el alumno. Resultado: %

8.5.- Integral de Superficie de Primer tipo

Supongamos u = f(x, y, z) funcién continua con tres variables
independientes, definida sobre una superficie S. Supongamos una
relacion (ligadura) que expresa

Z =g(x, Y), sobre un dominio D del plano (X, y)
Dividimos la superficie S en ‘celdas’ (pequenas celdas) que
representamos por As; . As; representara también el valor de su

propia superficie.

Designamos por §; a la mayor de las distancias entre puntos de
As; (lo llamamos didmetro de As; ).

Suponemos enumeradas las n celdas As;, i=0, 1, 2, ..., n

formando una sucesion. Podemos incrementar el nimero de
celdas, y evidentemente, n -- > co implica que &; -- > 0.
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Sea u;unvalor de f(x,y, z) dentro de la celda As;. Bajo las
condiciones de continuidad de f(x,y,z) en su dominio D, dentro
de As; tomara un valor minimo m; y un valor maximo M;, y es
evidente la relacion entre las siguientes sumas

rom.8; < Y M;.6;, cualquiera que sean.
Entre las dos sumas, si son desiguales cualquiera que sea el valor
n, existird un valor T real T al cual se aproximan dichas sumas.
Entonces cabe plantear los siguientes limites y su igualdad:
limn_m Z?:l m;. 61' =T= limn_,oo Z?=1 Mi' 6i

Defi.: (De Primer tipo)

Llamamos Integral de superficie de Primer tipo al valor T
obtenido en estos limites, cuando éste sea un valor real.

La designamos mediante [[; f(x,y,2).ds

Su calculo:

Si D es la proyeccion de S sobre el plano (x, y), resultando que z
= g(x,y) sobre D es uniforme (un solo valor sin ambigiiedad),
entonces

fl; FGry,2).ds =

=JI, fxy g y))-\/l + g4(x, )% + g5 (x,y)% dx. dy
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Ejemplos:

1.-Seaf(x,y,z) =x+y+z yS lacara superior del
cubo0<x<1, 0<y<1 0<z<1

a) Calcula ff; (x+y+2).ds

b) Lo mismo pero integrando sobre S cara inferior del citado
cubo.

Sol.: a) En este caso sobre Ses z= 1,y la proyeccion de S es
D =10, 1]x[0, 1], siendo

z=g(x,y) = 1 definida en D.

ffs x+y+z)ds=
= [, @ +y+D.dedy = [ (f,(x+y+1).dy).dx =
1 1 1 3
=/ (xy+5.y2 +ylo-dx = [ (x+5).dx =
_ 1 2 3 1 _ 1 3 _
=G x"+s xlo = 5+5 =2
b)En este caso, sobre S tenemos z = 0, y la proyeccion sobre el
plano XOY es D =S = [0, 1]x[0, 1], siendo z = g(x,y) =0
Entonces
ffs f(x)ylz)-ds = ffD (x+y+ O)dxdy =
= [y Uy Ge+).dy).dx = [} ey +3.y?Tb.dx =

1 1 1 1 1
=f0 (x+5).dx= (5.x2+5.x]6 =—+5 =1
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NOTA:

Observa que estas dos caras suman el valor 3 u. Si tomo otras dos
caras opuestas, tomando como independientes el par de variables
correspondientes, volvemos a obtener el valor 3 con cada par. En
total, si extiendo la integracidn sobre la superficie de las seis

caras obtengo el valor 9 unidades.

2.- Calcula

JI; (x* +y?).ds, donde S es la superficie (exterior) de la

esfera: X? + y* + 22 = R?

Sol.:
Sobre la superficie S tengo z = +,/R2 — (x2 + y2)

—2x , -2y

zZ,) = —_— 7)) = ——
X 2 RP—(x2+y?) Yo 2 JR2=(x%+y?)

x2+y2 R?

1+ =
(R2=(24y?) ~ R2-(x%+y?)

Dominio de integracion: z = 0 -> x’+y* = R? --
y=tVR? —x?,

1= 0], G2+ s

‘8Rf(f (2+y2)m dy).dx = (*)
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Integro respecto de y:

1

x? x2 _
f\m dy = f\/RZ—xZ Jl_( Rzy_xz)z.dy =

( Hago sen(t) = ﬁ . VRZ —xZ cos(t).dt = dy)

.cos(t).dt =x%.t -->

(t)
(deshamendo eI cambio anterior)

VRZ—x2 2 pi
VR?—x? x.%

= x2.(arcSen(—=—= JRz—)] =
Integro ahora
y? _
| e = )
Integracion ‘Método por partes’:
\ _ y
u=y,dv= Mo dy

dy = (hago t = (R? — x2) — y?,
dt = -2y.dy)

vef—2

1
== fte.dt = -2 2.4t = [(RZ—x?) = y?

(*)=-y.y(R? —x?) —y2 + [ {J(R? —x?) = y2 .dy
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Integrando

JJRZ=x2)—y% .dy = VRZ—x2.{ /1—(R2 =)2.dy =

(Hago: sen(t) = \/_2, dy = VR? — x2.cos(t).dt )

= (R? —x?). [ cos?(t).dt = (R? —x?). [ qr =

—(p2 _ 2y (Lt sen@YY_ 1 2 2 y

=(R x).(2+ " )—2.(R x).(arcSen(w)+
y y VRZ—x? _

+ —*Rz_xz.cos(arcSen( *RZ—xZ))]O =

=5 - (R =[5 + L.cos (5)) = (0 +0.cos(0))] =

:p:i . (RZ _ xZ) :
ademés: (-y. \/(R? — x2) — y? [§F*~ =

=[(-VRZ=x2.0) - (0)] =0
Integro respecto de x:

*) = [ 2+ (R? = x?) ].dx =

B 42 (R? = x?)].dx = (**%).

Integro sus términos: = [ x2.

p:i-f(Rz—xz)-dx=p:i.(R2.x—"—3)->p—i.(R2.x—"—)]§ _
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-2 [(-5)-0] - 2

4 3 6
(<x) = R3.pi + R3pi _ R3pi

6 6 3

3 i 4 0
Resumen: (*) = 8.R. £ ?;pl = % #)

8.6.- Integral de Superficie de Segundo tipo
Formula de Stockes

Supongamos funciones P(X, vy, z), Q(x, Y, 2), R(X, V, ), continuas
sobre una superficie S regular. Sea S* la cara de S determinada
por la orientacién positiva de la normal N, cuyos cosenos
directores son cos(gl), cos(g2), cos(g3), esto es

N = k. (cos(gl), cos(g2), cos(g3))
NOTA: Ladireccién de la normal ha de elegirse de forma que,
desde su cabecera (extremo final), el recorrido de C se haga en
sentido contrario a las agujas del reloj. Es la que tomamos como
orientacién positiva.
En estas condiciones definimos
Def.:

Llamamos Integral de Superficie de Segunda tipo a la integral de
superficie

JI [P(x,y,2).cos(g1) + Q(...).cos(g2) + R(...).cos(g3)].ds
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Su calculo:

JI, [P(x,y,2).cos(g1) + Q(...).cos(g2) +
+ R(...).cos(g3)].ds =

= [[;+[P(x,y,2).dydz + Q(...).dxdz + R(...). dxdy]

Si la superficie S viene dada por f(X, y, z) = 0, entonces los
cosenos directores vienen dados por las siguientes formulas:

cos(gl) = <. £/ (x,7,2), cos(@2) ==.f(x,y,2),
cos(g3) = %. f; (x,y,2), donde

D=4 [0y + () + ()P

El signo de D debe ser elegido conforme alacaraS* 6 S de S
sobre la que integramos: D>0sitomoS*, D<0sitomo S .
El vector normal N mencionado antes tiene la expresion

N=G L2, 5 63,2 5. £0y,2)=

1

= * (fx{(x’y’z)’ fy’(x’y'z)’ ]cZ,(x’y’Z))

)
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Férmula de Stockes:

Esta formula permite transformar una Integral curvilinea de
segundo tipo en Integral de superficie.

Sean las funciones P(X, y, z), Q(X, ¥, 2), R(X, y, 2), continuas y
con derivadas continuas en la superficie S. Sea C una curva
cerrada que limita la superficie bilateral S. Bajo estas condiciones
se cumple

. [P(x,y,2).dx + Q(...).dy + R(...).dz] =

= [, [(Ry — Qz)-cos(g1) + (P; — Ry).cos(g2) +
+ (Q,’C - P ).cos(g3)] .ds

donde la direccion de la normal ha de elegirse de forma que,
desde su cabecera (extremo final), el recorrido de C se haga en
sentido contrario a las agujas del reloj. Es la que tomamos como
orientacion positiva.

Ejemplos:

1.- Calcula

I'= [f, (x*+y%).ds, donde S es la superficie lateral del cono

2 2

x|y z% _
;+ﬁ_c_2_0’ b—a,OSZSC
Sol.
.. x%  y? z2
Sobre la superficie S tenemos: = + = = = -->
a a c
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2. (x> +y?) =a%. 22 ->Z:i§. x% + y?2,

tomo el signo +.

2.cx , 2.cy

Tengo z, = ———, 7/ =——— --
9 X 2.a./x2+y? Y 2.a./x%2+y2

2,2 A 2 2 2 2 2 2 2
, r +c.x+c2.y:(a+c).(x+y):a+c
1 + Zx + Zy 1 az.(x2+y2) azl(xz_H/z) a2
Representacion:
xZ y2 ZZ _
ata@—a=0

z=0->x=0,y=0 ->pasapor (0, 0,0)

y c

=0->—=—-——= >7=4-=

x=0->75-==0->z=%".y
2z c

=0>———=0->z72=+-.

y=0->—-5=0->z=4-.x
-
X

Dominio de integracion:
Enelplanoz=c
x2 , y? 2 2 2 ; ;
—+=5=1 ->x°+y* = a“ que es un disco en dicho plano.
a a
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Su proyeccion ortogonal sobre el plano (x,y) es el recinto D
de integracién;
y = +Va? — x2, tomo signo +

1= ff, (x* +y2).ds=ff (x% +y?).dy.dx =

4f(f 2.

a+cd)dx:

= S.\/a2 + cz.foa(fo aZ—xZ(xZ +y2).dy).dx = (¥)

Calculamos I’ = f (f (x +y?2).dy).dx

Integramos respecto de y:
f(xz+yz).dy=x2.y+y?3 - > (x .y+y?3]‘0/m=
= [(x2.Va% — x2 +§.(a2 —x2) Va2 —x2) - (0)] =
=2 x2Na? —x2 +§ .a?.Na?z —x?

Integramos respecto de x:

[x2Na? —x2.dx = (*¥)
(U=x,dv=x.Va? — x? .dx)

J=[x+Va?—x?.dx =

(t=a?—x% dt=-2x.dx)
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1 3
=—2 ftzdt =22 2 ->p= -1 (a2-x%):
2 2°3 3
(**):—g.x.(az—xz). a? —x2 +§.fx. (a? — x2)3 .dx

[x.y/(a? —x?)3 .dx =
(t=a’x*, dt=-2x.dx)

3 2 5
=—%.ft2.dt = —-.C.t2 =—%.(a2—x2).\/a2—x2 - >

N

(**) = —% x.(a? —x?).Na? —x2? -

—1—15 (a? —x?)%2.Va?2 —x2 =

2_.2

=—(a2—x2).\/a2—x2.[§+ alsx ]-->
2_.2
—(((az—xz).\/az—xz.[§+ alsx

Jig =

_ ) a?l_a 2 a
= [(o....) (a).a.w]_15 >2.2

Integro

%.az.f\/az —x2 .dx = (%),

(hago sen(t) = =, dx = a.cos(t).dt )

[Va? —x% .dx = a. [ cos?(t).dt = a.[§+%.sen(2t)] =
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= % . [arcSen (2) + 2 .CoSs (arcSen (g))] ->

2

a® a X\ X x
33 .(arcSen (E) +a .COS <arcSen (E)>]g N
3 . 3 i
=2 (% +10)-(0+01)] ==L
5 3 hi
Resumen: I' = 2 & + &2 =
3°15 12

5 &
I=§.\/az+cz.[E e

3 15 12

. 2.pi.a?Na?2+b?
Resultado final: %

) #)
2.- Calcula

I'= [f; yz.dydz + xz.dxdz + xy.dxdy, donde S es la cara
exterior del tetraedro limitado por los planos

x=0

=0

@ =0
xt+y+z=k

Sol.:

Se trata de Integral de superficie de segunda especie.
Por definicion tengo:
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I = [f; (yz.cos(g1) + xz.cos(2) + xy.cos(3)).ds , donde S
viene definida por (1)

S1: Sobrelacarax +y+z=k
f(x,y,z) = x+y+z-k, f(x,y,z) =0

fo=1,1f=1,f=1,->D=+3

-1 _1 _ 1
cos(gl) = 75, cos(92) = 7. cos(93) = 7
I = %ffs (yz + xz + xy).ds

(integral de superficie de primer tipo)
Sobre Stengo: z = k-(x +y); z =-1,z,°=-1

1+2%+ 2,%=3

Recinto de integracion: R: z=0->x+y =k -- >
y = k-x,
x=0
Por tanto D = Recinto limitadopor{ y =0
y=k—x

Porotrolado: y.(k —x—y) +x.(k—x—y) +xy =
= ky —yx —y? + kx =% —xy +xy = -y* +(k-x).y + (kx-x?)
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k, k-
\/i?'fo Uy Y +kx).y +(kx-x?). V3.dy).dx = (¥)
Integro respecto de y:
[(=y2 + (k—x).y + (kx —x?)).dy -->
2+ 82 2 4 (e — x2). 1 =
=—2 .(k—x)3 + 22 (k= x)? + (x —x2). (k — x) =
= l (k3 —x3 —3k%x + 3kx?) +x.(k? +x? — 2kx) =
:( 241).2%+ (5-2) ka? + (-5 +1) K2+ k3 =
—% [5x3 — 9. kx? + 3. k2x + k3]
(*) Integro respecto de x:

[(5x3 — 9kx? + 3k%x + k3).dx -->

= (;.x4 — 3kx3 +%.k2x2 + k3x)f =
= 2 k* =3kt + 2kt + Kt =

_i [5k* = 12k* + 6k* + 4k*] = %.k‘*
ol oakt skt ok
Resumen: I—6. T o T B #
3.- Calcula
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I = [, z.dxdy, donde S es la cara exterior del elipsoide

2 2
Yy z7
atpta=1

Sol.:
x*  y* | Z? 2.2 .2 2.2 .2 2n2 2 21,2 .2
Sttt z=1->b%c"x" +a’c".y" +a’h*.z" = a”b°c

fo =2b%c%.x, f,=2a%c%y, f, =2a%b% 2z -->

D =/4.(b%c* x2 + a*c*. y2 + a*h*.z2)

2a%b?.z

2./b*ctx2+atcty?+atb* 22

cos(g3) =

a’b?.z?
Entonces z.cos(g3) = Toreratratcyiia e

c*x2+a*cty2+a*b*.z2

(integral de superficie)

1= 1, 7 a’b?z” ds, (1)

Tengo en cuenta que, sobre la superficie del Elipsoide:

2__1 27122 2.2 .2 2.2 .2
Z°=—.[a®h%c” = bc®.x* —a“c”.y?]

2
Cc
7= = [a?b? — b?%.x? — a?.y?]

y Z=£.\/a2b2 —b%2.x? —a?%.y?;

Necesitaré z,’, z,” :
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—2b%.x , —2a’y

, € c
—. z —.
ab’ 2./a2b2-p2.x2—a2.y?’ Y ab 2./a2b2-p2x2—qa2y?’

Zy =

c? b*.x%+a*.y? _
a?b? " (a2b?—Db%.x%—a?y?)

1+z%+2%=1+

a?b?(a?b?-b%x*-a’y?)+c2.(b* x2+a*.y?) _
a?b?.(a2b%2-b2.x2-qa2y2)

a*b*+b*(c?2-a?).x?+a*.(c?-b?).y?
aZbZ.(aZbZ_bZ.XZ_aZ.yZ)

->

Ja*b*+bt.(c2—a?).x2+a*.(c2—b2).y?
a.b/a?b?-b2.x2—q?.y2

Por otro lado, sustituimos la expresion z* sobre la superficie en

a?b?.z?

ctx2+atcty?+atbt.z?

z.c0s(g3) = N
b*c*. x? + a*c*.y? + a*b*.z% =
2
=b*ct. x? +atcty? + a‘%‘*.#. [a?h? — b%.x? — a%.y?] =
= b*c*. x? + a*c*. y? + a’b?c?.[a’h? — b%.x? — a%.y?] =
=c2a*b* + b*. (c* — c?a?).x? + a*. (c* — c?b?).y? =

= c2.[a*b* + b*. (c? — a?®).x? + a*.(c? — b?).y?] -->
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el denominador queda asi

c/atb* + b*.(c2 — a?).x2 + a*. (¢ — b2).y?

Por otro lado
202 .2 _ 252 € 202 12 o2 2 27 —
a‘bh*.z —ab.m.[ab —b%.x* —a°.y°]=

= c2. [a®b? — b%.x%? — a®.y?] --> por tanto

c2.[a?b?—b%x2—a?.y?]

cfatbt+b*.(c2—a?) x2+a*.(c2—b2).y2

z.cos(g3) =

Entonces

2 02h2_p2 x2_ a2 42
2 " cc.la*b“—b*.x*—a”.y“]
Z'COS(g3)'\' Tz + Zy = cfatb*+b*.(c2-a2).x2+a*.(c2-b2).y2?

Ja*b*+b*.(c2—a?).x2+a*.(c2-b2).y? _
) a.b./a?b2-b2.x%2—a?.y?

c.[a?b?-b?x?-a®y? c
=« Yl =—.\/a2b2—b2.x2—a2.y2
a.b.a?b%2-p2x2-a2y2 ab

Ahora teniendo en cuenta la simetria es suficiente integrar sobre

x=0
el cuadrante: y=0
y = %.\/az —x2

La tercer igualdad resulta de que teniamos

2
X
b%.x? + a%.y? = a?.b? --> =

y2
+ T 1
Calculamos
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[

— .foa (fob(x)\/azb2 — b2.x% — az.yz.dy).dx

I =8.

Integro respecto de y:

[/a?b? — b2.x2 — a2.y2.dy =

= [ b2 (a2 — x2) —a%.y2.dy =

=b.VaZ—x2.{ /1—(11%)2 dy = (2

_ _ bVa?—x?

(Hago sen(t) = bdz—;cz’dy_ - .cos(t).dt)
bya®-x? .J cos?(t).dt = pvat-x? .E+%.sen(2t)] =
bVa?—x2 1

- a . 2 .
b aZ-x2
ay ay ay
laresen (5=5) + s - cos(arcSen(y =),

_ bNa?-x?

N

a

[(% +1.cos (%)) —(0+ 0.1)] =

i _ bpi
2= 22 Ja? —x? >
2 4.a

_ ba?-x?

N |-

a

. -
(2) =b.\/a2—x2.% NaZ —x2= 22 (a2 —x?)

4.a
Integro respecto de x:
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[(a? —x?*).dx > (az.x—x?g]‘g:[(a ——)—(0)]

wiN
Q

Por tanto

L2 3=t
a0 = 3.pl.a.b.c #

4.- Calcula

I= [f, x*.dydz +y* dxdz + z*.dxdy, donde S es la cara
exterior de la semiesfera

{XZ +y? 422 = R?
z=0

Sol.: Es Integral de Superficie de segunda especie

Tenemos:
P(xy.2) =x*, Qxy.2)=Y, R(xyz) =27

Superficie S: f(x, y, z) =x? +y? +z% — R?, f(x,y, 2)=0,

gue es la esfera con radio R. Derivadas parciales
fo=2x, £’ =2y, £,/ =2z

D=\/4.(x2+y2+22) =2.Jx2+y%+ 2%,

- y
cos(gl) = JW’ cos(gZ)—\/ﬁ
cos(g3) = \/m

Por tanto
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P(x,y,z).cos(gl) +Q(.).cos(g2) + R(.).cos(g3)

y la integral dada se convierte en la Integral de superficie de
primera especie
x3 +y +z3
1= [ Wrzvoe .ds , donde Ses la

semiesfera del enunciado.

Sobre Stengo z = +,/R? — x2 — y2, tomo el signo +

7z L R— —2x Z 0 - -2y
X 2 RZ—x2—y?’ Y 2 RZ=x2-y2
2,42 2
2 2 x°+y R
1+z,%+z,°=1+ =
X y RZ—x2—y2 R2—x2-y2 '

Recinto de integracion R: z=0 -- > x> +y? = R? -- >
y =+VR2 — x2, tomo el signo +

x3+y3+z(x,y)3 R

por tanto: I = [f, Tty T

.dydx

donde R es el recinto: x* + y* = R?

VVeamos en qué queda al sustituir la expresién
2(x,y) = /R? =22 =7

z2=R?—x?—y? -->x%2 +y%2 4+ z(x,y)? = R?

3=(R2—x2—y2). RZ_xZ_yZ

Por tanto:
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2 Il

x4+ v+ (R?2—x% — y2).\/R?2 — x2 — y2].dxdy =

RZ_xZ_y

x3 3

y
+
—x2—yZz = [RZ-x2-y2

- Jf, 1=

+ (R? — x%2 — y?)].dydx (A)

Integro cada término respecto de y:

Integro
f X3 L f 1 dy —
Jm "VRZ-x2' y 2
()
R2 —x2 mfdt =x3.t >
x .(arcSen(W)] VRZ-xZ _ 3_% 1)
Integro
3
J \/%z_yz .dy = (*), por partes
(u= y2, du =2ydy, dv= \/ﬁdy)

_ y _
v= fm .dy
(hago: t = R? — x2 — y2, dt = -2y.dy)

R S TR 3 — 2 _ 42 _ 2
=—c.Jtadt= -2 2.t2>v= —/R?—x? -y

[v.du=-2.[y.\R? —x%2 —y2.dy =
(hago: t = R? — x? — y?, dt =-2y.dy)

257



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

- > 2 2 2 2 2 22
= [tz.dt = -tz = . (R*—x?—y*)z, por tanto
3
() =y JRT=xZ =y -2 (R2—x2—y%): >
3
(-yz. /Rz — 2 — yz _% .(RZ —x2— yz)f ]\O/Rz_xz _
2

=[(-(R?-x%).0-2.0) -

(=0...— > .(R? = x?).VRZ = x?)] =

= 2 (R2—x?).VRT =% )
Integro

[R%dy ->(R%y|§®*" =R2.VR* —x? (3)
Integro

—[x2.dy > (—x2y[§yF*" = —x2.VRZ—xZ (4)

Integro
8]
—[y2dy ~>-ECRF = -2 (R —x?).VRT = X2
)
Resumen:

=3P 2
(A)—x.2 i

.(R? —x?).VR%Z — x2 +

+R2.VRZ —x2 —x2.VR%Z — x2 —% .(R?—x?).VR2 —x%2=
i 3

— ptx +(§.R2+R2—§.R2).‘/R2—X2+

2
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+ (—%.xz — x? +%.x2) VRZ2 —x2 =

i 4 4
=x3.% +3 .R%. VR2 — x2 —g.xz.\/R2 — x2

Integro cada término respecto de Xx:

Integro

pi (R,3 g _pi x'.p _ Ripi
- Jo ¥Pdx =2 (16 =5

Integro
[VR? —x2 .dx - R;. (arcSen (g) + %. cos (arcSen (g))]g =

=2 [(B+10)-+00)]= B2 52 g2 TR K0

Integro

[x%2.VR? —x? .dx = R. [ x?. /1—(%)2.dx =

(x/R = sen(t), dx = R.cos(t).dt, x* = R%.sen*(t))

1-cos(2t) 1+cos(2t) dt =

=R".[ sen?(t).cos?(t).dt = R*. [ > >

4 4
=% J-cos?@t).dt = = e [EED g =
_R* t 11 R*
= '[t_E_E .Z.sen(4t)] = 3 [4t — sen(4.t)] =
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_R* ) [4. arcSen (%) — sen (4. arcSen(g))]]g =

438
R* i R*.pi 4 R*pi  —R*pi
=2 (42 -0)-@o-0) = 2> 2 o ZEwl
4.8 2 16 3 16 12

Resumen: R*.pi +R4.pi _R4.pi=(3+8—2).R4.pi:

3 12 24

_ 9.R*pi _ 3.R*pi

24 8

NOTA: Tengamos en cuenta que el resultado obtenido resulta de
integrar sobre el recinto

2 2 _ p2
R {x +y“=R

x>0, y=0 un cuarto del disco

mientras que lo que nos piden es la integracion sobre el disco

R: x> +y?<0

P p4
Resultado final; 2225 )
2

8.7.- Formula de Ostrogradski-Gauss

Esta formula permite transformar una integral de superficie de
segundo tipo en una integral triple.

Supongamos el volumen V cerrado de un cuerpo en el espacio.
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Cerrado significa que V incluye la superficie S que lo limita.
Suponemos que la superficie S es regular, es decir la funcién que
la define es uniforme. En este caso, puesto que se trata de
‘encerrar’ un volumen (véase la figura), para cada punto (X, y) de
D existiran dos imagenes:

Suelo: z1 =1(x, y), Techo: z2 = f(X, y)

z=flxy)

Sean las funciones P(x,y,z), Q(X,y,z), R(x,y,z), definidas en V,
siendo éstas y sus derivadas parciales de primer orden continuas.
En estas condiciones afirmamos que se cumple la

Formula de Ostrogradski-Gauss:

JI [P(x,y,2).cos(g1) + Q(...).cos(g2) +
+ R(...).cos(g3)] . ds=

= [ff, (PiGey,2)+Qy(.) + Ri(..)) . dxdydz

donde los cosenos son los cosenos directores de la normal N a la
superficie S orientada hacia el exterior de V.

261



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

Recuerda que por definicion de integral de superficie de segundo
tipo
JI [P(x,y,2).cos(g1) + Q(...).cos(g2) +
+ R(...).cos(g3)] . ds=

= f5+ P(x,y,z).dydz + Q(...).dxdz + R(...).dxdy

por tanto la formula anterior también nos dice que

ff5+ P(x,y,z).dydz + Q(...).dxdz + R(...).dxdy =
= [If, (Pi(.y,2) + Qy(..) + R(...)) . dxdydz

En los siguientes ejemplos tenemos en cuenta esta relacion.
Ejemplos:

1.- Transforma en una integral de volumen la siguiente

f f xy.dxdy + yz.dydz + xz.dxdz
s

donde S encierra un volumen V.

Sol.:

En este caso observa que P(x,y,z) = yz, Q(...) =xz, R(...)=xy,
y por tanto: P,’(x,y,z) = 0, y lo mismo las otras dos. Por tanto

JIg xy.dxdy + yz.dydz + xz.dxdz = (Ostrogradski-Gauss)

= [f, [P:(x,y,2) + @y, () + R,(.)]. dxdydz =
= [ff, (0+0+0).dxdydz =0,dondeV es el volumen
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encerrado por la superficie S.

(#)

2.- Transforma en Integral de volumen

JI; [x*.dydz + y?.dxdz + z*. dxdy]

donde S encierra un volumen V.
Sol.:

P(X, Y, Z) = X2 == > Py(X, Y, Z) = 2X

QX Y, 2) =y ->QuX Y, 2) =2y
R(X,Y,2) =22 - >Ry(X, Y, 2) = 2z

2

Por formula de Ostrogradski-Gauss tengo

JI; [x*.dydz + y*.dxdz + z*. dxdy] =
= [ff, [2x + 2y + 2z].dxdydz = 2.[[f, [x +y + z].dxdydz,

donde V es el volumen encerrado por S

(#)

3.- Transforma en Integral de Volumen

ﬂ- x.cos(g1) + y.cos(g2) + z.cos(g3) ds
S Vx2+y2+z2 '

donde S encierra el volumen V.

(P(x,y,z) = =
VxZ+y?+2z2
=Y

Sol:  En este caso { Qx,y,z) = Tiyiis?

V4

\RC02.2) = s
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2
Jx24y2422 1-x——2
2 [x2+y2+22

y por tanto P(x,y,z) = =

x2+y2+42z?

(% +y?+2z%)—x? y2+272

T (242422 a2 4y24zZ | (x2+y2+22)[x2+y2+22

De forma analoga obtendremos
x%+z2

)= i e

x%+y?

R ) = Ganyien frrmyeest

Resultado
ff x.cos(g1) + y.cos(g2) + z.cos(g3) ds =
s i ia .

(¥2+22)+(x%+2%)+(x2+y?) _
Wy = ey Oxdydz =

2.(ff xTytz dxdydz =
TV (x24y2422)[x2+y2+z2 yez =

1
= 2fffV \/x—zﬂ/ﬁ . dXdde

4.- Transforma en Integral de Volumen

ffs (Ux(x,y,2).cos(g1) + Uy(x,y,2) .cos(g2) +
+ U,(x,y,2).cos(g3)).ds

264

(#)



Todo Matematicas, Vol.9

donde S encierra el volumen V

Sol.:

En este caso: P(X, Y, 2) = UuX, Y, 2)
Q(X,Y,2) = Uy(x,y,2)
R(X,y,z) = U,(X,y,2)

y por tanto : Pu(X, Y, 2) = Un(X, ¥, 2)

Qy(X,y,Z) = UYY(XIyIZ)
R.(X.y,2) = Uz(X)y,2)

y aplicando la férmula de Ostrogradski-Gauss tengo

JI; (Ux(x,9,2).cos(gD) + Uy (x,y,2) .cos(g2) +
+ U,(x,y,2).cos(g3)).ds =

= fffv [Uax(%,¥,2) + Uyy (x,y,2) + Uz (x,y,2)]. dxdydz

donde V es el volumen encerrado por S.

(#)
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5.- Aplicando la formula de Ostrograsdski-Gauss calcula
JI; x*.dydz + y®.dxdz + z*.dxdy, donde Sesla

0<x<a
cara exterior del cuboj0 <y <a
0<z<a
Sol.:
|
COl IR N
,-" ° a Elr
x &

En este caso tenemos:
P(X, Y, ) = X* > Py(X, Y, 2) = 2X

QX Y, 2) =y’ = >Py(x,y,2) = 2y
R(X, Y, 2)=2° - >P,(x,y, ) = 2z

Por la formula de Ostrogradski-Gauss
JI; x*.dydz + y*.dxdz + z*.dxdy =

=2.Jff, (x +y + 2).dxdydz =
(V = Interior +Superficie)

= Z.foa(foa( foa(x +y+2).dz).dy).dx =

2. foa(foa (( Xz + yz + ?]8) .dy).dx =

=2. foa(foa (ax +ay + a;) .dy).dx =

=2. foa(axy + aTyz + %Z.y]g. dx =2. foa(azx + a; + a;). dx =

a?.

2 4
= +a*.x]§ =2 (5 +a*)=3a" #)

=2.(
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6.- Aplicando la formula de Ostrograsdski-Gauss calcula

JI; x.dydz +y.dxdz + z.dxdy, dondeSesla
cara exterior de la piramide limitada por

x+y+z=a
x=0
y=0
z=0
Sol.:
En este caso
P(X,y,2)=x-->Py=1
PX,y,z)=y->P,=1
Px,y,2)=z-->P,=1
=1
a v
X =

Por la férmula citada tenemos

JIg x.dydz +y.dxdz + z.dxdy = [ff, (3).dxdydz =

=3[ ([ Sy dz).dy).dx =
=30, ([ (a— (x+y)).dy).dx =
= 3.f0a[a. (a—x)—x.(a—x)— (a_z—x)z].dx =

a?+x? —Zax]
2

_3 (a2 _ 2 =3
—Z.fo[x 2ax + a®].dx =

= 3.f0a[a2 —2ax + x?% — Jdx =

x3 2 2 10 —
.(?—ax +a‘.x]§ =
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N|w

(C-a?+a?)=L (*)

$$$000$$$
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APENDICE 1: Ampliacion-Profundizacion en los Métodos de
integracion

1.- Método: Integracién por partes

Sea f(x) una funcion cuya expresion se ‘presta’ a ser expresada de
la forma u(x).[v(x)]’. Esto es, debemos ser capaces de detectar,
dentro de la expresion de f(x), la existencia de dos expresiones:
u(x), v(x)’ , y de modo que v(x)’ sea integrable facilmente,
porgue vamos a necesitar la expresion v(x).

Ademas debe ocurrir que la expresion v(x).u(x)’ también sea
integrable con relativa facilidad, ya que vamos a tener que
obtener una de sus primitivas.

Si suponemos ya obtenida una primitiva v(x) de v(x)’ y tomamos
el producto u(x).v(x), tenemos lo siguiente.

Derivando este producto obtenemos

[u(x).v(x)]” = u(x).v(x)’ + v(x).u(x)’
De modo que integrando (respecto de x) los dos miembros
obtenemos

u()v0) = [U()V(x)'dx + [vO)u(x)'cdx

Despejamos
ju(x).v(x)'dx = u(x).v(X) - _[ v(X).u(x)'dx

Este método interesara cuando ‘intuyamos’ que f(x) podemos
expresarlo como producto de dos expresiones, asi: u(x).v(x)’, de
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modo que el factor v(x)’ se integra facilmente obteniendo v(x), y
que el producto v(x).u(x)’ sea también de integracion ‘casi-
inmediata’.

Ejemplos:

1) 'fx.ex.dx

Hago: u= x, dv=e*.dx

2) [xIn(x).dx

Hago: u=In(x), dv=x.dx

3) _[x.sen(x).dx
Hago: u = X, dv = sen(x).dx,
(Reiterando dos veces por partes)

4) j' e*.sen(x).dx

Hago: u = sen(x), dv = e*.dx

2.- Método: Descomposicion en suma de fracciones simples

Es aplicable cuando f(x) es una fraccion algebraica: f(x) = %. Si

gr(p) < gr(q) podemos hacer la division (con resto) y tenemos
p(x) = q(x).c(x) + r(x), y por tanto

f(x) = c(x) + %, donde c(x) es polinomio.

271



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

Podemos suponer que f(x) = zg—)’g , con gr(p) < gr(q).

NOTA:

En el Vol.2 tenemos un Tema dedicado a la descomposicién de
una fraccion en suma de fracciones simples, cubriendo este
estudios todos los casos posibles. No lo repetiremos aqui, sino las
ideas basicas.

Resolviendo los siguientes casos quedan resueltos la mayor parte
de los casos de descomposicion en sumas simples

En lo que sigue se supone que disponemos de la descomposicion
en suma de fracciones simples.

a) f(x)= L -->F(x) = A.In(x-a)

(x-a)
B) D)= £ = Allke) >
A9 = o (x-a) = (X_la _
e S - M
i
(T)2 +1
*) (XA_(;;—Z?bZ -- > F(x) = A/2.In((x-a)*+b?)
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B+aA 1
() a7 e =
S) 41
Cp )+
B+aA Xx—a, _ B+aA X—a
= .b.arcTar(T) = .arcTar(T)

3.- Funciones trigonométricas

Prototipos:
Tratamos aqui algunas de las situaciones que el alumno puede
comprender y asimilar.

En este tema del calculo de primitivas no podremos llegar nunca a
conseguir un circulo cerrado, en el sentido de encontrar una
primitiva para cualquier funcion que se nos antoje plantear.

1).- Isen” (x).cos™(x).dx, donde n 6 m es impar

Sim impar, hago: t=sen(x), dt = cos(x).dx
y entonces f(x).dx = t".(1-t3)™Dz

2).- J'sen” (x).cos™(x).dx, con ny m par

Tenemos en cuenta que:
cos?(x) = (1+cos(2x))/2
sen’(x) = (1-cos(2x))/2

1- cos,(Zx))n 2 (1+ cos(2X)

f(x).dx=( > >

)™2.dx =
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= 1/4. (1-cos(2x))"? .(1+cos(2x))™? .dx = ...

3).- Isec” (x).dx, con n par

f(x).dx = sec™?(x).sec’(x).dx = (1+tan?(x)) "2 sec’(x).dx = (*)
Hago: t = tan(x), dt = sec’(x).dx
(*) =-> (1+t5) 22 dt

4).- _[sec(x).dx

f(x) = sec(x) =
(Multiplico y divido por tan(x)+sec(x) )

= [sec(x).(tan(x)+sec(x))]}/(sec(x)+tan(x)) =
= [sec(x).tan(x) + sec’(x)]/(sec(x)+tan(x)] -- >
(El numerador es la derivada del denominador)

In(tan(x) + sec(x))
5).- [sec®(x).dx = [sec(k).@+tan?(x))dx =

= j sec(x).dx + .[sec(x).tanz (x).dx
(Aplicamos el método ‘integracion por partes’ )
En la segunda hago: u = tan(x)

dv = tan(x).sec(x).dx
V(Xx) = sec(x)
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6).- Itanz(x).dx = J'(secz (X)-D.dx=
= ['sec? (x).dx— [ dx =tan(x) - x

7). [ tan® (x).dx
tan®(x) = tan(x).(sec?(x)-1) = tan(x).sec?(x)-tan(x)
e integramos cada término.

8).- jsen(ax+b).cos(cx+d).dx

Por ‘Ampliacion de trigonometria sabemos que:
sen(ax+b).cos(cx+d) =
= 1/2.[sen((a+c)x+(b+d)) + sen((a-c)x+(b-d))]

9).- _[sen(ax+ b).sen(cx+d).dx

Por ‘Ampliacion de trigonometria sabemos que:
sen(ax+b).sen(cx+d) =

= -1/2.[cos((a+c)x+(b+d))—cos((a-c)x+(b-d))]

10).- J'cos(ax+ b).coscx+d).dx

Por ‘Ampliacion de trigonometria sabemos que:
cos(ax+b).cos(cx+d) =
= 1/2.[cos((a+c)x+(b+d)) + cos((a-c)x+(b-d))]

11).- IarcSer(x).dx

Hago: u = arcSen(x), dv= dx
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12).- J' arcCogx).dx

Hago: u = arcCos(x), dv= dx

13).- I arcTarfx).dx

Hago: u=arcTan(x), dv=dx

14).- I arcSegx).dx

Hago: u=arcSec(x), dv=dx
4.- Funciones con Radicales

Prototipos:
Tratamos aqui algunas de las situaciones que el alumno puede
comprender y asimilar.

En este tema del célculo de primitivas no podremos llegar nunca a
conseguir un circulo cerrado, en el sentido de encontrar una
primitiva para cualquier funcién que se nos antoje plantear.

1).- j K .dx = k.arcSen(x)

J1-x2
jL
JA-X?

Hago: t= x/ A

dx=kVA [—2_dx,
M i
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2).- -[1+kX2 .dx = k.arcTan(x)

k 1
_ D dx=kA |[—————dX,
-[A+x2 -[1+(x/\/7\)2

Hago:tzx/\/ﬂ
k
3).- I = 1.dX= k.arcSec(x)
XA/ X —

k 1
— — dx=kJA dx=
J’x.\/xz ~-A J‘x. x/A)? -1

=k/A.I dx

1
X/ A (XIVA)? —1
Hago: t=x/A4

4).- j\/A+ X2 dx= \/KJ. 1+ (x/A)? dx
Hago: x/~ A= tan(t)

5)- [VA-Xx2dx= VA [J1-(x/VA)? dx
Hago: x/NA = sen(t)

6).- I\/xz —Adx = VA I (x/JA)? —Ldx

Hago: x/ JA = sec(t),
dx= VA sec(t).tan(t).dt —> KA. f sect).tan?(t).dt
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Kk 1
7).- Iﬁ.dx =k/VA. Im.dx
Hago: t = x/ JA
dx =k/VA. I——————————dx
(x/VA)? -1
Hago: /N A = sec(t),
dx = /A sec(t).tan(t).dt --> k. jsec(t).dt

K
R ey

5.- Producto de dos funciones basicas

Prototipos:
Tratamos aqui algunas de las situaciones que el alumno puede
comprender y asimilar.

En este tema del célculo de primitivas no podremos llegar nunca a
conseguir un circulo cerrado, en el sentido de encontrar una
primitiva para cualquier funcién que se nos antoje plantear.

1).- J' x.e*.dx
Hago: u = x, dv = e*.dx
Lo mismo para Ix.ax ax
2).- [ xIn(x).dx
Hago: u = In(x), dv = x.dx
Lo mismo para IX. log, (x).dx
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3).- jx.sen(x).dx
Hago: u = X, dv = sen(x).dx, (dos por partes)
Lo mismo para jx. cos(x).dx

4).- [e*sen(x).dx
Hago: u = sen(x), dv = e*.dx

Lo mismo para las siguientes

jax.ser(x).dx, jex.cos(x).dx, jax.cos(x).dx

5).- Ix. tan(x).dx

Hago: u =x, dv = tan(x).dx
Lo mismo para la siguiente [ x.cota(x).dx

6).- I x.sec(x).dx

Hago: u = x, dv = sec(x).dx
Lo mismo para la siguiente [ x.cose(x).dx

7). [In(x)dx
Hago: u = In(x), dv =dx
Lo mismo para la siguiente Iloga(x).dx

8).- _[x.arcSer(x) ax

Hago: u = x, dv = arcSen(x).dx
Lo mismo para la siguiente J.X.arCCOQX).dX

279



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

9).- J'x.arcTar(x).dx

Hago: u = arcTan(x), dv = x.dx
Lo mismo para la siguiente [ x.arcCota(x).dx

10).- _[x.arcSe((x).dx

Hago: u = arcSec(x), dv = x.dx

11).- J adreset) gy
Hago: t = arcSen(x), x =sen(t),
dx = cos(t).dt --> ja‘ .cosf).dt

12).- j aeratd gy

Hago: t=arcTan(x), x = tan(t),
dx = sec’(t).dt > [ a'.sec? (t).dlt
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6.- Ejemplos no triviales para Cambio de variable
Prototipos:

Los que siguen muestran cdmo podemos ‘intuir o adivinar’ un
cambio de variable para salir victoriosos.

1)._.[ cos@x+b) . 2- _[ sec? (ax+h)

A+sen(ax+h)’ A+tan(ax+b)’
aarcSenjx) aarcTarﬁx)
3).- | ——.dx 4).- |————dx
= - I
aarcSet(x)
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APENDICE 2: Sobre Integral Doble, y sobre Integral Triple
A) En coordenadas cartesianas
Integral Doble

Al igual gque ocurre con la Integral definida en una variable, en el
caso de z = f(x,y) con dos variables independientes, la mejor
manera de explicar la Integral doble (definida) consiste en
interpretarla como el calculo de la superficie acotada haciendo
que el dominio de definicion de la referida funcion z = f(x,y) sea
una regiéon D acotada en el plano oxy.

integral doble. Superficie en el espacio
ri

z i

C1

2=fen) | fv |
£=f(a,h) !
|
1
1

W

En la figura el dominio toma la forma D = [al, a2]x[b1, b2], pero
en la practica puede tomar otra forma, y el recorrido de la variable
y puede depender del valor que toma la variable x: y =g(x), 0
bien al revés, x = g(y).
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En el punto P consideramos una celda o escama ‘pequefia’ pegada
a la superficie, su valor es dS. Esta escama puede ser aproximada
por otra escama sobre el plano tangente a la superficie en P, cuyo
valor represento por dT.

Curvas sobre la Superficie:
Cl:y=b->z=1(x,b), dz="f(p).dx
C2:x=a->z=f(ay), dz="fyp).dy

Tangente a la curva C1

Z

(De forma anéloga podemos mostrar la tangente a la curva C2)
Vectorialmente: OQ = OP + PQ

(x,y,2) = (a,b,f(a,b)) + (dx,0,dz), y por tanto

V = (x-a, 0, z-f(a,b)) = (dx, 0, f,(p).dx)

De forma anéloga para la curva C2 obtendremos
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W= (0, y-b, z-fy(a,b)) = (0, dy, f,(p).dy)

Tenemos los vectores directores de las tangentes a las curvas C1y
C2enP:

V = (dx, 0, fy(p).dx)

W = (0, dy, f,(p).dy)

El valor de dT coincide con el médulo del vector ‘producto
vectorial’, VAW
i j k
VAW=|dx 0 f(p).dx| =
0 dy fy(p).dy

= (-fx(). dx.dy, —f,(p). dy. dx, dx.dy)

Mod(V A W) = J1 L)% + £ (0)? dx.dy

El valor de la Superficie viene aproximada por la suma de todas
las escamas dT

S = Yai<x<az Zb1<y<b2\/1 + fi(®)? + fy(p)? .Ax.Ay

Al hacer el doble limite: Ax - 0, Ay — 0, si existe, el valor de
este limite coincide con el valor de la superficie.

El valor del ‘doble limite’ lo representamos mediante

S= [ 1+ £ + f(0)? dy).dx

y decimos que es ‘Integral doble’ en x, y.
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Observa que su calculo lo hacemos reiterando la integracion
‘lineal’ (es decir, en una sola variable)

En el caso més general, cuando b1 6 b2 dependan de x, o las dos,
tenemos

S= U [14 R@) + @) dy)ax

El caso en el que resulte més facil expresar al y a2 en funcion de
y obtenemos

S= o) J1+ R + )7 dody

Resumiendo, la Integral doble la representamos mediante
[f, fCx,y).dxdy, D<R?

Ejemplo corroborativo: Area del Disco
X+y¥ <R y=VRI—x2

Para el cuadrante x > 0, y > 0, tenemos lo que sigue
S= I, dy.dx= [ dy).du= [FOWEdx =

= [FVRT—xZ—0)dx =R, [ [1 - ©)? dx =
(hago x/R = sen(t), dx = R.cos(t).dt)
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= R.fttlz R.cos(t)?.dt = R% 1/2. fttlz(l + cos(2t)).dt =
= R%/2.(t + 1/2.sen(2t)]$? =

= R?/2.(arcSen(x/R)+1/2.sen(2. arcSen (%))]g =
= RY2.[(pif2 +1/2.0) - (0 +1/2.0)] = 225

Para el disco completo queda S = pi.R?
(Resultado conocido de Geometria béasica)
Volumen en cartesianas

z = f(x, y), definidaen D del plano R

286



Todo Matematicas, Vol.9

V= [ f(x,y).dxdy
Integral Triple en cartesianas:
Su definicion es analoga a la integral doble con la diferencia que
ahora tenemos tres variables independientes, y el dominio de

integracion es un volumen V.

Por definicién su valor es el resultado en el miembro derecha de
la igualdad

fffy f(x: Y, Z). dx. dy dz =
= limpy ay,az—0, i 22j 2 [ (x4, y), zk) . Ax. Ay. Az

Su calculo se realiza reiterando la integracion respecto de cada
variable del mismo modo que en la integral doble.

Seguiremos un razonamiento analogo al de la Integral doble.
Consideramos el volumen encerado por una superficie z =f(x,y)
Ahora hacemos que la variable z sea también independiente, y
tenemos la funcion de tres variables

z—f(x,y)=0

Para que una funcién como esta defina el volumen que encierra
debemos modificar la igualdad por la desigualdad, asi:
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Volumen: Lugar geométrico de los puntos (X, y, z) del espacio
tales que
z—f(x,y) <0

Integral triple

Lo comprendera muy bien cuando veamos el siguiente ejemplo
corroborativo. De momento seguimos hacia la definicion de
Integral triple.

dV representa el volumen de un ‘pequeiio cubo’ en el punto P, de
modo que el volumen V queda aproximado por la ‘triple suma’

V =~ Za1<x<a2 Zb1<y<b2 ch<z<¢:2 dz. dZV- dx

Al hacer ‘triple limite’: Ax - 0, Ay - 0, Az — 0, si existe, el
valor de este limite coincide con el valor del volumen encerrado
por la superficie.

La triple suma la llamamos ‘Integral triple’, y la representamos
mediante

2, b2 2(x,
V= [ U TS £ (e, y, 2). d2). dy). dx
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Observa que su célculo lo hacemos mediante reiteracion de
integrales ‘lineales’ (es decir, en una sola variable), analogo a
como hacemos en la integral doble.

Resumiendo, la integral triple la representamos mediante
fffv f('xr y; Z)-dxdydz

Ejemplo corroborativo: Volumen de la esfera

La superficie esférica viene definida por

X2+y2+22=R2,obien Zzi\/Rz—(x2+y2)

En cambio el volumen interior viene definido por
f(x,y,2) =X +y* + 2 < R?

Vamos a calcular la integral triple. Antes hagamos las siguientes
consideraciones respecto de los limites de integracion. Lo
hacemos para el octante x = 0,y =0,z = 0.

z=/R%— (x% + y?2)
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Fijados valores de x, y, la variable z recorre el intervalo
[0, VRZ - (2 +y?)]

En el plano z = 0, fijado un valor X, la variable y recorre el

intervalo [0, VR? — x2].

La variable x recorre el intervalo [0, R].

El volumen del citado octante lo calculamos como sigue:

V= fff, dedydz = [RF QIR0 dz). dy). dx =

A fOR(f(;/RZ_xz(Z]B/RZ_(xz+y2)' dy). dx =

R, (VRZ—xZ
=y T J@® = x?) = y2.dy).dx =
(observa que aqui R?-x* es constante; hago A = VR2 — x2 )

= A 1-22dy).dx=

(hago y/A = sen(t), dy = A.cos(t).dt)
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ftz 1+cso(2t)
t1 2 '

= [F(A.[[7 Acos(t).de).dx = [} A%, dt).dx =

= fORAZ. .(t + %.sen(Zt)] a?.dx =

N | =

= [ 42,

.(arcSen (%) + 1/2.sen(2.arcSen (%)]OVRZ—’CZ =
R .

=1/2. [, (R? =x®).[& +3.0) - (0 + 1/2.0)] =

= B [FR? - x®)dx= B (R2.x — 3 .x%]" =

= ni 3 3 S 3_ pi 3

= pi/4.[(R* -1/3.R*) —(0 - 1/3.0)] = pi/4.2/3.R° = E'R

Para la esfera completa: V = %”i .R3

Resultado ya conocido de Geometria basica.

Otro Ejemplo: Calcula I=[ff, x*y*z.dx.dy.dz
0<x<1
donde V queda definido por 0<y=<x
0<z<xy
Sol.:
1 1
1= [ Uy Uy ¥3y?z.dz) dy).dx = .= —
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B) En coordenadas curvilineas (en el plano):
Integral Triple
x = x(u,v)
y =y(u,v) , (u,v) recorriendo D’< R?

z = f(x(u,v),y(u,v))

Vectorialmente:
W = OP = (x(u, v), y(u, v), 0)

Valumsan:

Vectores directores de las tangentes a las curvas sobre el plano

(x,y)enP:

W, = du.(Xy, Y, 0), W, =dv.(Xy, Vv, 0)

i j  k
Wy AW, =(dudv).| x, 3 0=
X, W O

= (du . dv).(0, 0, |j§;‘ ;’:
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El elemento de superficie (du.dv) se ha transformado en el
elemento de superficie ds cuyo valor es ahora

X
ds = [Wu ~ Wy = | ;}“|.(du.dv)
v

v

y el elemento de volumen es

dVv = f(x(u, v),y(u, v)).ds, y por tanto

V= I, f(x(u,v), y(w,v)). |;: }},:?l.du.dv

Otra forma:
Integral Triple En coordenadas paramétricas (curvilineas en
el plano):

x = x(u,v)
z=1(x, y), y =y(uv)
z = f(x(w,v),y(u,v))
(u, v) recorriendo D’< R?
Vectorialmente:

W = OP = (x(u, V), y(u, V), f(x(w,v),y(w,v)))

Vectores directores de las tangentes a las curvas C1 y C2 (como
en el apartado anterior) sobre la superficie en P:
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T A
y v
i
. T rd !
| A —
x~ L]
x, vl

[+

W, = (X, Yo, FeXu + fyyu)
W, = (Xy, Yy, fXy + fy.yy)

Como dijimos antes, hacemos su producto vectorial

i j k
W, AW, = Xy, Yo X, + fyyl=
Xy v, fxx, + fy.y,

X, fxoxy + oy -
x, fxx, + fy.y, J

Yo fxoxy, + fy oy, i
o xx, + fy.y,

Xu Yu

‘x‘U y’l) k

+

El valor de la superficie la tenemos ahora mediante

S = ff, v/ IWu» Wy| .dudv, D’ <R?
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APENDICE 3 Complementos

1.- Construccion de la Elipse, y su parametrizacion:

Bilx,y)

/"_
\“‘“-»-L._

{x = a.cos(t)
y = b.sen(t)

dI” = dx? + dy? = [a%.sen’(t) + b?.cos?(t)].dt?

p_i
L’ = [z /a2.sen2(t) + b2.cos2(t).dt = (*)
(la transformamos como sigue)

a2.sen2(t) + b2.cos2(t) = a?.sen?(t) + b2 (1 — sen(t)) =
=b? + (a®> — b?).sen?(t) = b%.[1+ a’- sen?(t)]

bz
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a’?-b?
b2

haciendo k? = obtengo

(*)=b .f(?i\/l + k2.sen?(t) .dt

Esta integral es del tipo eliptico y su valor se obtiene mediante
Tablas tabuladas.

Otra forma:
Algunos autores parametrizan asi:

/’?ﬁ/\(\fﬂ
\E |

{x = a.sen(t)
y = b.cos(t)

Repitiendo los calculos realizados antes llegaremos a la expresion

a?-b?
2

pi
a. [z J1—k2sen?(t).dt ,dode k* = —

Esta es la apropiada para después utilizar las tablas con valores
tabulados, como se dice en el ejemplo 2 de punto 3.4
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2.- Coordenadas polares:

{x = r.cos(u)

, r real, uen radianes
y =r.sen(u)

w = (X,y,) = (r.cos(u), r.sen(u))

Pilxiz,u),viz.,a))

Derivadas parciales
w; = (cos(u), sen(u))
w, = (-r.sen(u), r.cos(u))

Elemento de area (por un momento operamos dentro del espacio
tridimensional):
i j k
w; A wy = r.(dr.du).| cos(u) sen(u) 0|=
—sen(u) cos(u) 0
= r.(dr.du).(0.i + 0.j + (cos*(u)+sen®(u)).k =
=r.(dr.du).k -->|w, *wy| =r.dr.du

FEl valor ds’ = dr.du se transforma en el valor

ds = dx.dy = r.ds’
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3.- Coordenadas Cilindricas:

x = r.cos(u)
y = r.sen(u)
zZ=2z
w = (r.cos(u), r.sen(u), z)

Derivadas parciales
w; = dr.(cos(u), sen(u), 0)
w, = du.(-r.sen(u), r.cos(u), 0)

Producto vectorial:
i j k
w; M wy = (dr.du).r.| cos(u) sen(u) 0 |=
—sen(u) cos(u) O

= r.(dr.du).[cos*(u) + sen*(u)].k = (0, O, r.(dr.du))
El producto mixto con w, = (0, 0, 1) nos da
dV = dx.dy.dz = r.(dr.du.dz), es decir, el elemento de volumen

dV’ = (dr.du.dz) se transforma en
dV =dx.dy.dz=r.dV’
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4.- Coordenadas esféricas y coordenadas geograficas:

Y4 REYz)

donde0 <u <2.pi, —2.pi<v <pi
x = r.sen(v).cos(u)
y = r.sen(v).sen(u)
z =r.cos(v)
Vectorialmente: W =OP =(x, Y, z) =
= (r.sen(v).cos(u), r.sen(v).sen(u), r.cos(v))
En el espacio y en coordenadas cartesianas el elemento de

volumen es
dV = dx.dy.dz
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W, = du.(-r.sen(v).sen(u), r.sen(v).cos(u), 0)
W, = dv.(r.cos(v).cos(u), r.cos(v).sen(u), -r.sen(v))

El médulo del producto vectorial de estos dos vectores coincide
con el &rea de la base del elemento de volumen transformado.

Producto vectorial:

W, AW, = r%.(du.dv) . sen(v) .

i j k
—sen(u) cos(u) 0=
cos(v).cos(u) cos(v).sen(u) —sen(v)

=7r2.(du.dv).sen(v).
. [—cos(u).sen(v).i — sen(u).sen(v).j +
+ (—sen?(u).cos(v) — cos?(u).cos(v)).k] =

= —r2,(du.dv).sen(v).
Jcos(w) .sen(v).i + sen(uw).sen(v).j + cos(v).K]

No es necesario calcular el médulo |Wu » Wv/|, porque voy a
calcular el volumen mediante el producto mixto con W,

Obtengo W, :

W, = dr.(sen(v).cos(u), sen(v).sen(u), cos(v))
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Producto mixto: W, *(W,"*W,) =

= —r2.sen(v).
[cos?(u).sen?(v) + sen?(v).sen?(u) + cos?(v)]. dr.du.dv =

=-r2.sen(v).[sen?(v) + cos?(v)]. dr.du.dv =
=-r?.sen(v).dr.du.dv

Tomamos su valor absoluto (EI elemento de volumen ha de tomar
valor positivo)

A este valor lo llamamos Jacobiano de la transformacion
geométrica que conlleva el cambio de variables:

J(u,v, r) = ri.sen(v)
Siendo los elementos de volumen
dV =dx.dy.dz, dV’=du.dv.dr
al realizar la transformacion resulta
dVv =J(u,v, r).dV’
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Coordenadas geogréficas:

, Coordensdas peopraficas

3 Pl

e { : *f’\
."{ f
[ ——t—
Ly ~1v

N,
]

/ runseniy)

-
L
.,}\‘_ I'-._ ¢ | aercose] = Rsenlv) coslv]

¥ 2rsenfu] = R senfvisen|u]
£ = Ruoosiv]

R es constante
u es la latitud
v es la altitud

x = R.cos(v).cos(u)
y = R.cos(v).sen(u)
z = R.sen(v)

donde 0<u <2.pi, —pi <v <pi

Reciprocamente, a partir de las coordenadas cartesianas, se
obtienen las coordenadas esféricas:

VX2 +y?+ 22
u = arcSen(

kv

Hechas las derivadas parciales respecto de u 'y de v, y operando

vectorialmente como en el caso de coordenadas esféricas,
obtenemos lo siguiente.

(R

y
R. cos(v))

arcSen (%)
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W, AW, = r2.cos(v) .

i j k
—sen(u) cos(u) 0|=
—sen(v).cos(u) —sen(v).sen(u) cos(v)

=712, cos(v). [cos(u).cos(v).i + sen(u).cos(v).j +
+ (sen?(u).sen(v) + cos?(w).sen(v)).k] =

= r2.cos(v).
.[cos(u).cos(v).i + sen(u).cos(v).j + sen(v).k ]

Este es un vector normal a la superficie:
N =72, cos(v).(cos(u) .cos(v), sen(u).cos(v), sen(v))

Su modulo:
Jcos2(v).cos2(w) + cos?(v).sen?(u) + sen2(v) =

= \Jcos2(v) + sen2(v) = 1, por tanto |[N| = r2. cos(v)
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5.- Coordenadas curvilineas (en el espacio):

Es el caso mas general, y consiste en lo siguiente:

x =x(u,v)
y =y(,v), (u,V) recorriendo D < R?
z =z(u,v)
-
o » W)

Vectorialmente:
W = OP = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))

W, = du-(xu'yu' Zu) , W, = dV-(xv; Yv» Zv)

Producto vectorial:

i j k
W, AW, = (du.dv).|x, Y zy| = (du.dv).
Xv Y Zy
Yu Zu xu Zu . xu yu
[ YU ZU ' xv ZU } + x‘U y‘U ' k]

El elemento de superficie ds’ = (du.dv) (en el plano Ouv) se
transforma en el elemento de superficie (en el espacio)

ds=|Wu”Wy| =
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xu Zu 2
xV ZU

Yu Zy |?

|xu Yuz
W Zy

xU yl? '

(du.dv)

Consecuencia:

El valor de la superficie la obtenemos ahora mediante

2 2 2

z
Y 2y .dudv

W Zy

Xu Zy
Xy Zy

Xu Yu
Xv Yo

=y,
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6.- Otra forma de obtener el valor de una superficie:
Es aplicable a los casos en los que es posible obtener la funcion
h(n) = cos(n”,0z)

donde n” es el vector normar (perpendicular orientado hacia el
exterior) a la superficie.

i) )

H -_1:( % ds!
\1\ I
e} I |

i v Ty
® 5 4 , ; d=z = cos(u).ds’
,_ds , 1
"~ cosu) ! §*= cos(u) -dx.dy

Ejemplos corroborativos:

1.- Superficie esférica
X2 + y2 + ZZ - RZ

=

En este caso cos(u) =
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dS’=> .dxdy = R. - .dxdy , quees la

1
JR?—(x?+y?

expresion habitual en cartesianas.

2.- La boveda de Viviani:
Curva de Viviani:

Def. 1:
Curva de Viviani es la curva sobre la esfera que resulta al
imponer la condicién: v=u

Proyeccion scbre
OHY -
x+v =Fx

Su definicion original es la siguiente:
x = R.cos(v).cos(u)
Para la esfera: < y = R.cos(v).sen(u)

z = R.sen(v)

La condicion v = u nos lleva a que
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x = R.cos?(u)
y = R.cos(u).sen(u)
z = R.sen(u)
1)

Expresion paramétrica de la curva.
Tomando las expresiones de X, y tenemos

{x =R.c052(u) > X2+y2:

y = R.cos(u) .sen(u)

= R%[cos*(u) +cos?(u).sen(u)] =

= R2.[cos?(u). (cos?(u) + sen?(u))] = RZ%.cos?(u) = R.x

He obtenido la relacion: x* +y® = R.x, que representa un
cilindro.

Representa también la proyeccion de la curva (1) sobre el plano

z=0.

Comprueba que esta proyeccion es el circulo con radior =R/2,y

centro el punto (R/2, 0, 0).

Def. 2:

La curva de Viviani es la interseccion de la esfera con radio R 'y

el cilindro
X2 +y* = RX

309



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

Superficie de la béveda de Viviani:

Sabemos que S = [f -4

D Zostna) ' , donde D es el

recinto de integracion, cos(n, z) es el coseno del angulo que
forman la normal a la superficie con el eje oz.

Boveda de Esfera:

=+ +2f = R®

Viwiani

Proyeccicon schbre
DHY -
x+v =R=x

Obtendremos la mitad de la béveda superior.

En este caso cos(n, z) = % , Y por tanto
S= Jf, R.-.dxdy = (en cilindricas)

=R.JJ, \/Rz_drdu

R0y = (- VR S = —Rsonu) + R
pt

fz R2.(1 - sen(w)).du = RZ.(%i— 1
0

Resumen: La superficie de la parte superior es
S =R2 (pi—2)
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Con mas detalle:
cos(n”, 0z) = %

de modo que la superficie viene dada por
s=/f, g .dxdy, donde D es la proyeccion de

esta superficie sobre el plano OXY
x = r.cos(u)

Pasamos a coordenadas cilindricas: {y = r. sen(u)
zZ=12Z

Vector w = (r.cos(u), r.sen(u), 0)
= (cos(u), sen(u), 0),  w, = (-r.sen(u), r.cos(u), 0)
w,*w,=r.(0,0,1) --> dx.dy =r.dr.du

Ademés: z°=R*—r?, y laintegral queda de la forma
(Calculando la mitad de la superficie)

=R I, o= RZ .dr.du =R.J? (fR“’S(“)Jr_ dr).du =

=.... =R.f07R. (1 —sen(u)).du = - = R2 [%— 1]
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APENDICE 4 Complementos

Rectificacion de una curva. Célculo de una superficie
1.- Rectificacion de un arco de linea

Observa que estamos en el Espacio tridimensional.

A) Sistema de referencia cartesiano:
Ecuaciones paramétricas

Bla, ¥, 2)
t dl % = x(t)
¥ = vit)
o Z = Z(L)

tl t2
Vector v(t) = OP = (x(t), y(t), z(t))
Elemento de longitud:

dl = [dv(] = [v’(D).dt] = |(x’(1).y*(D),2’(D)].dt

= /v'(t) *v'(t).dt , portanto | = fttlz v/ (t) *V'(t).dt

Dependiendo del sistema de referencial la base que conlleva
puede ser o no ortogonal u ortonormal, y el producto escalar
v'(t) * v'(t) tomara la forma correspondiente.
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B) Coordenadas Cilindricas:

Supongo que la base B = {el, e2, e3} es ortonormal.

Pix,v,2)
Ffu,r,z) X = x({r,u) = r.cosu)
! \:& ¥ = y({r,u) = r.sen(u)
[ Z = Z
n 2
e AR ¥
X 4 L .

tl t£2
v(t) = OP -> v(t) = (x(t),y(1),z(t)) , donde

x(t) = r(t). cos(u(v))
y(©) = r(t).sen(u(®) ->
z(t) = z()

x'(t) =r'.cos(u) —r.sen(u).u’
y'(t) =7r'".sen(u) + r.cos(u) . u'’
z'(t) =2'(6)

(Hemos derivado respecto de t)

V() =xO, y'(0, Z(1)

En lo que sigue tenemos en cuenta que el, e2, e3 son
ortonormales.
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VOV () =X 1) +y (O + 2 (1)’
X’ (t)? = [r'.cos(u) —r.sen(u).u']? =

2

=712, cos?(u) + r?.sen?(w).u'? — 2.7v".r.u'.cos(u) . sen(u)

y'(t)? =[r'.sen(u) + r.cos(u).u']?> =

2 sen?(u) + r?.cos?(uw).u'? + 2.7".r.u'.sen(u). cos(u)

=y
2’(t = z2(t)
Sumandolas tengo

X' +y O +21)° =

=[r'?.cos?(u) + r%.sen?(u).u'? — 2.7".r.u'.cos(u) .
.sen(u)] +

+ [r'?.sen?(u) + r2.cos?(u).u'? + 2.r".r.u'.sen(w).
.cos(uw)] +

+@OF = 1+ Puts @)

Elemento de longitud:

dl={r®? + r(®2.u®)? + z(12.dt

y por tanto: L = [*/r (02 + r(®%u(®? + 2 (D2 .dt
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Cuandou=t: L= fttf\/r’(u)2 + r(w)? + zZ’(u)?.du

Si estamos en el plano: z = 0, tenemos las coordenadas polares, y
queda

L=f:12\/r'(u)2 + r(w)? .du

C) Coordenadas polares

r{u).cos(u)

r{u) (a,b) a
" r{u) .sen{u)

B
| x
{x = r(u).cos(u)
y =r(u).sen(u)"’

O<u<2m (m=pi)

x{u)
¥(u)

ul uz

Cuando el radio es constante: r’(u) = 0

I=ftt2\/r_2.du =ftt12r.du

1

315



Aplicaciones del Céalculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

Ejemplos:

1.- Longitud del arco de circunferencia de radio r = 5, entre los
valorestl =2 2 =E&
6 3

— rt2 — 2 _ pi _ pi _ Dl
L=J,rdt =r.(t]E =r[3-]=r=

Comprobamos sabiendo que la circunferencia completa mide
2.pi.r

2.pi.r pi.r

Segun los datos L = 1/3.Un cuadrante = 2 .

W

2.- Longitud de una vuelta de la hélice cilindrica.

Ecuacion: Observa la figura

Mix,v,2) ”

. v

u en radianes
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. z h hu
Por semejanza; — = —— -->z=—
r.u 2.pi.r 2.pi

x(u) = r.cos(u)

y(u) = r.sen(u)
z(u) = 22

2pi
V() = OM = (x(u).y(u) z(u) -- >

v(u) = (r.cos(u), r.sen(u), ;L;)

v’(u) = (-r.sen(u),r.cos(u), lei)

2 2 2 h?
v’ ()*v’(u) = r°.[sen”(u) + cos“(u)] + i
2+ h? _ 4.r?%pi?+h?
4.pi? 4.pi?

2 pij2 2
Elemento de longitud: dl = ’% .du

J4r2pi2+h? 2.pi 412 pi2+h2 .
L= 22 (Play = YT oopi =
2.pi 0 2.pi

= J4.72.pi%2 + h?
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D) Longitud en coordenadas esféricas

1
S

e _.,.é-l_u__f*:_: ¥ £1

r = R.coa(v)

y(t) = R(¢t). cos(v(t)) .sen(u(t))
z(t) = R(t).sen(v(t))
0 < u(t) < 2.pi, -pi <v(t) <pi

{x(t) = R(t).cos(v(t)).cos(u(t))

v(t) = OP = (x(t), y(1), z(t))
V() =0, YO, 2 (1)

Hago v’(t)*v’(t):
Observa cdmo lo obtenemos con cierta facilidad, como sigue,
VOO =X+ YO+ 2(1)° =

= [(R(t).cos(v(t)).cos(u(®)))' 1> +
+ [(R(t).cos(v(t)).sen(u(t)))’]2 + [(R(t).sen(v(D))' )% =

= [(R(t). cos(v(t)))']%. cos(u)? +
+ [R(t). cos(v(£))]%. [-sen(u). u']* +
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+ [(R(2). cos(v(1)))']?. sen(u)? +
+ [R(©). cos(v(£))]?. [cos(u) . u']? + [(R(£).sen(v())) ]? =

= [(R(t).cos(v(D)))']* + [R(t).cos(v(D))]* . u'? +
+ [(R(®).sen(v(t)))' ]

= [R(t)" .cos(v()) — R(D).sen(v(t)). v(t)' ]* +
+ R(t)2 cos(v(t))?. u(t) >
+ [R(@®) .sen(v(t)) + R(D).cos(v(t)). v(t)' ]?

+

= [R(t)'%.cos(v(t))? + R(t)?.sen(v(t))?.v(t)"? —
-R(t)" .R(t). cos(v(t)) .sen(v(t)). v(t)' ] +
+ R(t)% cos(v(t)?. u(t) * +
+ [R(t)"?.sen(v(t))? + R(t)%.cos(v(t))?.v(t)'* +
+R(t) .R(t).cos(v(D)) .sen(v(D)).v(t)' ]

[R(t)"%.cos(v(t))? + R(t)?.sen(v(t))?.v(t)"?] +
+ R(1)% cos(v(t)?. u(t) ? +
+ [R(t)"%.sen(v(t))? + R(t)%.cos(w(t))?.v(t)'?] =

R(®)? + R()%. v(t)? +R(t)% cos(v(t))?. u(t) >

Resumen: v(t)' * v(t) =
= R(t)"? + R(t)%. v'(£)? +R() cos?(w(b)).u'(t)?

Elemento de longitud:

dl = \/R'(t)z + R(1)Z.v'(t)? + R(t)2.cos?(v(t)).u'(t)%.dt

319



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

L= [ VRO + ROZVD2 + RO cos?(v(t).u'(D? .dt
Caso particular:
Si R = constante, gueda

V(O*F () = R2.[(v)? + cos?(v).(u)?]

dl=R.\/(v")2 + cos?(v).(u')2. dt

L= R.fttlz\/(v’)2 + cos?(v).(u)? .dt
Ejemplos:

1.- El plano z = ky corta a la esfera
XZ + y2 +ZZ - RZ

Calcula la longitud de la linea determinada por la seccién.
Sol.: Como el plano z = ky pasa por el origen de coordenadas la
seccion producida es un circulo de radio R con centro en O, por

tanto su longitud ha de ser 2.pi.R.

Este ejemplo es un pretexto para corroborar el resultado de la
integral.

Sustituyendo en la ecuacién en cartesianas

X2 + y2 + Z2 - RZ
tengo
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R?.[(cos(v).cos(u))* + (cos(v).sen(u))* + sen’(v)] = R®
(cos(v).cos(u))? + (cos(v).sen(u))* + sen’(v) = 1

R(t) es constante -- > R’(t) = 0
Hagou=t->u(t)=1

Agquella queda ahora asi

L=[7JREV(©D? + RE.cos?(v(D)) .dt =

=R. [ V(O + cos?(v (D)) .dt

Por otro lado z = k.y - >
R.sen(v(t)) = k.R.cos(v(t)).sen(t) , de donde
sen(v(t)) = k.cos(v(t)).sen(t) -- >
sen?(v) = k®.cos?(v).sen’(t) -- >

cos’(v) + sen’(v) = cos’(v).[1 + k®.sen*(t)] -- >

1

2 —
coS (V) T 1+kZ.sen2(p)

Por otro lado, de laigualdad
sen(v) = k.cos(v).sen(t),  derivando
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cos(v).v’ = -k.sen(v).v’.sen(t) + k.cos(v)cos(t)
v’.[cos(V) + k.sen(V).sen(t)] = k.cos(v).cos(t) -- >

. k.cos(v).cos(t) _
N [cos(V)+ k.sen(v).sen(t)]

22 _ k?.cos?(v).cos?(t) N
- cos2(v)+k2.sen2(v).sen?(t)+2k.cos(v).sen(v).sen(t)

teniendo en cuenta que sen(Vv) = k.cos(v).sen(t)

_ k?.cos?(v).cos?(t) _ k?.cos?(v).cos?(t)
" cos?(v)+k2.sen(v).sen?(t)+2.sen2(v) 1+sen?(v).[1+k2.sen?(t)] -

2 2 1
k“.cos*(t) T senZ (D)

= 1+(1—cos?(v)).[1+k2.sen?(t)] R

(teniendo en cuenta que sen(v) = k.cos(v).sen(t))

1
1+kZsen?(t) _ k2.cos?(t)

1+k2.sen?(t) (1+k2.sen2(t))2

k?.cos?(t)

k?.cos?(t) 1 _
(1+kz.senz(t))2 1+k2.sen?(t)

Entonces v’> + Cos*(V) =

_ Kk%.cos?(t) + 1+k?.sen?(t) _ 1+k2
(1+k2.sen?(1))” (1+k2.sen2(1))”

pi
Portanto L=4.RV1+ k2. (2 1

0 1+kZ2.sen?(t) .t
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Continuamos:

| s -4t = ()

1+k2.sen?(t) *

C 204y _ Sen(t) 200y —
Cambio: z = tan(t) -- > tan“(t) = w0t >sen’(t) =
— 2 20\ — 1 2 _ 7
= cos(t).tan"(t) = e ® .tan“(t) = Tz
— 2 - 2 _ daz
dz = sec(t).dt = (1+ tan“(t)).dt -- > dt = v
2 2 2 2
1+ k2sen?(t) = 14+ k22 =207
1+z 1+z
1 ¢ = 1+ z? dz 1 d
1+k2.sen2(t) * T 14 2z2+k2. 22 "1+z2 1+ z2+k2. z2 ' d

1 1
)= 2= a2 42 =

(Cambio:y=v1+k?.z -->dy=+v1+k?.dz

1

dz=m .dy )
=1 fl dy = —— .arcTan(y) =
vizee 12 T e y
= \/;7 .arcTan(V1+ k2 .z) -->
pi
ﬁ.( arcTan(V1 + k2 .tan(t))]g =

1 pi
= W'[ arcTan (V 1+ k? .tan(?)) -
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-arcTan(V1 + k2 .tan(O))] =

= \/117 .[arcTan (\/1 + k2 .(+00)) —
-arcTan(vV1+k2.0))] =

_ 1 . 1 pi
-m.[arcTanHOO) 0]—\/1+7.2

L=4RNT+I2.— Z=2Rpi

(La misma para un meridiano cualquiera, ya que el plano pasa por
el centro de la esfera)

2.- Calculo de superficies:
Una superficie viene definida por dos parametros:

F(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) =0

BPlx, v, =)
= ~
e ds ®x = xiu,w)
. ¥ = yiu,v
= = =zu,wv)

Vectorialmente: V(u, v) = OP = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
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Vu(U, V).du = (X,(U,V), Yu(U,V), Z4(u,v)).du
Vy(u,v).dv = (x(u,v), y(u,v), z,(u,v)).dv

Elemento de superficie

ds = |(Vu(u,v).du) » (Vi(u,v).dv)| = [Vy(uv) N Vy(uv)] . du.dv],

donde ” indica el producto vectorial de vectores.

Calculos:
el e2 e3
VUM VUV) =[xy Yy 2z | =
Xy Y Zy
_ Yu Zy Xu Zy Xu Yu 7
=1y, z,|" x, 2, .e2 + X, .e3 ,ysumbdulo
V(U™ V(u,v)| =
_ Yu Zu2 Xy Zu2 Xy Yuz
= J v 7 %, z, Xy vyl de modo que
_ Yu Zy 2 Xu Zy 2 Xu Yu 2
ds_\/yv Z17 x17 Z17 x‘U yv dudv

Valor de la Superficie en cartesianas:
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Sea z = f(x, y), funcion con dos variables independientes: X, y, de
modo que (X,Yy) recorren el dominio D = Dom(f).

El elemento de superficie en cartesianas es

ds = |(dx, 0, f,(p).dx) * (0,dy, f,(p).dy)| , donde
representa el producto vectorial.
(dx,0, fy(p)-dx) * (0,dy, f,(p).dy) =

i j k

dx 0 fx(p)dx =
0 dy f,(p).dy

(—fx(P).dx.dy, —f,(p).dx.dy, dx.dy)=
(=), —fy(P), 1).dx.dy, ysumodulo

ds= [f®)? + £, 0)? + 1 dxdy

Cambio a coordenadas polares:
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D = Dom(f) 2= L(x,v)

Plx,¥,2)

r.cos(u)
r.sen(u)

- >z =f(r.cos(u), r.sen(u))

{x
y
Calculamos la nueva expresion del elemento de superficie ds.
Vectorialmente:

W =0P = (r.cos(u), r.sen(u), f(r.cos(u), r.sen(u)))

W; = (cos(u), sen(u), f-(p))

W, = (-r.sen(u), r.cos(u), f,(p))

i j k
WrAWu =| cos(u) sen(u) f-(p) |=
—r.sen(u) r.cos(u) f,(p)
= [fu(@).sen(u) — . fr(p).cos(W)].i — [fu,(p). cos(u) +

7. fr(p).sen(u)].j + [r.cos?(u) +r.sen?(w)]. k ,

y su modulo
[Wr A Wu| =
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= [f,2.sen?(u) + 2. f,2.cos?(u) — 2.7. f,. f. sen(u).cos(u)] +
+ [fi2.cos?(u) + r2. f,2.sen?(u) + 2.7. f,. f. sen(u).cos(u)] +

+rP= f2p) +ri ) + 12, y asi queda

ds=+/12 + f2(p) + 12 f2(p) .dr.du

3.- La integral de Euler-Poisson: f0+°° e ™ dx

El tratamiento de esta integral corresponde a un nivel superior
dentro del estudio de ‘la convergencia de integrales impropias’.
La insertamos aqui a titulo de ejemplo.

La dividimos en la suma de dos integrales

f0+°°e‘x2.dx =fole‘x2.dx v f1+ooe‘x2.dx

La primera es finita y por tanto es convergente.

Para el segundo sumando tenemos en cuenta que

—x? _ .
e™ < e™*, siempre que x >1

Calculamos flbe‘x.dx = (™
(t=-x, dt=-dx)
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M=(e*Pk =[5 +:]
1 1
limp_, 40 ( — —) =0+ - = o y por tanto

— 1
limy_ 400 fl e . dx < =, ypor tanto es convergente.

Con herramientas de Matematica superior se ha podido determina
su valor, siendo

f0+ooe_x2.dx =

el

Otro ejemplo facil de corroborar:

f+°° dx = hmb_>+oof .dx =

0 1+4x2° 1+x2

=limy_s[arcTan(b) — arcTan(0)] = % —0 =2

Otro caso:

Se puede demostrar (hagalo el alumno) que, teniendo en cuenta
la simetria de su gréafica

fj;oe‘xz.dx =2. f0+°oe‘x2.dx =f0+°°% dx
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PROBLEMAS Resueltos o semi-Resueltos

1.- Halla la Integral indefinida, por cambio de variable, de las
siguientes (los resultados siempre ‘salvo suma de constante C):

a) f(x) = x.(x*+1)%, t=x%+1, dt = 2xdx

b) f(x) =x2’: -, t=x7+1, dt = 2xdx
c) f(x) = x%sen(x®), t=x°, dt = 3x%dx
d) f(x)=e*, t=-3x, dt=-3dx

e) f(x) =sen(3x+2), t=3x+2, dt=3dx
f) f(x)=2x.e*, t=x,dt=2xdx

g) f(x)=x.a*", t=x2, dt = 2xdx

ex

—— , t=1+e", dt = e*dx
1+e*

h) f(x) =
f%.dt =1In(t) = In(1 + %)

2.- Halla la Integral indefinida, aplicando ‘Integracion por
partes’, de las siguientes (los resultados siempre ‘salvo suma de
constante C):
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a) f(x).dx = x.e*.dx, u = x, dv = ¢*.dx,
du=dx,v=€", fu.dv=uv— [v.du =

=x.e* - [e*.dx = x.e¥ — ¥

b) f(x).dx = x%.e*.dx; Hacer: u = x?,dv = e*.dx
(Repetir el método ‘por partes’)

¢) f(x).dx = x.cos(x).dx; Hacer: u =x,
dv = cos(x).dx; du = dx, v = sen(x)
Ju.dv = x.sen(x) — [ sen(x).dx = x.sen(x)+cos(X)
d) f(x).dx = e”.senx.dx; Hacer: u = sen(x),
dv =e*.dx; du=cos(x).dx, v =¢*
| = [e*.sen(x).dx = e*.sen(x) — [ e*.cos(x).dx = (*)
[ e*.cos(x).dx = (hacer: u=cos(x), dv=e*.dx,
du=-sen(x).dx, v = ¢€*)
= cos(x).e* + [ e*.sen(x).dx,

(*) = e*.sen(x) —e*.cos(x) — I, y por tanto
2.1 = e*[sen(x)-cos(X)] -> | = %.e". [....]

e) f(x).dx = In(x).dx; Hago: u = In(x), dv = dx;

du=2dx,v=x; [In(x).dx = x.In(x) — [ dx = x.In(x) — x

X
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Pf(x).dx = x.In(x).dx; Hago: u = In(x),

2

dv = x.dx, vz%

du= l.dx,
X

Integral

2 2 2
[x.In(x).dx = %.ln(x) —f%.dx =x7.ln(x) —%

9)f(x).dx = x%.In(x).dx; Hago: u = In(x),

dv = x%dx,

h)f(x).dx = arcSen(x).dx; u = arcSen(x), dv = dx,

1
du= .dx, V=X

dx = (*)

1
— Vit = — 2.t = —V1-«2

N7
fu.dv = arcSen(x).x — f\/%
f\hx— =1-x%, dt = -2x.dx) =
9 fzf

(*) = x.arcSen(x) + V1 — x2

i) f(x).dx = arcTan(x).dx; Hago: u = arcTan(x),

dv =dx; du— s.dx, V=X;

Ju.dv = arcTan(x).x — [ — T
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f1+x2 dx = (Cambio:t =1+ x?, dt = 2xdx,

f— =.dt = .ln(1 + x2); Por tanto:
*) = x.arcTan(x)-%.ln(l + x?)

3.- Halla la Integral indefinida, aplicando ‘Descomposicion en

fracciones simples’, de las siguientes (los resultados siempre
‘salvo suma de constante C):

o) 100 = 1

b) f(X) — 3x—1

x2-5x+6

_ 2x%-8x+1
©) f(x) = 2x2-7x+3

_ x%—6x+7
d) f(X) - (x-1).(x-2).(x-3)

Sol.: a) q(x) = (x-2).(x+3), q1(x) = q(x):(x-2) = (x+3)

1+2x A

pi(x)
e 2T i > 1+2x = A.(X+3) + p1(x).(x-2)

x=2-->5=A5 A=1
Obtengo p1(x): p1(x) = [(1+2x)-(x+3)]:(x-2) -- >

p1l(x) = (x-2):(x-2) =1

o142 1 1
Queda' x2+x—6 —2+x+3
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[ f(x).dx =In(x — 2) + In(x + 3)

3x—-1

b) f(x) = 2o q(x) = (x-2).(x-3),

o) g0y P A pl@)
01(x) =a(x):(x-2); 5= 5t e T

p(X) = A.(x-3)+p1(x).(x-2);
x=2-->5=A[(1),A=-5;
p1l(x) = [(3x-1) + 5.(x-3)]:(x-2),

pl(x) = (8x-16):(x-2) = 8

Queda: f(x) = % + % >
ff(x).dx = —5.In(x — 2) + 8.In(x — 3)

2x%-8x+1 x+2
c) f(x) = =1- ;
) ( ) 2x2-7x+3 2x2-7x+3"’

Hago: g(x) = ﬁ; p(x) =x+2;

q(x) = 2x*-7x+3 = 0;

3
7+49-24 7+5
Resuelvo: x =—= 2 = ?= {1 -—>
2

A0 = 2.(x-3).(x- 3 ), GL(x) = q(x):(x-3);
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&) _

2 1C)) - ! =
o = it PO = A2(x-5 )+ pL(x).(x-3) =

q1(x)

= A(2x-1) + pL(x).(x-3);
x=3->5=A5A=1

Obtengo p1(x): p(x) = (2x-1) + p1(x).(x-3) -- >
P1(x) = [(x+2)-(2x-1)]:(x-3) = (-x+3):(x-3) = -1

p(x) 1 -1 1 1,
a(x)  x-3 L~ %3 2x-1'
ax)  x=3  2(x—) x-3  2x-1

fg(x).dx=ln(x—3)—%,1n(x_%)__>
ff(x).dx=x—ln(x—3)+% .ln(x—%)

_ x2—6x+7 ) — 2
d) f(x) = D3 p(X) = X“-6X+7 ,

q(x) = (x-1).(x-2).(x-3); q1(x) = q(x):(x-1)

px) _ A | pl®) __ - . - -
preotale + e > p(x) = A.(x-2).(x-3) + p1(x).(x-1)

x=1-->2=A.(-1).(-2); A=1,
pL(X) = [(X*-6x+7) - (X-2).(x-3)]:(x-1)

-1

_ : - P _ -1 .
pl(x) = [-x+1]:(x-1) =-1--> —= 1 D)

q(x)

Hago: p(x) = -1, q(x) = (x-2).(x-3),
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41(x) = q(x):(x-2) = (x-3)

p(x) _ B | pl(x)
0 2 am p(X) = B.(x-3)+p1(X).(x-2)

x=2->-1=B.(-1), B=1,
p1(X) = [(-1) — (x-3)]:(X-2) = (-x+2):(x-2)= -1

P _ 1 Tl : S ST
- 2= Finalmente: f(x) = —+—+ —
[ f(x).dx =In(x — 1) + In(x — 2) — In(x — 3)

4.- Halla la Integral indefinida de las siguientes (los resultados
siempre ‘salvo suma de constante C):

8) f()= =, [5.x3dx =~ .x2
0) 109 =375 100 =557 = 57ms = & -
donde 2= 2 = (%) , t=%.x——>dt=% .dx,
dx = % dt; f1+1t2 .dt = arcTan(t) ;
[f(x).dx = % .arcTan(\/Tz.x)
c) f(x) = ; Hago: t=x?, dt = 2x.dx, y sigue como en

casos analogos.
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3_ 2 3_ 2
d) f(x) = =258, XM 02 7x +2y puedes
x x x
sequir
3 3
O)f() =27 T =x%+x+ 145 ypuedes
seqguir.
_x%41 0 x%+1 x4l x?+1 .
f) f(X) T x3—x ' x3-x x.(x2-1) - x.(x—1).(x+1) ’ y

aplica la descomposicion en suma de f.s.

5.- Halla la Integral indefinida de las siguientes (los resultados
siempre ‘salvo suma de constante C):
1 -5

a) f(x) = \/_ T =x7 , Yy puedes continuar.

Vx| 2_9./x
b) f(x) = == H2NX 2 x71/2y puedes
continuar.

5x 5 5°

1 1 1

€) 109 = Vo—25x% ' Vo-25x2 3.J1_(§x)2 ’

Hago: tzs?x

dt=2 dx > dx =>.dt: fl 1
3 5

RN ek 2dt =+ arcSen(t) =

d) f(x) = 6x.e¥°*2; Cambio: t=x*2,
dt = 2xdx

(%) ; v puedes seguir .
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6.- Halla la Integral indefinida de las siguientes (los resultados
siempre ‘salvo suma de constante C):

a) f(x) = cos(x)*.sen(x):;
Hago: t = cos(x),

dt = -sen(x).dx, y puedes seguir ...

2_ 3 2 s
b) f(x) _ sen(x)?-1+5.sen(x)®  sen(x)?—1+5.sen(x)

)

2.sen(x)? 2.sen(x)?

=2- ;+g.sen(x);

2 2sen(x)? N Sec(x)z ; Y puedes

sen(x)?
seguir, teniendo en cuenta que: sec(x)’ es la derivada de tan(x).

_ sen(x)+cos(x)
C) f(X) - cos(x)—sen(x)

; t=cos(x)-sen(x),

dt = -(sen(x) + cos(x)).dx, y puedes seguir ...
d) f(x) = sen(5x).cos(7x) ; Tengo:
sen(5x+7x) = sen(5x).cos(7x)+sen(7x).cos(5x)
sen(5x-7x) = sen(5x).cos(7x)-sen(7x).cos(5x)

Sumandolas:

sen(5x+7x) + sen(5x-7x) = 2.sen(5x).cos(7x)
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sen(5x).cos(7x) =% .[sen(12x) + sen(—2x)] =

=% .[sen(12x) — sen(2x)], y puedes seguir ...

e arcSen(x) 1

f(x) = N t = arcSen(x), dtzm .dx
[et.dt =e', ysigue...
a) f(x) :sengzx)Z ; senyzx)z = x.sec(x)? ; Por partes:

u=x,dv= sec(x)2 dx; du=x, v =tan(x),

[u.dv = x.tan(x) — [ tan(x) . dx = (*)

[tan(x).dx = fsen(x) .dx = —In(cos(x)), y

cos(x)

sigue ....
b) f(x) =e*sen(bx) ; Por partes:

u = sen(bx), dv = e®.dx ; du = b.cos(bx).dx,

v=1 eax ;
a
[u.dv = %.eax.sen(bx) - f%.eax.cos(bx) .dx = (%)
Repetir ‘por partes’ con [ e%*. cos(bx) .dx

Puede seguir el alumno.
Problemas sobre Integral Definida:

1.- Calculas las siguientes Integrales Definidas:
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Aplico la Regla de Barrow
1
a) [ x7z.dx =(2x"]=2.(3-2)=2,

1
b) f:x. (x% + 9)2.dx = ..... Hago: t = X*+9,

dt = 2xdx, xdx =1/2.dt,
1 2 3
%.ftz.dt =%.§.t2 =§.(x2 +9)./x2+9) -->

%. ((x2 +9).Vx2+9]§ = ... puedes seguir

aplicando Barrow ...

1
c) fozxz.(1+x3)5.dx = ... Hago: t =1+,
dt = 3x2.dx, x%.dx = % dt
11 12 3 2
fti.g.dt=§.§.t§ = 6.(1+x3).\/1+x3

%. ((1 4+ x3).vV1 + x3 ]3 = ---.. puedes seguir

aplicando Barrow.
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2.- Calcula el area limitada por las curvas dadas:
a)f(x)=x, g =x*
b) f(x) =x*,  g(x) =vx
c) f(x) = sen(x), g(x) =0, en [0, ]

1

Sol.: a) fol(x —x?).dx = (%.x2 —=.x%t=

3

b) [} (VX — x2).dx = Cxz = 1.x%] o' =

¥

o | 1 ®

c) fon(sen(x) —0).dx = (—cos(x)]% =

=-cos(mr) + cos(0) = —(—1)+1=2

2
3
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3.- Realiza las siguientes aplicaciones de la Integral definida:
(Aplico Barrow)

a) Calcula el rea limitada por la parébola'y = X -4x, y la
rectar: 2x -5.

Sol.:a) S=[7[(2x —5) — (x* — 4x)].dx =

= [>(=x2 + 6x — 5).dx = (—=.x3 4+ 3x2 = 5x]° = ... sigue
1 3
aplicando Barrow

32 ,
=5 unidades

A

b) Calcula el area sombreada de la figura:

Qlig, &)

1

1

1

' &

h x = &

QI (e, —-8)

E(-5,0)

El &rea sombreada es la del tridngulo con base=12 y h=12:
S1 =72 u., menos el area S2 limitada por la parabola y que
calculamos:
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1 3
S2=2. [ V6. x2.dx = 2./6.(5.x2 |§ = 48;
S =72-48 =24 u.

c)Calcula el area sombreada de la figura:

¥ = 4xtd
Vi-1,4]
B(1,0)
'1] p4
v = -x -2x+3

Area triangulo ABQ: S1 = % =16u.
Area limitada por la parabola:
S 2 —
S2=[,(=x*=2x+3).dx = ...
16

S=Sl—82=16-...=? u.

d)Calcula el volumen mostrado en la figura:

Es un volumen de revolucion cuya seccion es el disco de radio

r(x) = vx
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Area del disco S(x) = 7. (vVx )* = m.x

V=f02n.x.dx == 21w
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LISTADO DE INTEGRALES
Contiene aquellas que no son inmediatas y que se presentan con
frecuencia. También contiene algunas consideradas inmediatas.
No se incluyen aquellas que el cambio de variable es evidente,
aunque la integral se muestre complicada.
Antes de seguir conviene recordar:

a¥= ex.In(a) (a S 0)

sen(x)® + cos(x)* =1

1 + tan(x)? = sec(x)?

y = logy(x) <--->x =2’

Obviamos incluir el simbolo [ f(x). dx

f(x) F(x)

tan(x) -> -In(cos(x))
sec(x) -> In(sec(x) + tan(x))
sec(x)? -> tan(x)

TiaZ -> arcTan (X)

1
— -> ar n(x
i > arcsen(x)

1
xVx2—1

1 . _ [P
e o Cambio: sen(t)—\[;.x

-> arcSec(X)
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Vva + b.x? ->Cambio: tan(t) = \/g X
Vb.x%? —a ->Cambio: sec(t) = \/g X

1 - _ 2
VarTba? —>Camb|o.tan(t)-\/;_x

1 . _ 2
2 > Cambio:sen(9 = [° .x

1 . _ 2
ar— - Cambio: tan(t)_\ﬁlx

1 . _ 2
ara— - Cambio: sec(t)_\/;_

=

1

. P
v - Cambio: sen(t)_\/;_
x2

i b
Jarbar Cambio: tan(t):\/;_
2 -> Cambio: sen(t) :\/é_

=

&

X

Ja-bx?)?

&

x2

. kb
T > Cambiosseo() = [ .x

exp(Vx;a) o
Jx > Cambio: y = /x
exp(arcSen(x); a)
Vi-x2
exp(arcTan(x); a)
1+x2
exp(arcSec(x); a)

-> Cambio: y = arcSen(x)
-> Cambio: y = arcTan(x)

-> Cambio: y = arcSec(x)

xNx2-1
cos(x) cos(x) - cos(2.’2—6) _ cos(z,g) B
1-cos(x) 1-cos(x) 1—cos(2.§) B 1_[C°52(§)—sen2(§)] =
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: cos(z.)z—c) a cosz()z—c)—senz(g) : x _
- 2.sen2()2—c) - 2.sen2(’2—c) % ' [COtz (_) - 1] -

=% . [cose? (g) - 2]

. ) _ i sec3(t):
1+ exp?(x) -> tan(t) = exp(x) ... -> tan(t)

cos(t)

i SO _ 2 _
= o Oseny o S€C (t).cose(t) ... cose(t) +
tan?(t). cose(t) =

2
... = cose(t) + o = cose(t) + —od

cos?(t).sen(t) cosZ(t)

Resultado: -In[cota(t) +cose(t)] + sec(t)

donde: t = arcTan(exp(x))

— 5 ) _ . 1-sen?(t) _
1 —exp?(x) ->sen(t) =exp(X) ... --> sen(t)

->... = cose(t) — sen(t)

Resul.: -In[cota(t) +cose(t)] + cos(t)
donde: t = arcSen(exp(x))

\/W -- > sec(t) = exp(X) ... -->tan(t).tan(t) =

->... =sec’(t)—1

Resul.: tan(t) —t
donde: t = arcSec(exp(x))

1

Yool > tan(t) = exp(x) -- > [ cose(t)
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1 = -
Teemie sen(t) = exp(x) -> [ cose(t)

1

NoTEoE -> sec(t) =exp(x) > [ dt =t

cos(x)® -> sen(x) - %.sen(x)3
sen(x)® -> -cos(x) + %.cos(x)"’
Por partes:
In(x) -> u=In(x), dv=dx -> Res: x.[In(x) -1]
In() -> u=In(x?), dv=dx -> Res: 2.x.[In(x)-1]

x.In(x) -> u=In(x), dv=x.dx ->

Res.: x?z [In(x) — %]

x.exp(x) -> u=x, dv=exp(x).dx ->
Res: exp(x).[x-1]

dx

exp(x) -> U=X, dv= exp(x)

arcSen(x) -> u=arcSen(x), dv=dx

Res.: x.arcSen(x) + V1 — x?

arcTan(x) -> u=arcTan(x), dv=dx
Res.: x.arcTan(x) % JIn(1 + x%)

arcSec(x) -> u=arcSec(x), dv=dx
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Res.: x.arcSec(x)-In[x+tan(arcSec(x))]
arcSec(v/x) -> u=arcSec(v/x), dv=dx
Res.: x.arcSec(vx)- vx — 1
exp(arcSen(x)) -> u=arcSen, dv=dx ->
-> % .exp(arcSen(x)).[x + cos(arcSen(x))]
exp(arcCos(x)) -> u=arcCos, dv=dx ->
-> —% .exp(arcCos(x)).[-x + sen(arcCos(x))]
sen(In(x)) -> u=sen(In(x)), dv=dx
Res.: g .[sen(In(x)) — cos(In(x))]
cos(In(x)) -> u = cos(In(x)), dv = dx
Res.: g .[cos(In(x)) — sen(In(x))]

x.sen(x) ->u=x,dv=...,-> sen(x) — X.cos(x)

X.COS(X) -> cos(x) + x.sen(x)

x.sec’(X) -> u = X, dv = sec’(x).dx ->

Res.: x.tan(x) + In(cos(x))

x.arcSen(x) ->u =X, dv=arcSen(x).dx ->

Res.: g . [x. arcSen(x) + V1 — x2 ]—

_i i [arcSen(x) + x. cos(arcSen(x))]
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x.arcCos(x)  ->u=x, dv=arcCos(x).dx ->
Res.: g . [x. arcCos(x) — V1 —x?2 ] +

+ i . [arcSen(x) + x. cos(arcSen(x))]

x.arcTan(x)  ->u=arcTan(x), dv=x.dx ->
Res.: % .(x? + 1).arcTan(x) —g

x.arcCota(x)-> u = arcCota(x), dv = x.dx ->

Res.: % .x2.arcCota(x) — %.arcTan(x) +§

x.arcSec(x) -> U = arcSec(x), dv =x.dx ->

1 1
Res.: - .x%.arcSec(x) — > x2—1

x.arcCose(x)-> u = arcCose(x), dv = x.dx ->
Res.:% .x2.arcCose(x) +% NVxZ—1

x2.In(x) -> u = In(x), dv=x%dx

1.3 _x
Res..g.x.ln(x) 5

x2.sen(x) -> u=x’ , dv=sen(x).dx
Res.: -x2.cos(x) + 2.[x.sen(x) +cos(x)]

x2.cos(x) -> u=x’ , dv=cos(x).dx
Res.: x2.sen(x) - 2.[-x.cos(x)+sen(xX)]

x™sen(x) -> u=x", dv=sen(x).dx
x™.cos(x) -> u=x", dv=cos(x).dx
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x2.exp(x) -> u=x*, dv=exp(x).dx
Res.: (x? -2x +2).exp(x)

x™exp(x) -> u=x", dv=exp(x).dx
Res.: X™.exp(x) —m. [ x™ 1. exp(x)

x2In(x) -> u=In(x), dv=x2.dx

Res.: %3 In(x) —%.fxz

x2.In(x) -> u=In(x), dv=x’.dx

Res.: x; In(x) —%.fx?’

Xx™In(x) -> u=In(x), dv=x".dx

Res.: X In(x) — — [x™
T m41 m+1°

exp(x).sen(x) -> u=sen(x), dv=exp(x).dx
Res.: % .exp(x).[sen(x) — cos(x)]

exp(x).cos(x) -> u=cos(x), dv=exp(x).dx
Res.: % .exp(x).[cos(x) + sen(x)]

Potencias de las Trigonométricas:

1—-cos(2x)

2
14+cos(2x)

2
tan’(x) = sec’(x)—1
sec’(x) -> Res.: tan(x)

sen?(x)=

cos?(x)=
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sen’(x) = sen’(x).sen(x) = [1-cos®(x)].sen(x)
cos’(x) = cos?(x).cos(x) = [1-sen®(x)].cos(x)

Si m impar:
sen™(x) = sen™(x).sen(x) = [....].sen(x)
cos™(x) = cos™(x).cos(x) = [....].cos(x)

sen“(x) = (1—cozs(2x))2

2
COS4(X) - (1+cozs(2x) )

Sim par:

( ))m
1-—cos(2x 2

sen™(x) = (sen?(x))™? = ( .

m
1+cos(2x) ) 2

cos™(x) = (cos(x))™? = ( .

tan’(x) = tan®(x).tan(x) = [sec’(x)-1].tan(x)
Res.: % .tan?(x) + In(cos(x))

cota’(x) = cota’(x).cota(x) = [cose®(x)-1].cota(x)
Res.: —% .cota?(x) — In(sen(x))

Si m impar:
tan™(x) = tan™*(x).tan(x) = (tan? (x))mT_l. tan(x)

cota™(x) = cota™*(x).cota(x) = (cota? (x))mT_l. co ta(x)
tan*(x) = tan?(x).tan’(x) = tan(x).[sec?(x)-1]
Cambio: t = tan(x)
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cota*(x) = cota’(x).cota’(x) = cota*(x).[cose’(x)-1]
Cambio: t = cota(x)

Si m par:
tan"(x) = tan*(x).tan™?(x) = tan*(x).(tan*(x)) "> =
= tan’(x).[sec(x)-1]™"
Cambio: t = tan(x)
cota™(x) = cota?(x).cota™?(x) =
= cota?(x).(cota’(x))™?? =
= cota’(x).[cose’(x)-1]™2"?
Cambio: t = cota(x)

sec®(x) = sec(x).sec’(x) -> u=sec(x), dv=sec’(x).dx
Res.: % .[sec(x).tan(x) + In(sec(x) + tan(x))]

cose’(x) = cose(x).cose?(x) ->
u=cose(x), dv=sec’(x).dx
Res.: _71 .[cose(x).cota(x) + In(cose(x) + cota(x))]

Si m impar:
sec™(x) = sec™?(x).sec?(x) ->
u =sec™*(x), dv = sec?(x).dx

sec’(x) = sec?(x).sec’(x) = [tan?(x)+1].sec?(x)
Cambio: t = tan(x)
Res.: § .tan3(x) + tan(x)
Sim par:
sec™(x) = sec™2(x).sec(x) = [tan®(x)+1]™?"% sec?(x)
Cambio: t = tan(x)
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[exp(X)]™ = [exp(x)]™".exp(x) , Cambio: t = exp(X)
Res.:% exp(x)™

[exp(X)]* -> Res.: % [exp(x)]?

[(In()1™ -> u=(In(x))", dv=dx
Res.: x.[In(x)]™ — m. [(In(x))"*

[IN(X)]? -> Res.: x.In*(x) — 2.[x.In(x)-1]

Sin 6 mimpar:
m impar:

sen™(x).cos™(x) = sen™(x).cos™ 1(x).cos(x) =

= sen™(x).[1 — sen? (x)]mT_l. cos(x), Cambio: t = sen(x)
(Anélogo si n impar)

Siny m par:
2 z

sen™(x).cos™(x) = [sen?(x)]z. [cos?(x)]

1—cos(2x)

= [

' 1+cos(2x), ™
2, [ > ]2 = ...
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POR PARTES:
Y su=x, dv=—— dx
Vx2-1 ! Vx2-1 °
Res.: x2.Vx?2 —1—2.[x.Vx2 —1.dx
x™m x

> u=x" dv= .dx
x2-1 x2-1

Res.. x™ 1vx2—1 —(m—1).[x™ 2 Vx2 -1

x™. sen(x) -> u=x" dv=sen(x).dx
(reiterando)

x™. cos(x) -> u=Xx", dv=cos(x).dx
(reiterando)

x™ exp™(x) > u=x", dv=exp"(x).dx
(reiterando)

x™. 1In™(x) -> u=1In"(x), dv=x"dx
(reiterando)

x"™. arcSen(x) -> u=Xx", dv=arcSen(x).dx
x™. arcCos(x) -> u=Xx", dv=arcCos(x).dx
x™. arcTan(x) -> u=arcTan(x), dv=Xx"dx
x™. arcSec(x) -> u=arcSec(x), dv=x"dx
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Casos especiales:

| s -4t = ()

1+k2.sen?(t) *

C 204y — SeNA (L) 200y —
Cambio: z = tan(t) -> tan“(t) = 052 (D) ->sen”(t) =
2 200y _ 1 2,0\ . Z°
= cos(t).tan"(t) = e ® .tan“(t) = Tz

dz = sec’(t).dt = (1+ tan’(t)).dt -> dt = ﬁ—i

2 2 2 2
1+ k% sen?(t) = 1+ k2. 2=zt 2z
1+2z2 1+2z2
1 ¢ = 1+ z? dz 1
1+k2.sen2(t) * T 14 22+k2. 22 "1+z2 1+ z2+k2. z2

1 1
)= 2= a2 42 =

Cambio:y=v1+k?.z ->dy=v1+k?.dz ->
1

dz=m.dy

1 1 1
== .f1+y2 .dy = == .arcTan(y) =

1

NewT .arcTan(vl + k2 .z) -> (sobre el intervalo ...)

pi
\/%7.( arcTan(V1 + k2 .tan(t))]2 =
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_ 1 pi
= ﬁ'[ arcTan (\/1 + k? .tan(?)) -

—arcTan(Vl + k2 .tan(O))] =

1
Vi+kZ'®

. [arcTan (v1 + k2 .(+00)) - arcTan(m .0))] =

-1 _0l= Lt pi
== JarcTan(+o) — 0] —

L=4RNT+I2.— Z=2.Rpi

[ 1+cos2(w) .du = [/ 1+ (1 —sen?(w)) .du =

= [/ 2 —sen?(u)) .du=f\/2.(1—%.sen2(u)) du=

que es eliptica de segunda especie.

358



Todo Matematicas, Vol.9

359



Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

LISTADO DE ACTIVIDADES

El Alumno dotara de valor a las variables que se indican como
Datos, y realizara los calculos. Observa que se muestra la formula
a utilizar para cada caso.

‘1.- Esfera.
'‘Dato: Radio R;
'V=4/3.pi.R"3, S=4.pi.R"2

'2.- Cilindro recto.
'‘Datos: Radio base R, Altura H
'V=pi.R"2.H, S=2.pi.R.H

'3.- Cilindro No recto.
'Datos: Radio base R, arista H',
angulo g rad.
'V=pi.R"2.H".sen(g), S=2.pi.R.H".sen(qg)

'4.- Paralelepipedo recto.
'Datos: Aristas a,b,c
'V=a.b.c, S=2.(a.b + a.c + b.c)

'5.- Paralelepipedo No recto.
'Datos: Aristas base: a,b; arista c, angulo g rad.
'V=a.b.c.sen(g), S=2.(a.b + a.c + b.c.sen(Q))

'6.- Paralelepipedo No recto alaveado.

‘Datos: Aristas base: a,b; Altura H
'V=a.b.H, S= ...
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'7.- Prisma recto bases poligono regular.
'‘Datos: Radio R, arista L, n lados
'V=n/2.l.h.L, S=n.I.L

'donde: 1=2.R.sen(pi/n), h=rad(R"2-1"2/4)

'8.- Prisma No recto bases poligono regular.
'Datos: Radio R, arista A, n lados, angulo g rad.
'V=n/2.l.h.H, S=...

'donde: 1=2.R.sen(pi/n), h=rad(R"2-1"2/4)
'H=A.sen(g)

'9.- Piramide recta base tridngulo equilatero.
'Datos: Arista base I, altura H

'V=1/3.(1/2.1.h).H, S=3.1/2.1.H'

'donde: h=rad(3)/2.1, a=1/3.h, H'=rad(H"2+a"2)

'10.- Pirdmide recta base triangulo equilatero.
'‘Datos: Arista base I, arista c

'V=1/3.(1/2.1.h).H, S=3.1/2.1.H'

'donde: h=rad(3)/2.1, a'=2/3.h, H=rad(c"2-a"2)
'H'=rad(c"2-1"2/4)

'11.- Pirdmide No recta base triangulo equilatero.
'Datos: Arista base I, dist. H', dist. d
'V=1/3.(1/2.1.h).H, S= ...

'donde: h=rad(3)/2.1, a=1/3.h, H=rad(H"*2-(a+d)"2)

'12.- Piramide recta base cuadrada.

‘Datos: Arista base I, altura H
'V=1/3.1"2.H, S=4.(1/2.1.H")
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‘donde: H'=rad(H"2+1"2/4)

'13.- Piramide recta base cuadrada

‘Datos: Arista base I, arista ¢

'V=1/3.1"2.H, S=4.(1/2.1.H")

‘donde: H'=rad(c"2-1"2/4), H=rad(H"2-1"2/4)

'14.- Piramide No recta base cuadrada
'Datos: Arista base |, altura H', dist. d
V=1/3.1"2.H, S= ...

‘donde: H=rad(H2-(1/12+d)"2)

'15.- Pirdmide recta base rectangular
'Datos: Lados base a,b, altura H
'V=1/3.a.b.H, S=2.a.h + 2.b.h’
‘donde: sobre a: h=rad(H"2+b"2/4),
'sobre b: h'=rad(H"2+a"2/4)

'16.- Piramide recta base rectangular

'‘Datos: Lados base a,b, arista ¢

'V=1/3.a.b.H, S=2.(a.h + b.h")

‘donde: sobre a: h=rad(c"2-a"2/4),

'sobre b: h'=rad(c"2-b"2/4), H=rad(h"2-b"2/4)
'17.- Piramide No recta base rectangular
'Datos: Lados base a,b, dist. H', dist. d
'VV=1/3.a.b.H, S= ...

‘donde: H=rad(H'2-(a/2+d)"2)

'18.- Pirdmide recta base poligono regular
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'Datos: Radio R, Altura H, n lados

'V=n/2.1.h"H, S=n/2.1.h
'S=n/2.(2.R.sen(pi/2).rad(H"2+R"2.cos"2(pi/2)))
'donde: 1=2.R.sen(pi/n), h'=R.cos(pi/n),
‘h=rad(H"2+h'2)

'19.- Pirdmide recta base poligono regular
'Datos: Radio R, Arista c, n lados
'V=n/2.1.h"H, S=n/2.1.h

'donde: 1=2.R.sen(pi/n), h'=R.cos(pi/n),
'h=rad(H"2+h'*2)

'20.- Pirdmide No recta base poligono regular
'Datos: Radio R, dist. H', n lados, dist. d
'V=n/2.l.h"H, S= ...
‘donde: 1=2.R.sen(pi/n), h'=R.cos(pi/n),

H = rad(H2-(R+d)"2)

'21.- Cono recto

'‘Datos: Radio base R, altura H
'V=1/3.pi.R"2.H, S=1/2.(2.pi.R.G)
'donde: G=rad(R"2+H"2)

'22.- Cono recto

'Datos: Radio base R, generatriz G
"V=1/3.pi.R"2.H, S=1/2.(2.pi.R.G)
'donde: H=rad(G"2-R"2)

'23.- Cono No recto
'‘Datos: Radio base R, dist. H', dist. d
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'V=1/3.pi.R"2.H,S = ...
‘donde: H=rad(H'*2-(R+d)"2)

'24.- Tronco de cono recto

'‘Datos: Radio R, radio r, altura H
'V=pi/3.(R"2.(H+h)-r"2.h)

'S=pi.(R.(G+g)-r.g)

‘donde: h=H.r/(R-r), g=rad(r"*2+h"2), G=rad(H"2+(R-r)"2)
'25.- Tronco de cono recto

'Datos: Radio R, radio r, generatriz G
"V=pi/3.(R"2.(H+h)-r*2.h), S=pi.(R.(G+g)-r.g)

‘donde: H=rad(G"2-(R-r)"2), h=H.r/(R-r),

'g=rad(r"2+h"2)

'26.- Cufa esferica
'Datos: Radio R, angulo u rad.
'V=4/3.pi.R"3.u/(2.pi), S=4.pi.R"2.u/(2.pi)

'27.- Cufa esférica
'‘Datos: Radio R, angulo u grados
'V=4/3.pi.R"3.u/360, S=4.pi.R"2.u/360

'28.- Segmento (o casquete) esférico

'Datos: Radio esfera R, radio base del casquete r
‘Obtenidas por integracion, Vol.9:

'V=pi/3.(2.R"3 -3.R"2.d +d"3), S=2.pi.(R"2 -R.d)
‘donde: d=rad(R"2-r"2) 6 d=R.cos(u);

'29.- Zona esférica:
'Datos: Radio esfera R, radios r1, r2 de sus bases
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'Nota: Puedes tomar los segmentos por separado y réstalos.
'Obtenidas por integracion, Vol.9

'V=pi/3.d.(3.R"2-d"2)

'S=2.pi.R.d, donde d = r2-rl1

'30.- Sector esférico (o cono esférico)
'Nota: Esta formado por un cono + casquete
"Volumen=Vcasquete + VVcono

‘Super. =Scasquete + Scono

'Datos: Radio esfera R, radio base del casquete r
"V=pi/3.(2.R"3 -3.R"2.d +d"3) + 1/3.(pi.r"2.d)
'S=2.pi.(R"2 -R.d) + 1/2.(2.pi.r.R)

'donde: d=rad(R"2-r"2)

'31.- Elipsoide
'Datos: Semiejes a,b,c

'V=4/3.pi.a.b.c,
'S= Una aproximacion: 4.pi.(rad(a.b.c;3))"2

'32.- Paraboloide de ravolucion : y"2 = 2.p.x
'Datos: Parametro p, valor de x =a
'Nota: Obtenidos por integracion, Vol.9

'V=pi.p.a"2, S=2/3.pi.rad(p).[rad((2.a+p)"3)-rad(p”3)]
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PROMOCION
NO VENTA
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Aplicaciones del Cé&lculo integral. Integral
curvilinea, Integral de superficie, ...

NOTACION y Nomenclatura. Valores:

Simbolo Significado

* Producto

: Producto

A Potencia

sqr(a) Raiz cuadrada

rad(a) Raiz cuadrada

rad(a;n) Radical con indice n
rad(a;n/m) Radical con indice n/m

€ significa ‘pertenece a’

oo infinito
exp(x) Exponencial: exp(x) = &*
exp(x;a) Exponencial de base a>0:
exp(x;a) = a*
In(x) Logaritmo neperiano:
y=In(x) <-->x=¢"
log(x;a) Logaritmo base a>0:
y =log(x;a) <-->x=a’
= aproximado

A incremento

< menor que, > mayor que, Ej.: x<y, x>y

Valores:
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m = 3,1415927... (numero pi, en radianes)
pi = 3,1415927... (ndmero pi, en radianes)
e =2,7182818... (ndmero e, base de In(x))
sen(0) =0 cos(0) =1

sen(pi/6) = % cos(pi/6) = ?

sen(pi/3) = ‘/; cos(pi/3) = %

sen(pi/2) = 1, cos(pi/2) =0
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